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Ez a folyamatosan béviils érai jegyzet az ELTE Informatikai Karan, a 2007-
2008-as Gszi szemeszterben tartott ,,Szamitaselmélet” cimd kurzus anyagat tar-
talmazza. Ezaltal segitséget nytajthat a kurzus jobb megértéséhez és a vizsgara
valo felkésziiléshez.

Az elGadas célja, hogy betekintést nytjtson az elméleti szamitastudomany alabbi
teriileteire:

e Kiszamithatdsag elmélet: Mely probléméak oldhaték meg algoritmiku-
san?

e Bonyolultsagelmélet: Az eldonthetd problémak koziil melyek a nehéz
problémék, vagyis azok a problémak melyek az erdforrasok (tar és idg)
felhasznalasa szempontjabol nem hatékonyak?

e Automatak és formalis nyelvek elmélete: Alapul szolgil a fenti két
teriilethez, de az informatika mas teriiletein is hasznos (forditéprogramok,
természetes nyelvek feldolgozasa, logika, stb.).

Miért hasznos ezeket a dolgokat ismerni? Tobbek k6zott azért mert

e nem kezdiink el megoldani egy problémét ha tudjuk, hogy megoldhatatlan.

e ha megértjiik, hogy egy probléma miért nehezen megoldhat6, akkor mo-
dositva a nehézséget okozo részt esetleg egy konnyebben megoldhaté (de
a célnak még megfelels) problémat kapunk.

e Ha tudjuk, hogy a pontos megoldis megtalalasa nehéz feladat, akkor eset-
leg megelégsziink kozelité megoldasok keresésével.
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1. fejezet

Bevezetés

Ebben a fejezetben megismerkediink a tantargy alapfogalmaival, valamint a
kiszamithat6sag elmélet rovid torténetével. Majd ejtiink par szot arrél, hogy
mivel foglalkozik az eladas masik f6 témakore, a bonyolultsagelmélet. A fejezet
végén Osszefoglaljuk, hogy milyen téméakat dlel fel az elGadéas anyaga.

1.1. Alapfogalmak

Szamitasi problémanak neveziink egy olyan, a matematika nyelvén megfogalma-
zott kérdést, amire szamitogéppel szeretnénk megadni a valaszt. A gyakorlati
élet szinte minden problémajahoz rendelhetd, megfelels absztrakciot hasznalva,
egy szamitasi probléma.

Példa Tekintsiik a kovetkezs, valés életb6l vett problémat. Tegyiik fel, hogy van
tobb, azonos magassagi, de kiilonb6z6 méretii hordénk, melyeket el szeretnénk
szallitani valahova. Adodik a kérdés: hogyan helyezziik el a teherautonkon a
hordéinkat tgy, hogy minél nagyobb legyen a hordok egyiittes trtartalma. Az
ehhez a feladathoz rendelhet§ szamitasi probléma: hogyan helyezhetiink el egy
téglalapban kiilonb6z6 sugara kordket ugy, hogy a téglalapnak minél nagyobb
részét lefedjiik? 1

Egy problémét a hozza tartozd konkrét bementettel egyiitt a probléma egy
példanyanak nevezziik. A fenti szamitéasi probléma egy példanya az amikor
megadjuk a téglalap és a korok konkrét méreteit.

Specialis szamitasi probléma az eldontési probléma. Ilyenkor a probléméval
kapcsolatos kérdés egy eldontendd kérdés, tehat a probléma egy példanyara a
véalasz ,igen” vagy ,nem” lesz.

Ilyen eldontési probléma az tigynevezett SAT probléma, amit a kovetkezGképpen
definidlunk. Adott egy ¢ zérusrendii (itéletkalkulusbeli) konjunktiv norméalfor-
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8 1. FEJEZET. BEVEZETES

ma. A kérdés az, hogy kielégithet6-e ¢. Tehat a problémara a valasz igen” ha
¢ kielégithet§ és ,nem” egyébként.

Egy szamitéasi probléma reprezentalhato egy f : A — B parciélis fiiggvénnyel.
Az A halmaz tartalmazza a probléma egyes példanyait, jellemzden egy megfelelé
abéceé feletti szoban elkodolva, mig a B halmaz tartalmazza az egyes példanyokra
a fliggvény altal adott értékeket, szintén valamely alkalmas abécé feletti szoban
elkodolva. Ertelemszertien, ha eldontési problémarél van sz6, akkor az f ér-
tékkészlete, vagyis a B egy két elemi halmaz: {igen, nem}, {1,0}, stb. Az f
azért parciélis fliggvény, mert az f altal reprezentalt probléma lehet olyan, hogy
a probléma egyes példanyaira nem lehet algoritmikusan kiszamitani a valaszt.

Egy f: A — B fliggvényt kiszamithatonak neveziink, ha létezik olyan algorit-
mus amely minden z € A elemre véges sok lépésben kiszamitja az f(z) € B
értéket (tehat f teljesen definidlt, azaz totalis fliggvény). Egy probléma pedig
megoldhaté, ha az altala meghatarozott fliggvény kiszamithat6. Ha egy eldon-
tési probléma megoldhato, akkor azt is mondjuk, hogy a probléma eldonthetd.

A SAT probléma eldénthetd, hisz konnyen adhato egy algoritmus, ami eldonti
azt, hogy egy ¢ formula kielégithetG-e. Ez az algoritmus nem csinal mast, mint a
¢-ben szerepls valtozoknak logikai értéket ad az Gsszes lehetséges modon, majd
rendre kiértékeli a formulat.

Egy problémat még akkor is eldonthetének neveziink, ha a probléma bizonyos
példanyaira az eldontd algoritmus évszazadokig fut. A lényeg csak az, hogy az
algoritmus véges sok lépés utan megalljon. Tekintsiik példaul tjra az eldonthetd
SAT probléméat. A probléma eldontésére a fent leirt algoritmus a formula valto-
z6szaménak fliggvényében exponencidlis 1épésszamu. Ez pedig a gyakorlatban,
legalabbis a sok véltozdt tartalmazo formulakra, hasznédlhatatlan. Hogy ezt
belassuk tekintsiink egy 100 valtozot tartalmazo ¢ konjunktiv normalformat.
Tudjuk, hogy ¢ kielégithetéségének az eldontéséhez dltalaban 2190 kiértékelés
sziikséges. Ez akkora szdm, hogy egy mésodpercenként 10'2 mitiveletre képes
szamitogép koriil-beliil 4101 évig dolgozna a probléman, ami pedig t&bb, mint
az univerzum jelenlegi életkora.

Mindazonaltal a SAT és valojaban a nédla még sokkal bonyolultabb problémak
zome is eldonthetd. Felmeriil tehat a kérdés, hogy van-e egyéaltalan olyan prob-
léma ami nem donthetd el. Késébb latni fogjuk, hogy ilyen probléma létezik.

Egy eldonthets probléma tekinthetd tigy is mint egy formaélis nyelv. A probléma
példanyait elkdédoljuk egy megfelel6 abécé feletti szavakban. Ezek utan magéat
a problémét azonositjuk azzal a formaélis nyelvvel, mely azokat a szavakat tar-
talmazza, melyek a probléma ,igen” példanyait kodoljak, vagyis azokat a példa-
nyokat melyekre a probléméat eldont6 algoritmus ,,igen” valaszt ad.

Az igy kapott formalis nyelvet altalaban ugyantgy nevezziik, mint magat a
problémat. Tehat példaul a SAT jelentheti a fent definialt eldéntési probléméat
és azt a formalis nyelvet is, amely szavai a kielégithets zérusrendi formulakat
kodoljak.

Ahhoz, hogy egy eldéntési problémét algoritmikusan megoldjunk, elegendd az
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algoritmus fogalménak egy intuitiv definicidja is:

Utasitéasok joldefinialt, véges sorozata, melyeket végrehajtva megoldhato egy
adott feladat (probléma).

Ez az intuitiv definici6 elég lehet ahhoz, hogy megoldjunk egy konkrét problé-
méat, de nem elég ahhoz, hogy megmutassuk egy problémardél azt, hogy algorit-
mikusan eldonthetetlen (s6t, pontos definicio nélkiil azt sem lehet megmutatni,
hogy egyéaltalan létezik-e algoritmikusan eldonthetetlen probléma).

A kovetkezSkben roviden attekintjiik, hogy melyek voltak azok a f&bb esemé-
nyek, amelyek a kiszdmithat6sag elmélet kialakulasdhoz és ezzel egyiitt az algo-

1.2. A kiszAmithat6sag elmélet rovid torténete

1900-ban, a szazadfordul6é alkalmabol, David Hilbert német matematikus 23
addig megvalaszolatlan kérdést intézett a kor matematikusaihoz. Ezek koziil
néhany, mint ahogy az késébb kideriilt, nagy hatéassal volt a huszadik szazadi
matematika, és kiilondsen a kiszamithatdsagelmélet, fejlédésére.

Ezen probléméak koziil a 10-ik a kdvetkezSképpen szolt. Adott egy p egész egylitt-
hatos polinom. A kérdés az, hogy tudunk-e p valtozoiba olyan egész szamokat
helyettesiteni, hogy p értéke 0 legyen? Legyen példaul p = 222 — 3zy + 22. Ak-
kor ha z, y és z helyébe rendre 2-t, 1-et és 1-et helyettesitiink, akkor p értéke 0
lesz. Tehat ennek a konkrét polinomnak az esetében ,jigen” a vilasz a kérdésre.
Hilbert olyan algoritmust keresett, ami tetsz6leges polinom esetén ,igen” vagy
.nem” valaszt ad. Ugy gondolta, hogy nincs eldénthetetlen probléma és meg
volt gy6z6dve rola, hogy a 10-ik probléma is eldontheté megfelels algoritmussal.
Ezt a problémat végiil Matijasevi¢ oldotta meg 1970-ben. Megmutatta, hogy
Hilbert 10-ik problémaéja algoritmikusan eldénthetetlen.

Hilbert az 1920-as években meghirdette nagyra toré programjat, melynek lénye-
ge az volt, hogy formalizalni kellene a matematika Osszes elméletét egy véges
axiomarendszerrel, és megmutatni, hogy ez az axiémarendszer konzisztens (nem
vezethetd le beldle ellentmondas, azaz egy allitas és annak a tagadasa is).

Hilbert programjanak része volt az tagynevezett Entscheidungsproblem (magyar-
ra Eldonthet6ségi Problémaként fordithato) mely egy olyan algoritmus megadéa-
sat tiizte ki célul ami a matematika tetszéleges allitasarol eldonti, hogy az igaz
vagy hamis.

1931-ben Kurt Godel bebizonyitotta az tin. elsé nemteljességi tételét: Minden
olyan mechanikusan kiszdmithat6 elméletben ami tartalmazza az elemi aritme-
tikat van olyan allitads, hogy az adott elméletben sem az &llitas, sem annak ta-
gadasa nem bizonyithatd. Tehat minden ilyen elméletben van olyan Aallitas ami
igaz de nem bizonyithat6. Ebbdl a tételbsl mar kovetkezik, hogy Hilbert prog-
ramjanak alapvet§ célkittizései megvalosithatatlanok. Azt viszont a tétel még
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elvileg nem zarta ki, hogy létezik algoritmus, ami eldonti a matematika Osszes
allitasat, mivel az algoritmus pontos definicioja még nem létezett akkor. Az El-
donthetGségi Problémara a negativ valaszt Alonzo Church és Alan Turing adta
meg egyméstol fliggetleniil, de nagyjabol egy idében, 1936-ban. Ehhez viszont
az kellett, hogy bevezetésre keriiljenek olyan algoritmus modellek, amelyekrsl
kés6bb kideriil, hogy egymaéssal megegyez6 szamitasi erével rendelkeznek:

Godel: 1931-ben bevezeti a primitiv rekurziv fiiggvényeket. 1934-ben, egy el6-
adason, Herbrand javaslatara definidlja az altalanosabb rekurziv fiiggveé-
nyeket és megfogalmarza azt a nézetét, hogy ezek a fliggvények megfelelnek
a ,mechanikusan” kiszamithato fiiggvényeknek.

Church: Az 1930-as évek elején tanitvanyaival (Kleene és Rosser) megalkotja
a A-kalkulust, egy formalis rendszert, ami a fiiggvény fogalman és a fiigg-
vényeknek a valtozok értékeire vald alkalmazasan alapszik. Ezen beliil
megalkotjak a A-definialhato fiiggvényeket. Kés6bb bebizonyitjak, hogy
ezek ekvivalensek rekurziv fliggvényekkel.

Turing: 1936-os cikkében definidlja a késébb roéla elnevezett Turing-gépet és
megfogalmazza azt a nézetét, hogy a Turing-géppel kiszamithaté fiiggve-
nyek megegyeznek az algoritmikusan kiszamithato fiiggvényekkel. A cikke
végén vazolja annak bizonyitasat, hogy a A-definialhaté valamit a Turing-
géppel kiszamithaté fliggvények megegyeznek.

Church az Entscheidungsproblem-re gy adott negativ valaszt, hogy megmu-
tatta, nincs olyan kiszamithato fliggvény, ami két A\-kalkulusbeli kifejezésrdl el-
donti, hogy ekvivalensek-e. Turing a kovetkezSképpen gondolkodott. El&szor
megmutatta, hogy a Turing-gépek megalldsi probléméja eldonthetetlen. Utana
pedig megfogalmazta a problémét matematikai allitasként. Ebbdl mar kovetke-
zett, hogy nem létezhet olyan algoritmus ami eldonteni a matematikai allitasok
igazsageértékét.

Késtbb tovabbi modelleket is definidltak (pl. RAM gépek, Post-gépek, Markov-
algoritmusok), de mindrél kideriilt, hogy nem rendelkeznek a Turing-gépnél na-
gyobb szamitasi er6vel. Ezek az eredmények is aldtamasztjak az an. Church-
Turing tézist:

A kiszamithatosag kiilonb6z6 matematikai modelljei mind az effek-
tiven kiszadmithaté fliggvények osztalyat definialjak.

1.3. A bonyolultsagelméletrél

Amig a kiszamithatosag elmélet alapvetGen azzal foglalkozik, hogy egy probléma
megoldhato-e (eldonthets-e), addig a bonyolultsagelmélet azt vizsgalja, hogy az
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eldonthet6 problémak koziil melyek milyen hatékonyan bannak a legfontosabb
erd¢forrasokkal, az idGvel és a tarral.

Tekintsiik példaul azokat a problémakat melyek eldontésére ismert, polinom id&-
igényd algoritmus (itt most a Chuch-Turing tézis alapjan mondhatnank Tu-
rig gépet is). Ezek a problémak alkotjak a P bonyolultsagi osztalyt. Vannak
azonban olyan problémak melyek eldontésére nem ismert polinom idGigényii
algoritmus (azaz Turing-gép), viszont a Turing-gép egy kiterjesztésével, a nem-
determinisztikus Turing-géppel, mar polinom idében eldénthetsk. Ilyen példaul
a korabban latott SAT probléma is. Ezek a problémak alkotjak az NP bonyo-
lultsagi osztalyt.

A bonyolultsagelmélet egyik legfontosabb témakore a P és a NP nyelvosztalyok
kozotti hatar vizsgilata. Az, hogy P C NP koénnyen kovetkezik abbdl, hogy
a determinisztikus Turing-gépek tulajdonképpen specialis nemdeterminisztikus
Turing-gépek. A bonyolultsagelmélet egyik legnagyobb kihivéasa (és egyben ku-
darca is), hogy eddig nem sikeriilt bizonyitani azt, hogy a fenti tartalmazas
valodi. Az elGadason kozelebbrsl megvizsgaljuk az elébb emlitett P és NP
osztalyok kapcsolatat és megnéziink néhény fontosabb tarbonyolultsagi osztalyt

is.

1.4. Az el6adas felépitése

Az eladas az alabbi f6bb témakorokre bonthato.

Formalis nyelvi alapismeretek: formalis nyelvek és véges reprezentacioik,
a Chomsky-hierarchia, regularis nyelvek és kornyezetfiiggetlen nyelvek, ezek el-
donthetd tulajdonsagai.

Turing-gépek: definiciok, Turing-gépek altal eldonthetd (rekurziv) és felismer-
het§ (rekurzivan felsorolhato) nyelvek.

Tovabbi algoritmus modellek és ezek ekvivalenciaja.

A Turing-gépek megallasi problémaja és néhany algoritmikusan el-
donthetetlen probléma.

IdSébonyolultsagi osztalyok: P és NP.
A ,nehezen” megoldhatd problémak: NP teljesség és visszavezetés.

Tarbonyolultsagi osztalyok.
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2. fejezet

Formalis nyelvi alapismeretek

2.1. Nyelvek és véges reprezenticioik

Definici6 Legyen X egy véges, nem iires halmaz. Y-t abécének, az elemeit pedig
bettiknek nevezziik.

Y bettiinek egy tetszdleges véges (akar lires) sorozatéat Y-feletti szonak nevezziik.
¥* jeloli az osszes Y-feletti szot, X1 a ¥* — {e} halmazt, l(u) az u € X* sz6
hosszat, l,(u) pedig az u-beli a betiik szamat. A 0 hosszt sz6t iires szonak
nevezziik (jele: ). Y-feletti nyelven a ¥* egy részhalmazat értjiik. O

Példa Legyen ¥ = {0,1}. Akkor ¥* = {e,0,1,00,01,10,11,...}. Az alabbi

nyelvek pedig mind ¥* részhalmazai:

@, {0,111,0°,1°}, {e}, {e,0,1,10,11}

{(01):n >0}, {0"1":n >0}, {ueX*:lp(u)=10(u)}. O

nyelvnek. Hogyan lehet megadni egy L C X* nyelvet?

e Algoritmussal, ami az inputjara adott v € ¥* széra ,jigen”nel all meg,
ha v € L és ,nem”mel, ha v ¢ L. Az ily médon megadhato nyelveket
nevezziik eldonthetének vagy rekurzivnak.

e Eljarassal, ami az inputjara adott u € X* szora ,jgen”nel all meg, ha
uw € L és vagy nem &ll meg, vagy ,nem”mel all meg, ha v & L. Az ily
mo6don megadhaté nyelveket nevezziik Turing felismerhetének vagy rekur-
zivan felsorolhaténak.

Megjegyzziik, hogy a Church-Turing tézis értelmében, a fenti definiciokban az
salgoritmus” és az ,eljaras” fogalmak helyett irhattunk volna Turing-gépet is.

13
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Az a definiciokbol latszik, hogy minden elddnthetd nyelv felismerhets is. A
forditott allitasrol viszont késébb latni fogjuk, hogy nem all fenn.

A formalis nyelvek tovabbi véges reprezentacioi még tébbek kézott a nyelvtanok
és a kiilonb6z6 véges sok allapottal rendelkezs gépek. A kdvetkezs részben ezeket
az eszkozoket ismertetjiik.

2.1.1. Nyelvtanok

A nyelvtanok bevezetésének f6bb motivacioi:

e Természetes nyelvek szerkezetének modellezése (Chomsky, 1956)

e Programorzasi nyelvek szintaktikdjanak megadésa (BNF - ALGOL speci-
fikacio, 1960)

Definicio Nyelvtannak neveziink egy olyan G = (V, X, R, S) rendszert, ahol

e I/ véges nemiires halmaz, a nemtermindlisok halmaza,

e X véges nemiires halmaz a terminélisok halmaza (V NY = @),

S egy kitiintetett szimbo6lum a V-bél amit kezd@szimbolumnak neveziink
és

R pedig u — v alaku szabélyok véges halmaza, ahol u,v € (V UX)* és u
tartalmaz legalabb egy nemterminalist. ]

Most megnézziik, hogy hogyan lehet a nyelvtant szavak generalasara felhasznal-
ni. Ha ezt tudjuk, akkor definialni tudjuk, hogy mit értiink egy nyelvtan altal
generalt nyelven.

Definici6 Legyen G = (V, X, R,S) egy nyelvtan. A G éaltal meghatarozott
kozvetlen levezetési relaciot (jele =) a kovetkezSképpen definidljuk. Legyen
u,v € (VUX)*. u = v pontosan akkor, ha létezik olyan z,y,y’,z € (V U X)*,
amelyre u = zyz,v =zy'z ésy — y' € R.

A G altal meghatarozott levezetési relacio (jele =*) pedig a kovetkezGképpen
adodik. v =* v pontosan akkor, ha u megkaphatd v-bél a koézvetlen levezetési
relacio véges sok (akar 0) szamu alkalmazasaval. Formalisan, u =* v, ha létezik
olyan n > 0 és wo, w1, ..., w, € (VUX)*, hogy u = wg, minden 0 < i < n—1-re
Wi = Wit1 €8 wy, = 0.

A G altal generalt nyelv (jele L(G)) azon ¥*-beli szavak halmaza, melyek meg-
kaphatok (levezethetsk) a kezd&szimbolumbol a levezetési relacio alkalmazésa-
val: L(G) ={u € ¥* : § =" u}. O

Példa
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e Legyen G = (V, %, R, S), ahol
- V={S5}
—x=1{0,1}
-~ R={S—015,5—¢}

Példaul S = 015 = 0101S = 0101, vagyis S =* 0101. Tehat 0101 €
L(G). A G altal generélt nyelv: L(G) = {(01)" : n > 0}.

e Legyen G = (V,%, R, S), ahol

- V={5}
- ¥ ={0,1}
— R={S—051,5 —¢}

Példaul S = 0S1 = 00511 = 0011, vagyis S =* 0011. Tehat 0011 €
L(G). A G altal generélt nyelv: L(G) = {0"1™ : n > 0}.

O

A nyelvtanoknak négy 6 tipusat kiilonboztetjiik meg. Legyen G = (V, X, R, S)
egy nyelvtan. Azt mondjuk, hogy G

Jobblinearis (3-as tipusi) nyelvtan, ha R-ben minden szabaly A — uB
vagy A — u alaka, ahol A, B €V és u € X*.

Kornyezetfiiggetlen (2-es tipusil) nyelvtan, ha R-ben minden szabéaly
A — w alaka, ahol u € (V UX)*.

Kornyezetfiiggd (1-es tipusii) nyelvtan, ha R-ben minden szabaly aAS —
avy( alaka, ahol «, 8,y € (VUX)* és v # ¢ (kivéve az S — € szabalyt, de
ez esetben S nem fordulhat el§ szabaly jobb oldalan).

Altalanos (0-as tipusii) nyelvtan, ha a szabalyokra semmilyen megkotés
nincsen.

Ha L egy i-tipusi (0 < ¢ < 3) nyelvtannal generalhato nyelv, akkor L-et i-tipusia
nyelvnek nevezziik. Az Gsszes i-tipusi nyelv osztalyat L;-vel jeloljiik.

Az Ly, L1, Lo és L3 nyelvosztalyok alkotjak a Chomsky-féle hierarchiat. Az vi-
lagos, hogy L3 C Lo C Ly és L1 C Ly. Az, hogy Lo C Ly is fennall abbol
kovetkezik, hogy minden kdrnyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhaté egy vele
ekvivalens (ugyanazt a nyelvet generalo) ugynevezett e-mentes nyelvtan mely
egyben kornyezetfiiggs nyelvtan is. Igaz tovabba, hogy az dsszes fenti tartalma-
zés valodi, vagyis adodik a kdvetkezo tétel.

Tétel (Chomsky-féle hierarchia) L3 C Lo C L1 C Lo.

Ismert, hogy minden Li-beli nyelv eldénthets és Ly pedig megegyezik a felis-
merhetd nyelvek osztalyéaval.
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2.2. Jobblinearis nyelvek

Jobblinearis nyelvnek neveziink egy nyelvet, ha az eleme az L3 osztalynak. A
tovabbiakban megnézziik, hogy ezeket a nyelveket, a nyelvtanokon kiviil, milyen
véges eszkozokkel lehet még megadni.

2.2.1. Véges automatak

Ebben a részben a véges automatéakat vizsgaljuk meg kozelebbrél.

A véges automatak olyan egyszert véges sok allapottal rendelkezd gépek, melyek
modelljei a mindennapjainkban elfordul6 egyszerd gépeknek: liftek, elektromos
ajtok, elektronikus termosztatok vezérlGegységeinek. Ezekkel az eszkozokkel
pontosan az L3-beli nyelveket lehet felismerni (eldonteni).

Definici6 Formalisan a véges automata (DFA) egy (Q, X, d, qo, F') rendszer, ahol

e () az allapotok véges, nemiires halmaza,

3 : egy abécé a bemend jelek (bettik) véges, nemiires halmaza,

0:Q x X — @Q az atmeneti fiiggvény,

qo € @Q : a kezddallapot,

F C @ pedig a végallapotok halmaza. O

Egy M = (Q,%,0, qo, F') véges automata mikodését egy u = ay ...a, € ¥* szo6n
(a1,...,a, € X) akidvetkezSképpen irhato le. M kezdetben a g kezdGallapotban
van, majd miutan elolvasta az a; bettit - az dtmenetfiiggvénye alapjan - dtmegy
egy ¢ allapotba. Ezutan elolvassa az as bet(it és atmegy egy ¢o allapotba. Ezt
addig folytatja, amig el nem éri az utols6 betiit, amit elolvasva atmegy egy ¢,
allapotba. Ha a ¢, € F akkor M elfogadja az u sz0t, egyébként pedig elutasitja.
Az M é&ltal felismert nyelv azon *-beli szavak halmaza, melyeket M elfogad.
Formalisan a fentiek a kovetkez&képpen irhatok le.

Definicio Legyen M = (Q, X, 0, qo, F) egy véges automata és u = ay ...a, € X*
(a1,...,an € X). Azt mondjuk, hogy M elfogadja u-t, ha van olyan qo, q1, - - . , Gn
allapotsorozat, melyre minden 1 < i < n-re ¢; = 6(¢;-1,a;) és ¢, € F. Az M
altal felismert nyelv: L(M) = {u € ¥* : M elfogadja u-t}. O

—Példa Legyen Ml = ({QOa q1, CI2}7 {07 1}7 57 {QO}) ahol
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0 0
@y
N4
a2
i
Konnyen lathato, hogy L(M;) = {(01)" : n > 0}. O

M Legyen M2 = ({q07 q1,42, q3}5 {07 1}5 57 {qo})7 ahol

o2
1
Lathato, hogy L(Ms) pontosan azokat az u € ¥* szavakat tartalmazza, melyek-
ben paros szamu 1-es és paros sok 0 van. ]

A véges automataval felismerhet nyelvek osztélyat felismerhetd nyelveknek ne-
vezziik. Létezik a véges automataknak egy altalanosabb verzidjais. Ezek a véges
nemdeterminisztikus automatédk. A nemdeterminizmus itt azt jelenti, hogy az
automata a sz6 olvasésa kozben egy bizonyos ponton egynél tobb allapotba is
adtmehet, vagy éppen nem tud &tmenni egy allapotba sem. Ily médon az auto-
mata szamitasi sorozata ezen a ponton tobb részre dgazik és minden agon egy
kiilon szdmitasa indul az automatédnak a még el nem olvasott részszon. Ha vi-
szont nem tud az automata az adott ponton atmenni egy mésik allapotba, akkor
a szOban forgo agon az automata szamitasa befejezédik, vagyis azon az dgon a
szamitasi sorozat ,elhal”. Egy véges nemdeterminisztikus automata akkor fogad
el egy szot, ha a szén az Gsszes lehetséges go-bdl induld szamitési sorozata koziil
legalabb egy végéllapotban végzsdik.

Definicié Formalisan a véges nemdeterminisztikus automata (NFA) egy M =
(Q,%,9,qo, F) rendszer, ahol Q, X, qo és F ugyanazok mint a DFA esetében, ¢
viszont nem @-ba, hanem @ részhalmazainak halmazaba képez, azaz § : Qx ¥ —

P(Q).

Legyen w = ay...a, € ¥* (a1,...,a, € X) egy sz0. Azt mondjuk, hogy M
elfogadja u-t, ha van olyan qg, q1, . .., g, dllapotsorozat, melyre minden 1 < i <
n-re q; € 6(¢i—1,a;) s qn € F. Az M altal felismert nyelv: L(M) = {u € ¥* :
M elfogadja u-t}. O
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@ Legyen M3 = ({QO7 q1,42, Q3}7 {07 1}7 57 QO{C]S})7 ahol

510 | 1

q | {q0} | {q0, a1}

a1 | {g2} | {a2} 0,1

g | {as} | {as} O 1 0,1 0,1

| 9 %) — a1 42 @

L(Ms3) pontosan azokat az u € ¥* szavakat tartalmazza melyekben a sz6 végétsl
szamolt harmadik pozici6 1-es.

M3 kiilonbo6z6 szamitési sorozatai az u = 1101 szon a kovetkezs faval szemlél-
tethetSek.

1,0

1 490\ 1 411
P/QO ai o9 492\

q0 q2 q3
Y p
.

egy bizonyos allapotban az adott betii olvasasakor nem megy 4t semmilyen j
allapotba. Léatszik tovabba, hogy minden DFA egyben specialis NFA is, tehét
minden nyelv ami felismerhet6 DFA-val az felismerhet NFA-val is. A megleps
inkdbb az lehet, hogy a nemdeterminizmus nem nytjt plusz szamitasi er6t az
automatanak. Bizonyitas nélkiil kozoljiik az alabbi tételt.

Tétel A véges nemdeterminisztikus automatéval felismerhets nyelvek megegyez-
nek a véges (determinisztikus) automatéval felismerhetd nyelvekkel.

Most azt mutatjuk meg, hogy a véges automatik ugyanakkora szamitasi erével
rendelkeznek mint a 3-as tipusd, azaz jobbllinearis nyelvtanok.

Tétel A felismerhets nyelvek osztalya megegyezik az L3 osztallyal.

Bizonyitas (vazlat) Csak az egyik iranyt bizonyitjuk, nevezetesen, hogy minden
jobblinearis nyelvtannal generdlhato L nyelvhez megadhat6 olyan DFA ami L-et
ismeri fel. A forditott iranyu allitds hasonléan bizonyithato.

Legyen L € L3. Akkor van egy olyan G = (V, X, R, S) jobblinearis nyelvtan,
hogy L = L(G). Ebbdl a nyelvtanbol megkonstrualunk egy M NFA-t ugy,
hogy L(M) = L teljesiiljon. Az el6bbi tétel alapjan ebbdl az NFA-bol mar
megkonstrualhaté egy DFA ami szintén L-et ismeri fel.

Az altalanossag megsértése nélkil feltehetjiik, hogy R-ben minden szabaly A —
aB illetve A — ¢ alaku, ahol a € ¥ (eliminélni kell az an. lancszabalyokat és
1j nemtermindlisok bevezetésével el kell ,torni” a hossza szavakat a szabalyok



2.2. JOBBLINEARIS NYELVEK 19

jobb oldaléan).

Legyen M = (Q,%,0,q0, F) azaz NFA ahol Q =V, q=S, F={Ac€V | A—
€ € R} és ¢ a kovetkezGképpen van definidlva. Minden A € V-re és a € Y-ra
0(A,a) ={BeV |A— aB € R}.

Nem nehéz belatni, hogy ebben az esetben minden uw € X* szora, v € L(G)
akkor és csak akkor teljesiil, ha u € L(M) is teljesiil (indukcioval az u hossza
szerint). Azt kaptuk tehat, hogy L = L(M), amit bizonyitani akartunk. O

2.2.2. A felismerhets nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Legyen Ly és Lo két nyelv. Ezek konkatenaciojat a kovetkezSképpen defini-
aljuk: Ly - Lo = {wv : w € Ly,v € La}. Ly - Ly helyett altalaban Lj Lo-t
frunk. L; (Kleene) iteraltja a kovetkezSképpen adodik: LT = {uy...u, :n >
0,u1,...,u, € L1}. Ezek a miiveletek az unioval egyiitt alkotjik az tigynevezett
regularis miveleteket.

A felismerhet nyelvek egyik alapveté tulajdonséga, hogy zartak a Boole-féle
miiveletekre (uni6, metszet és komplementer képzés) valamit a fent emlitett
regularis miveletekre. ElGszor a Boole-mitveletekre valé zartsagot bizonyitjuk.

Tétel A felismerhets nyelvek zartak a Boole-féle miiveletekre.

Bizonyitas Legyen Ly és Lo két X feletti felismerhetd nyelv. Akkor vannak olyan
My = (Q1,%,61,q1, F1) és My = (Q2, %, 02, q2, F5) véges automatak, hogy L; =
L(My) és Ly = L(Ms). Legyen M = (Q, 3,9, qo, F'), ahol Q = Q1 X Q2, qo =
(q1,q2) ésa d : Q x X — @ fiiggvény a kovetkezSképpen van definidlva. Minden
p1 € Q1,p2 € Q2 allapotokra és a € Y-ra, §((p1,p2),a) = (61(p1,a), d2(p2, a)).

Nem nehéz belatni, hogy ha F-et Fi X Q2 U Q1 X Fy-nek definidljuk, akkor egy
olyan automatat kapunk, ami az L, U Ly nyelvet ismeri fel. Masrészt, ha F-et
Fy x Fy-nek definialjuk, akor egy L1 N Lo-t felismerd automatat kapunk.

Legyen tovabba M = (Q1,%,01,q1, F), ahol F = Q; — F. Kénnyt belatni, hogy
M az L nyelvet ismeri fel. O

Most megmutatjuk, hogy a felismerhetd nyelvek zartak a reguléris miveletekre.
Tétel A felismerhets nyelvek zartak a regularis miveletekre.

Bizonyitas (vazlat) Legyen Ly és Lo két 3 feletti felismerhetd nyelv. Azt, hogy
L1 U Lo felismerheté mar lattuk. Lattuk azt is, hogy a felismerhet6 nyelvek
generdlhatok jobblinearis nyelvtannal. Legyen tehat G; = (V4,%, Ry, S1) és
Gy = (Vo, X, Ry, S2) két jobblinearis nyelvtan melyekre Ly = L(G;) és Lo =
L(Gq). Feltehetjik, hogy Vi és Vo diszjunktak. A két nyelv konkatenaciojat
az a G = (V,X, R, S1) nyelvtan generalja, melyben V = V; U V4 és R-et pedig
a kovetkezSképpen kapjuk. R tartalmazza G5 Osszes szabalyat, valamint Gy
azon szabalyait, melyek jobboldalai nemterminéalissal végzGdnek. Tovabba Gy
minden olyan u — v szabalyara melyre v € ¥*, G-be felvessziik az u — vSs
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szabalyt.

L, iteraltjat az a G = (V1 U {S}, %, R}, S) nyelvtan generalja, ahol Rj-et a
kovetkezSképpen kapjuk. R) tartalmazza az R;-beli szabalyokat plusz az S — &
és az S — S szabalyt. Tovabba G; minden olyan u — v szabélyara melyre
v € ¥*, G-be felvessziik az u — v.S; szabalyt. O

Egy ¥ = {a1,...,a,} (n > 1) abécé feletti nyelvet regularisnak nevezziik ha
megkaphato6 az @ illetve az {a1},. .., {a,} nyelvekbdl a reguléris miiveletek vé-
ges szamu alkalmazéasaval. Kés6bb latni fogjuk, hogy a regularis nyelvek meg-
egyeznek a felismerhets nyelvekkel.

2.2.3. Regularis kifejezések

Az alabbiakban roviden ismertetjiik a regularis kifejezéseket. Mint latni fogjuk
ezek a kifejezések éppen a reguléris nyelvek jel6lésére szolgélnak.

Definicié Legyen X egy dbécé. A (X feletti) regularis kifejezések REG halmaza
a legsziikebb olyan halmaz, melyre teljesiilnek a kdvetkezd allitasok.
1. ¥, € REG.
2. Minden a € ¥-ra a € REG.
3. Ha Ry, Ry € REG, akkor (Rl + Rz), (Rl 'Rz), (RT) € REG.
4. REG minden eleme megkaphato a fenti szabalyok véges szami alkalma-
zéséval.

Az R regularis kifejezés altal jelolt nyelvet |R|-el jeloljiik. Ertelemszertien,

1. ha R = a valamely a € ¥-ra, akkor |R| = {a},

2. ha R = ¢, akkor |R| = {c},

ha R = @, akkor |R| = &,

ha R = (Ry + R») valamely Ry, Ry € REG-re, akkor |R| = |R1| U |Ra|,

ha R = (Ry - R) valamely Ry, R2 € REG-re, akkor |R| = |Ry| - |Ra|

A

ha R = (Ry) valamely Ry € REG-re, akkor |R| = |Ry|*.

A regularis kifejezések konnyebb olvashatosaga érdekében el szeretnénk hagy-
ni a kifejezésekbdl bizonyos zardjeleket, ezért megegyeziink abban, hogy * a
legerésebb precedencidju reguléris kifejezésbeli mitveleti jel, utana jon a - és
végiil a + jel. Tovabbéa a - jelet altalaban elhagyjuk.

Példa Legyen ¥ = {0, 1} és tekintsiik az alabbi X feletti regularis kifejezéseket
és az altaluk jelolt nyelveket.
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1. [(0+¢)(1+¢)|={e0,1,01},

2.0+ 1)(0+1)(0+1)(0+1)*| ={u € Z|l(u) > 3},

3. A|(e +1)(01)*(e + 0)] nyelv azokat a ¥ feletti szavakat tartalmazza, me-
lyekben a 0-k és 1-k egymast valtogatjak,

4. A |((0 + 1)1)*| nyelv azokat a szavakat tartalmazza, melyeknek minden
masodik pozicioja 1-es. (I
Koénnyen belathat6 a kovetkezs tétel.

Tétel Legyen Y egy abécé. Egy L C X* nyelv akkor és csak akkor regularis, ha
van olyan R ¥ feletti regularis kifejezés, melyre |R| = L.

Kleene tételeként tartjuk szadmon az alabbi allitast.

Tétel Egy nyelv akkor és csak akkor regularis, ha felismerhetd véges automa-
taval.

Bizonyitas (vazlat) Az, hogy egy X feletti reguléris kifejetéssel jelolt nyelv felis-
merhetd, konnyen lathaté, ha meggondoljuk, hogy az & és minden a € X-ra az
{a} felismerhets nyelvek. Tovabba, mint azt méar kordbban lattuk, a felismer-
hetd nyelvek zartak a regularis miveletekre.

Masrészt, ha egy L C ¥* nyelv felismerhetd, akkor az 6t felismerd automatabol
megkonstrualhato egy regularis kifejezés, mely L-et jeloli (nem bizonyitjuk). O

Az eddigiek soran megismertiik a felismerhet6 nyelvek harom kiilonb6z6 jellem-
zését. Kimondhatjuk tehat az alabbi kovetkezményt.

Kovetkezmény Legyen L egy tetszGleges X abécé feletti nyelv. Akkor a kdvet-
kez6 harom &llitas ekvivalens.

1. L felismerhetd.
2. L generalhat6 3-as tipust nyelvtannal.

3. L jelolhets valamely X feletti regularis kifejezéssel.

2.2.4. A felismerhets nyelvekkel kapcsolatos eldénthetGségi
kérdések

Az aldbbiakban bemutatunk néhany a felismerhet6 nyelvekkel kapcsolatos el-
donthetd probléméat. Az elsd ilyen probléma igy szol. Adott egy L felismerhetd
nyelv. Tartalmaz-e az L legalabb egy szo6t?

Els6 hallasra egy kicsit furcsa lehet ezt a kérdést feltenni, hisz egy nyelv ponto-
san akkor tartalmaz legaldbb egy szot, ha a nyelv nem maga az {ires halmaz. De
amint azt méar kordbban lattuk, a formalis nyelvek &ltalaban végtelen elemszamu
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nyelvek, és ily modon egy nyelv altalaban nem az elemei explicite felsorolasa-
korabban lattuk, a felismerhets nyelvek véges reprezentécioi lehetnek példaul a
jobblinearis nyelvtanok, a véges automatédk vagy a regularis kifejezések. Tehat
amikor el akarunk donteni egy formélis nyelvvel kapcsolatos problémat, akkor

Tétel Legyen L egy M felismerhet6 nyelv. Eldonthetd, hogy L az iireshalmaz-e
vagy sem.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy az L egy M véges automataval adott. Szamoljuk
ki, hogy M mely allapotai érhetdk el a kezdGéallapotbol (egy éallapot elérhetd, ha
van olyan input sz6, melynek az elolvasasa utan az automata az adott allapotba
keriil). Legyen az igy kapott halmaz D. Ezek utan ha D nem tartalmaz egyetlen
végallapotot sem, akkor L = @, egyébként pedig L # &.

Megjegyzés: A D halmaz kiszamolasa az M automata méretének fiiggvényében
négyzetes idGigényd. Tehat, ha M n darab &llapottal rendelkezik, akkor D
kiszamolasa nagysagrendileg n? lépést vesz igénybe. O

Mint azt bizonyos esetekben lattuk is, a felismerhetd nyelvek kiilonb6zé repre-
zentacioi egymasba alakithatok. Igy példaul ha a nyelviink nem véges automa-
taval adott, de mi csak véges automatara ismerjiik az adott problémét eldonté
algoritmust, akkor megtehetjiik, hogy atalakitjuk az adott reprezentaciot (nem-
determinisztikus automatéat, reguléris kifejezést vagy nyelvtant) véges automa-
tava. Meg kell azonban jegyezni, hogy ebben az esetben a kérdés eldontésének az
idGigényéhez hozza kell venni az adott reprezentacié atalakitasanak idGigényét
is.

Persze nem feltétlentil sziikséges egy nyelv reprezentaciojat atalakitani. A fenti
problémat példaul akkor is el tudjuk donteni, ha a nyelv egy regularis kifejezéssel
adott.

Feladat Hogyan lehetne kozvetleniil eldonteni, hogy egy R regularis kifejezéssel
adott L nyelv az iires halmaz-e vagy sem?

A kovetkezd feladat annak elddntése, hogy egy L nyelv tartalmaz-e egy adott u
sz0t.

Tétel Legyen L egy X feletti felismerhet§ nyelv és legyen u € X* egy sz6.
Eldonthetd, hogy u eleme-e L-nek.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy az L az M véges automataval adott. Egyszertien
olvastassuk el M-el u-t. Ha ezek utan M végallapotba keriil, akkor u eleme L-
nek, egyébként pedig nem. Konnyen lathato, hogy ezen probléma eldontésének
az id6igénye az u méretével linearisan aranyos.

Most azt mutatjuk meg, hogyan lehet eldénteni azt, hogy egy L felismerhetd
nyelv végtelen-e.

Tétel Legyen L egy X. feletti felismerhetd nyelv. Eldonthets, hogy L végtelen-e.
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Bizonyitas Tegyiik fel, hogy az L az M véges automataval adott. Legyen az
automata allapotszama n. Vizsgaljuk meg, hogy van-e olyan u € L sz6, melyre
n < l(u) < 2n teljesill. Ezt kénnyen meg tudjuk csinalni agy, hogy egyszertien
felsoroljuk ¥* legalabb n hossza de 2n-nél révidebb elemeit, és eldontjiik, hogy
valamelyik sz6 ezek koziil eleme-e L-nek (kordbban lattuk, hogy ez eldonthe-
t6). Ha a vizsgalat pozitiv eredménnyel zarul, akkor L végtelen elemszamu,
egyébként pedig nem.

Két véges automatat ekvivalensnek neveziink, hogy ha mindketten ugyanazt a
nyelvet ismerik fel. Most megmutatjuk, hogy a véges automatédk ekvivalencia-
problémaja eldonthets. Igy az is eldonthetd lesz, hogy két felismerhetd nyely
megegyezik-e.

Tétel Legyen My és My két véges automata. Eldonthetd, hogy L(Mq) = L(Ms)
fennall-e.

Bizonyitas Legyen M = (Q1 X Q2,%,0,(q1,q2), F') az a véges automata amit a
felismerhetd nyelvek uniéra és metszetre valé zartsaganak bizonyitasakor konst-
rualtunk. Nem nehéz belatni, hogy ha F-nek az Fy x (Q2— F5)U(Q1— F1) X Fy
halmazt valasztjuk, akkor M az (L(My) — L(Ms)) U (L(Msz) — L(M;)) halmazt
ismeri fel. Vilagos az is, hogy L(M;) = L(Ms) akkor és csak akkor teljesiil, ha
L(M) = @. Azt viszont lattuk, hogy ez az utobbi egyenléség eldonthetd, amibsl
kovetkezik, hogy L(My) = L(Ms) is eldonthetd.

2.3. Kornyezetfiiggetlen nyelvek

Egy nyelv kornyezetfiiggetlen (CF), ha van 6t generald kornyezetfiiggetlen nyelv-
tan. Ebben a részben definidljuk a veremautomatakat, melyek olyan, a véges
automataknal erGsebb kiszamitd erdvel rendelkezs gépek, melyek pontosan a
kornyezetfiiggetlen nyelveket ismerik fel. Megvizsgaljuk tovabba a CF nyelvek
néhany zartsagi tulajdonsagat valamint néhany CF nyelvekkel kapcsolatos el-
dontési problémat.

Bemeng sz6
Lalblalblofalblalalb[b]b]a] 2
Al
Al
Véges sok allapoti
vezérlg e
Al

Verem
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2.3.1. Veremautomatak

A veremautomatak annyival tudnak tébbet a véges automataknal, hogy a sza-
mitésok soran felhasznalhatnak egy potencidlisan végtelen vermet is.

Ezzel a képességgel felvértezve mar alkalmasak olyan nyelvek felismerésére, me-
lyeket a véges automatéik képtelenek felismerni. Tekintsiik példaul a korabban
latott (15. oldal) L = {0™1"™ | n > 0} nyelvet és az 6t generald nyelvtant. Latha-
t0, hogy az L-et general6 nyelvtan kérnyezetfiiggetlen. Az is konnyen belathaté
viszont, hogy ez a nyelv nem felismerhets. Legyen ugyanis M egy automata
amirdl feltessziik, hogy felismeri L-et. Legyen N az automata allapotszama.
Nyilvan akkor M elfogadja az v = 0V 1% sz6t is. Tovabba, kénnyen meggondol-
hat6, hogy az u felirhaté xyz1V alakban (x,y,2 € {a}*) tgy, hogy I(y) # 0 és
az x valamint az xy részszé elolvasasa utan M ugyanabban az allapotban van.
Nem nehéz belatni azt sem, hogy ez esetben M-nek el kell fogadnia az Gsszes
xy'z1™ (i > 0) alakt szot is, ami ellentmondas. Tehat az L nyelv nem lehet
felismerhetd.

M kudarcanak az oka az, hogy mivel neki csak véges szamu allapota van, ezért
6 csak véges szamu 0-t tud megjegyezni (megszamolni) az allapotaiban (neve-
zetesen legfeljebb csak annyit ahany allapota van a kezdéallapoton kiviil). Igy
viszont ha a vizsgalandé széban tul sok az 0, akkor az automata nem tudja
leellendrizni azt, hogy a 0-k illetve 1-k szama megegyezik-e. Ezzel szemben a
veremautomata képes arra hogy az L-beli szavakat felismerje gy, hogy el6szor
az Osszes 0-t belerakja egy verembe, majd minden egyes 1-es elolvasasakor ki-
vesz egy 0-t verembdl. Ha egyszerre fogy el a bemend sz6 még elolvasatlan része
illetve triil ki a verem akkor a veremautomata elfogadja a bemend szot.

Definici6 Formalisan a veremautomata egy P = (Q, %, T, 4, qo, Zo, F') rendszer,
ahol @, %, g9 és F ugyanazok mint a véges automata esetében, I' a veremje-
lek abécéje, Zy a verem kezd@szimbolum és 6 : @ x X x I' — P(Q x I'*) az
atmenetfiiggvény (itt . a ¥ U {e} halmazt jelsli).

P miik6désének pillanatfelvételét egy adott u € 3* sz6n konfiguracionak nevez-
ziik. Egy konfiguracié harom dologrol ad informaciot: milyen allapotban van a
gép, mi az amit még nem olvasott el a bemend sz6bdl és mi van a veremben.
Formaélisan egy konfiguracio egy (¢, w,y) harmas, ahol ¢ € Q, w € X* és v € T'*.

Nyilvanval6, hogy P csak akkor mehet at egy konfiguraciobol egy masikba, ha
ezt az atmenetfiiggvénye megengedi. Ennek alapjan P egy konfiguraciéatmene-
tét (jele ) a kovetkezsképpen definialjuk. Legyen (¢, vw, X 3) és (p, w, o) két
konfiguracioja P-nek, ahol v € X, és X € I'. Akkor (¢, vw, X() F (p,w, af),
feltéve, hogy (p, @) eleme §(q, v, X )-nek.

Legyen C és C’ a P két konfiguraciéja. Azt mondjuk, hogy a P véges sok
lépésben eljut a C-bsl a C'-be (jele Cy H* C),), ha van olyann > 0és Cq,...,C,
konfigurdciosorozat, hogy C; = C, C' = C,, és minden 1 < i < n-re, C; - Ci1q.

A P altal felismert nyelvet két mdodon is definidljuk. A P altal végallapottal



2.3. KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK 25

felismert nyelv: Ly(P) = {u € ¥* | (qo,u,Zo) F* (¢,¢,a)}, ahol ¢ € F. A P
altal {ires veremmel felismert nyelv: Lg(P) = {u € ¥* | (qo,u, Zo) F* (q,¢,¢)},
ahol ¢ € @, tehat az automatanak nem kell feltétleniil végallapotba érkeznie, de
a vermet ki kell iiritenie. Mivel iires veremmel torténd felismeréskor az auto-
mata végallapothalmazanak nincs szerepe, igy ezt a halmazt ilyenkor nem kell
megadni. (]

Példa Tekintsiik megint az L = {0"1™ | n > 0} nyelvet. L-et a kovetkezs P
veremautomata ismeri fel (végallapottal).

AV

1,0/e

Megjegyezziik, hogy Lg(P) = L — {e}, mivel az iires sz6n mint bemeneten P
nem tudja kiiiriteni a vermét, ezaltal iires veremmel nem tudja felismerni e-t.

O

Bar a fenti definicioban két kiillénb6z6 modon definidltuk a veremautomatak al-
tal felismert nyelvet, megmutathato, hogy ez nem jelent kiilonbséget a felismert
nyelvek osztalyait tekintve. Bebizonyithaté az alabbi tétel.

Tétel A veremautomatékkal végallapottal felismerhet6 illetve a veremautoma-
takkal iires veremmel felismerhetd nyelvek osztalya megegyezik.

Amint az a fenti definiciobol is latszik, a veremautomata egy nemdetermi-
nisztikus modell csakigy, mint a véges nemdeterminisztikus automata. In-
formalisan a determinisztikus veremautomata az aktualis konfiguraciobol min-
dig csak legfeljebb egy kovetkezd konfiguracioba léphet. Formalisan egy P =
(Q,%,T,6,q0, Zo, F) veremautomata determinisztikus ha az atmenetfiiggvényeé-
re az alabbi két feltétel teljesiil. Legyen g € Q.

1. Minden a € X, b € T betiire, |6(q, a,b)| < 1.

2. Minden a € ¥, b € T bettire, ha 6(q, a,b) # &, akkor 6(q,e,b) = &.
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Amig a véges automatak esetében a determinisztikussig nem jelentett limitaciot
az automata felismerd erejére nézve, addig a determinisztikus veremautomatak
hatarozottan kevesebb nyelvet képesek felismerni mint a nemdeterminisztikusak.
Legyen példéul L = {uu=! | u € {0,1}}, ahol a w™! sz6 a w megforditasat jeldli.
Ez a nyelv felismerhetd az alabbi (nemdeterminisztikus) veremautomatéval, ahol
az atmeneteken az x tetsz6leges {0, 1}, y pedig {0,1, Zp} halmazbeli elem.

0,0/e
z,y/xy 1,1/e

q0 q1 e 7o @

&Y/y

Masrészt bebizonyithato, hogy L nem ismerhetd fel determinisztikus veremau-
tomataval. Adodik tehat a kovetkezd tétel.

Tétel A determinisztikus veremautomataval felismerhetd nyelvek osztalya valo-
di részhalmaza a (nemdeterminisztikus) veremautomataval felismerhets nyelvek
osztalyanak.

Most ratériink a CF nyelvek és a veremautomatak kozotti kapcsolat vizsgalatara.
Nagyon fontos az alabbi tétel.

Tétel A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya megegyezik a veremautomataval
felismerhets nyelvek osztalyéval.

Bizonyitas (vazlat) Csak az egyik irdny bizonyitjuk, nevezetesen azt, hogy ho-
gyan lehet egy L CF nyelvhez megadni egy olyan veremautomatatat ami pont
L-et ismeri fel. Mivel L egy CF nyelv van olyan G = (V, 3, R, S) kornyezetfiig-
getlen nyelvtan melyre L(G) = L. Megadunk egy P {ires veremmel felismerd
veremautomatat, ami G olyan levezetéseit szimulélja, melyekben mindig a bal-
rol legels6 nemterminéalis van helyettesitve (az ilyen levezetést hivjuk baloldali
levezetésnek).

Formalisan P a kovetkezoképpen definidlhato. Legyen P = ({¢}, X, VUX, §,q, S),
ahol ¢ a kovetkez6 fliggvény. Minden A € V-re, 6(¢,e,4) = {(¢,8) | A — B €
R}. Tovabba minden a € X-ra, 6(q,a,a) = {(q,¢)}.

Belathato, hogy egy u € X* szét pontosan akkor ismer fel P, ha u levezethets
S-bal. O

Példa Tekintsiik ismét az L = {0"1™ : n > 0} nyelvet és az 6t generalo G =
({S},{0,1},{S — 015, 5 — £}, S) nyelvtant. Ebbdl a nyelvtanbdl, a fenti tétel
bizonyitésa alapjan, az alabbi L-et felismerd veremautomata konstrualhaté meg.
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O

2.3.2. A kornyezetfiiggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Most bebizonyitunk néhany, a CF nyelvekkel kapcsolatos zartsagi tulajdonsagot.

Tétel A CF nyelvek zartak a regularis miveletekre, de nem zartak a metszet
és komplemens képzésre.

Bizonyitas A regularis miiveletekre valo zartsag a kivetkez6képpen bizonyitha-
t6. Legyen Ly és Lo két CF nyelv és G1 = (V1,3, Ry, 51) és Go = (Va, X, R, S2)
két CF nyelvtan melyekre Ly = L(Gp) és Lo = L(G2). Feltehetjik, hogy
ViNnVy = @. G1-bol és Go-bdl megkonstrudljuk az Ly U Lo, Ly1Ls illetve L
nyelveket general6 nyelvtanokat az alabbi modon. Elszor vegyiink egy olyan S
1j nemterminalist ami nem fordul el§ Vi U Va-ben. Ezutan legyen

Y GU: (VlU‘/2727R1 URQU{S—)Sl,S_)S2}7S)7

® Gronk = (Vi UV, 8, RiURy U{S — 5152}, 9)
° Giter = (Vl,E,Rl U {S — SSl,S — E},S).

Az, hogy a CF nyelvek nem zartak a metszet képzésre kovetkezik abbol, hogy
az L = {a™b"c" | n > 1} nyelv nem kornyezetfiiggetlen és L felirhato két
CF nyelv metszeteként: L = L; N Ly, ahol Ly = {a"b"c' | n > 1,i > 1} és
Ly = {a'b"c" | n > 1,i > 1}. Ezek utan az, hogy a CF nyelvek nem zartak a
komplemens képzésre mar trivialis.

2.3.3. A kornyezetfiiggetlen nyelvekkel kapcsolatos eldont-
het&ségi kérdések

Ebben a részben megvizsgalunk néhany CF nyelvekkel kapcsolatos eldonthets-
ségi kérdeést.

Tétel Eldonthetd, hogy egy L CF nyelv iires-e.

Bizonyitas Legyen L egy kornyezetfiiggetlen nyelv, és tegyiik fel, hogy L egy
G = (V,X,R,S) CF nyelvtannal adott, azaz L = L(G). Nevezziik G egy A
nemterminalisat terminalonak, ha van olyan u € ¥* sz0, hogy A =* u telje-
siil. A kovetkezd algoritmussal kiszamitjuk G terminalé nemterminalisainak V;
halmazat.

1. Legyen Vi = {A € V | van A — =z szabaly R-ben tgy, hogy x € X*};
Legyen ¢ = 1;

2. Legyen Viy1 = Vi U{A € V| van A — « szabaly R-ben tgy, hogy « €
(ViuX)"h
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3. Ha V;41 =V, akkor az algoritmus megall, egyébként legyen ¢ =i + 1 és
ugras 2-re;

Konnyen belathato, hogy van olyan ig > 1 szam, hogy V;, = Vi,41. Azt sem
nehéz belatni, hogy ekkor V; =V, .

Ezek utan L = @ akkor és csak akkor teljesiil, ha S & V.

Megjegyezziik, hogy a fenti algoritmus futdsanak idGigénye a G méretével négy-
zetesen aranyos (itt most a méret alatt V' szamossagat értjiik). O

Most azt mutatjuk meg, hogy hogyan dénthets el a tartalmazas probléma a CF
nyelvek esetében. Ehhez elGszor definidlunk egy a CF nyelvtanokon értelmezett
norméalformat, a Chomsky normalformat.

Deinici6 Legyen G = (V,3, R, S) egy CF nyelvtan. Azt mondjuk, hogy G
Chomsky normaélformaban van, ha a kovetkez6 feltételek teljesiilnek. R-ben
minden szabaly A — BC vagy A — a alaku, ahol A, B, C' nemterminalisok, a
pedig egy terminélis. Ezen feltétel alol csak az S — ¢ szabéaly lehet a kivétel,
de ez esetben S nem fordulhat el§ szabaly jobb oldalan. O

Tétel Minden CF nyelvtanhoz megadhaté egy vele ekvivalens Chomsky nor-
malformaban 1évé nyelvtan.

Nézziik, hogy ezek utan hogyan lehet elddnteni a tartalmazas problémat egy CF
nyelvtan esetében.

Tétel Legyen L C ¥* egy CF nyelvtan és u € X* egy sz6. Eldonthets, hogy
u € L fennall-e.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy L egy G = (V, X, R, S) Chomsky normalforméaban
lévé CF nyelvtannal adott.

Ha u = ¢, akkor u € L akkor és csak akkor, ha S — ¢ eleme az R-nek. Ez
utobbi eldonthetd, tehat w € L is eldonthets. Egyébként pedig legyen n > 0
az u szO hossza. Nem nehéz belatni (n szerinti teljes indukciéval), hogy ha
S =* u akkor a levezetés hossza 2n — 1 (itt most a levezetés hosszan azt a
szamot értjiik, ahényszor a kozvetlen levezetési relacio alkalmazasra keriilt a
levezetésben). Ezek utan ahhoz, hogy eldontsiik vajon u € L fennéll-e, elég
megvizsgalni G S-bol indulé 2n — 1 hosszu levezetéseit. Ilyen levezetés pedig

véges sok van.

Megjegyezziik, hogy ez az algoritmus n fiiggvényében exponencialis, tehat a gya-
korlatban nem igazan alkalmazhat6. Van azonban a kérdés eldontésére polinom
idejii algoritmus is, ilyen példaul az tn. CYK algoritmus, mely O(n?) idében
képes eldonteni ezt a problémét. O

A felismerhetd nyelvekkel ellentétben a CF nyelvekkel kapcsolatban méar megle-
péen kevés kérdés donthets el. Az alabb felsorolt problémak koziil példaul egy
sem eldonthetd.

1. Ures-e két kornyezetfiiggetlen nyelv metszete?
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2. Megegyezik-e két kornyezetfiiggetlen nyelv?

3. Megegyezik-e egy L C X* nyelv ¥*-gal?

29
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3. fejezet

A kiszamithat6sag elmélet
alapjai

Most attériink annak vizsgalatara, hogy mely problémékat lehet algoritmukusan
kiszamitani és melyeket nem. Ehhez bevezetiink egy eszkozt, a Turing-gépet,
mely az eddigi nyelveket felismerd eszkozeink koziil a legnagyobb kiszamitasi
erével rendelkezik. Amint arrol a bevezetésben sz6 volt, a Turing-gép az egyik
legaltalanosabb algoritmusmodell. Ebben a részben megvizsgaljuk a Turing-
gépek kiilonbo6zé valtozatait és a Turing-gép ekvivalencidjat néhany més algo-
ritmusmodellel. Ezutan ratériink az eldonthetd valamint a felismerhetd nyelvek
kozotti kapcsolat vizsgalatéra.

A késébbiekben majd azt is vizsgalni fogjuk, hogy egy Turing-gép mennyi lépés-
ben illetve mekkora tar felhasznéalasaval fogad el egy bemend szot a sz6 hossza-
nak fliggvényében. Igazabol nem a pontos idG- és tarigényre lesz majd sziiksé-
gilink, hanem ezek nagysagrendjére, ezért bevezetjiik a kdvetkezd fogalmakat.

Definici6 Legyenek f,g : N — R, fiiggvények, ahol N a természetes szamok,
R, pedig a nemnegativ valds szamok halmaza. Azt mondjuk, hogy f legfeljebb
olyan gyorsan n6é mint g (jellése: f(n) = O(g(n))) ha létezik olyan ¢ > 0 szam
és ng € N, hogy f(n) <c-g(n) minden n > ng szamra.

Példa 3n> + 5n? + 6 = O(n?), 123n% + 6235 = O(n?), n* = O(2") minden
k > O-ra, logyn = O(n), loglogn = O(logn).

3.1. Turing-gépek

Hasonl6an a véges automatahoz vagy a veremautomatahoz, a Turing-gép is egy
véges sok allapottal rendelkezd eszkéz. A Turing-gép egy egy irdnyban végtelen
szalagon dolgozik. A szalag tulajdonképpen a gép (korlatlan) memoridja. Kez-

31
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detben a szalagon csak a bemend sz6 van, mely a szalag bal végén helyezkedik
el. A gép un. ir6-olvaso feje a bemend sz6 elsé betiijén all és a gép a kezddalla-
potaban van. A szalag bemend szoén kiviili része csak tires (L) szimbolumokat
tartalmaz.

A gép az iro-olvaso fejet tetszblegesen képes mozgatni a szalagon, a kikotés csak
annyi, hogy a fej ,nem eshet le” a szalag bal oldalan, azaz ha a fej a szalag
legelején van, akkor a gép nem tudja a fejet balra léptetni. A gép képes tovabba
a fej pozicidjaban a szalag tartalmat kiolvasni és atirni. A gépnek van két
kitiintetett allapota, a ¢; és a ¢, allapotok. Ha ezekbe az allapotokba keriil
a gép, akkor rendre elfogadja illetve elutasitja a bemend szot. Formélisan a

Turing-gépet a kdvetkez6 moédon definialjuk.

Definici6 A Turing-gép egy olyan M = (Q, %, T, d, qo, i, ¢n) rendszer, ahol

e () az allapotok véges, nemiires halmaza,
® (0,9, qn € Q, qo a kezds-, q; az elfogado és g, az elutasito allapot,

e X és I' dbécék, a bemend jelek illetve a szalag szimbolumok abécéje ugy,
hogy ¥ CT' és I' — ¥ tartalmaz egy specidlis U szimbélumot,

e 5:(Q—{gi,qn}) xT — Q xT x {L, R} az atmenet fliggvény.

Ugy mint a veremautomatak esetében, a Turing-gép miikodésének fazisait is
a gép konfiguracioival irjuk le. A Turing-gép konfiguricioja egy uqu szd, ahol
q € Qésu,vel™ v#e. Ezakonfiguricié a gép azon allapotat tiikrézi amikor
a szalag tartalma uv (uv utén szalagon mar csak Ll van), a gép a ¢ allapotban
van, és a gép ir6-olvaso feje a v els6 betijére mutat. A gép kezdSkonfiguracioja
egy olyan qoull sz6, ahol w csak ¥ beli betiiket tartalmaz. Egy Turing-gép
konfiguraciéatmenetét az alabbiak szerint definialjuk.

Definici6 Legyen ugav egy konfiguracio, ahol a € T és u,v € T'*. Ha §(¢,a) =
(r,b, R), akkor ugav - ubrv’, ahol v = v, ha v # ¢, kiilénben v = . Most
tegyiik fel azt, hogy d(¢,a) = (r,b,L). Ebben az esetben ha u # e, akkor
ugav = u'rebv’, ahol ¢ € T és u'c = u, egyébként pedig ugqav + urbv.

Azt mondjuk, hogy M véges sok lépésben eljut a C' konfiguraciobol a C” konfi-
guracioba (jele C' F* C”), ha van olyan n > 0 és C4, ..., C, konfiguraciésorozat,
hogy C1 = C, ¢/ = C,, és minden 1 < i < n-re, C; - Ciy1.

Ha q € {¢,qn}, akkor azt mondjuk, hogy az ugv konfiguracio egy megallasi
konfiguracié. ¢ = ¢; esetében elfogadd, mig ¢ = g, esetében elutasité konfigu-
raciérol beszéliink.

Az M é&ltal felismert nyelv (amit L(M)-mel jeloliink) azoknak az u € X* sza-

vaknak a halmaza, melyekre igaz, hogy qoull F* zq;y valamely z,y € T,y # &
szavakra. g

Példa Tekintsiik az L = {u#u | u € {0,1}1} nyelvet. Az L felismerhets egy
olyan Turing-géppel, mely a kdvetkezd algoritmus szerint miikodik.



3.1. TURING-GEPEK 33

1. Végigolvasva az inputot ellendrizziik le, hogy az pontosan egy #-t tartal-
maz-e. Ha nem, akkor elutasitjuk a bemenetet. Figyelem, még az els6
lépésben meg kell jellni az input elsd bettijét, kiilonben a gép nem fogja
tudni, mikor ért vissza a sz6 elejére. Esetiinkben ez tgy torténik, hogy
atirjuk az els@ betiit L-re, és egy allapotban megjegyezziik, hogy milyen
szimbolumot toréltiink ki.

2. A szalagon oda-vissza haladva ellenérizziik le, hogy a # jobb és bal olda-
lan, az egymasnak megfelel6 poziciokon ugyanazok a szimbolumok szere-
pelnek-e. Ez ugy torténik, hogy elGszor a # bal oldalan atirjuk a soron
kovetkezd bettit z-re, a gép az allapotdban megjegyzi, hogy milyen betiit
irt at, és ilyen bettit fog keresni a # jobb oldalan. Ha talal ilyet, akkor
atirja xz-re, egyébként pedig elutasitja a bemenetet. Ezutan a gép vissza
megy a sz6 elejére, és kezdi Gjra a most vazolt miiveletet.

3. Ha a # bal oldaldn minden szimbo6lum atirédott z-re, akkor leellenérizziik,
hogy a # jobb oldalan van-e még feldolgozatlan beti (olyan ami még nincs
atirva z-re). Ha igen, akkor elutasitjuk a bemenetet, egyébként pedig
elfogadjuk.

Az alabbi abréan az L-et felismerd Turing-gép ¢ atmenetfiiggvénye lathato (a gép
allapothalmaza, bemend- illetve szalagszimboélumai is leolvashatok az dbrarél, a
gép kezdgsallapota a g1 allapot). Az atmenetfiiggvény egy graffal van megadva,
amit a kovetkezd modon kell értelmezni. Legyen g és p a gép két allapota, a,b
szalagszimbolumok, D pedig egy {L, R}-beli irany. Akkor az dbran egy ¢-bol
p-be vezetd él a/b, D cimkéje azt jelenti, hogy §(¢,a) = (p,b, R). A gép be nem
rajzolt atmenetei (a 0 definicio szerint totalis fiiggvény kell, hogy legyen) a ¢,
allapotba vezetnek.

0/z, R

0/0,L
0/0, R 0/0, R 1/1, L 0/0, R
1/1, R 1/1, R #/#, L 1/1, R

( Nereenl Jone( Junn( )
a3 g5 qr q9

1/U, R

E—

q1
0/U, R #/#, R u/u, L u/U, R
0/0, R 0/0, R 0/0, L
1/1,R 1/1, R 1/1, L
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A gép szamitasat a 01401 szén a kovetkezs konfiguracidatmenetekkel lehet le-
irni.
@O1#01 F Lgo1#01 F Ulge#01 F Ul#q01 2 U1#01qsl) F U1#0gel 4

gs U 1#01 F Ugsl#01 F Ulgs#01 F Ul#q1001 F Ulgia#al F2 gio U 1#xl F
Uqsl#zl - Uzgo#xl F* Ux#Hxx U g U .

Tehat a gép, helyesen, elfogadja a 01#01 sz6t. g

Megjegyzés Szokas a Turing-gépet ugy definidlni, hogy a gép ir6-olvaséd feje
képes egy konfiguraciéatmenet soran helyben maradni. Nem nehéz megmutatni,
hogy egy ilyen Turing-gép szimulalhat6 egy olyannal ami csak jobbra vagy balra
léphet.

Most a Turing-gép segitségével definidljuk a Turing-felismerhetd illetve az el-
donthetd nyelveket. Igaz, hogy korabban mar definidltuk ezeket a nyelvoszté-
lyokat (a 13-ik oldalon), de nem keriiliink ellentmondésba azzal a definicioval,
ha meggondoljuk, hogy a Church-Turing tézis értelmében minden algoritmus
megadhaté Turing-géppel.

Definici6 Egy L € ¥* nyelv Turing-felismerhets, ha L = L(M) valamely M
Turing-gépre. Tovabba, egy L C X* nyelv eldonthets, ha létezik olyan M
Turing-gép, mely minden bemeneten megallasi konfiguracioba jut és felismeri
az L-et. A Turing-felismerhetd nyelveket szokas rekurzivan felsorolhatonak, az
eldonthets nyelveket pedig rekurzivnak is nevezni. O

Megjegyezziik, hogy a fenti példaban lathato Turing-gép nem csak felismeri,
hanem el is donti az L nyelvet.

Most definidljuk a Turing-gépek futasanak idGigényét.

Definicié Tekintsiink egy M = (Q, %, T, 9, qo, ¢, ¢») Turing-gépet és annak egy
u € ¥* bemend szavat. Azt mondjuk, hogy M futasi ideje (id6igénye) az u
szom n (n > 0), ha M a goull kezdSkonfiguraciobol n lépésben el tud jutni
egy megallasi konfiguradciéba. Ha nincs ilyen szam, akkor M futési ideje az u-n
végtelen.

Legyen f: N — N egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy M iddigénye f(n) (vagy,
hogy M egy f(n) id6korlatos gép), ha minden u € ¥* input szora, M idGigénye
az u szon legfeljebb f(I(u)).

O

Példa Tekintsiik Gjra a fenti példaban lathaté L nyelvet, és az 6t eldonté Turing-
gépet. Konnyen lathato, hogy a gép idGigénye egy u#u n hosszi szoén a koévet-
kezképpen alakul.

e Az input leellendrzése: 2n lépés.

e Egy betii par dsszehasonlitasa minimum 2(| % | +1) ([ 5| az § egész részét

jeloli) és maximum 2n lépés (attol fiiggSen, hogy melyik pozicional tartunk
az Osszehasonlitasban).



3.2. KULONBOZO TURING-GEP VALTOZATOK 35

e Az el6bb leirt ellendrzést pedig [ 4] esetben kell végrehajtani.

Tehat a gép szamitasa az u#u szon nagysagrendileg 2n + |2 ]2n, azaz n® + 2n
lépésbol all. Ha a gép a szalagjan olyan w szot kap bemenetként, amely nem
eleme L-nek, akkor a bettd parok leellendrzése |#]-nél kevesebbszer hajtodik
végre. Mindezekbdl kovetkezik, hogy az L nyelv eldénthets egy O(n?) idékor-

latos Turing-géppel. O

3.2. Kiilonb6z6 Turing-gép valtozatok

Ebben a fejezetben megvizsgalunk néhanyat a Turing-gép kiilonb6z6 valtozatai
koziil. Ezek a gépek bar altalanosabban vannak definidlva, mit a mi Turing-gép
modelliink, de val6jaban mind ekvivalensek vele.

3.2.1. Tobbszalagos Turing-gépek

A tobbszalagos Turing-gépek, értelemszerten, egynél tobb szalaggal rendelkez-
nek. Mindegyik szalaghoz tartozik egy ir6-olvasé fej, melyek egyméstol fiig-
getleniil képesek mozogni jobbra és balra, valamint képesek arra is, hogy egy
konfiguraciéatmenet soran helyben maradjanak.

Definici6 Legyen k > 1. Egy k-szalagos Turing-gép egy olyan M = (Q, %, T, 4,
qo, i, @n) rendszer, ahol a komponensek a ¢ kivételével megegyeznek az egy-
szalagos Turing-gép komponenseivel, § pedig a kovetkezéképpen adodik. ¢ :
(Q — {qi,qn}) xTF — Q x T* x {L,R,S}*. Ttt az S szimbolum azt az ese-
tet jeloli amikor az ir6-olvaso fej helyben marad. Legyenek ¢, p Q-beli allapo-
tok, a1, ...,ak,by,...,b; I-beli szimbolumok és Dy, ..., Dy pedig {L, R, S}-beli
iranyok. Ha 6(q,a1,...,ar) = (p,b1,...,bk, D1,...,Dy), akkor a gép a ¢ élla-
potbdl, ha a szalagjain rendre az ai, ..., a; bettiket olvassa, at tud menni a p
allapotba, mikozben az aq, ..., ai betiiket atirja a by,..., by betiikre és a szala-
gokon a fejeket a Dy, ..., Dy irdnyokba mozgatja (ha valamely 1 < ¢ < k esetén
D; = S, akkor az i-ik szalagon a fej helyben marad). A fejek, akar csak az
egyszalagos esetben, nem mozdulnak balra, ha a szalag legelejan allnak.

A tobbszalagos Turing-gép konfiguracioi, a konfiguraciéatmenetek valamint a
felismert illetve elontott nyelv definicidja az egyszalagos eset értelemszert alta-
lanositasai. A tobbszalagos Turing-gép modell idGigényét is az egyszalagoshoz
hasonl6an definialjuk. 1

A tovabbiakban egy L nyelvet f(n) id6ben eldonthetének neveziink, ha eldént-
hets egy f(n) id6korlatos (akar tobbszalagos) Turing-géppel.

Példa Tekintsiik tjra az L = {uf#tu | u € {0,1} "} nyelvet. Az alabbi kétsza-
lagos gép szintén L-et donti el. A gép & dtmenetfiiggvénye a kdvetkezd modon
olvashato ki az abrabol. Legyen g és p a gép két allapota, a1, as, by és bs sza-
lagszimbolumok, Dy és Do pedig {L, R, S}-beli irdnyok. Ha az abran vezet
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0,U/0,0,R, R 0,U/0,U,R, S , 0/0,0,L, L
1,U/1,1,R, R 1,U/1,U,R, S 1,1/1,1,L, L
07u/07#737R
1,U/1,#,8,R #,U/#,U, R, S U,u/u, U, L, L
q0
/
#H,#/#,#,5, 8
qi

él g-bol p-be és az él cimkéje ay,as/b1,be, D1, Do, akkor ez azt jelenti, hogy
0(g,a1,a2) = (p,b1,ba, D1,D2). A gép be nem rajzolt dtmenetei itt is a ¢,
allapotba vezetnek.

A gép a kovetkezd modon miikddik. ElGszor kiir egy # szimbolumot a méasodik
szalagjara, megjelolve ezzel a 2-ik szalagon a sz6 elejét. Ezutan dtmésolja a #
baloldalan 1év6 szot a 2-ik szalagra. Majd elmegy az elsG szalagon a sz6 végére
és mindkét szalagon az utolsé nem LI szimbo6lumra all. Végiil mindkét szalagon
balra lépkedve Gsszehasonlitja az els6 szalagon a #-t6l jobbra lévs szot a 2-ik
szalagon 1évs szoval. Ha a fejek a két szalagon egyszerre olvasnak #-t, akkor a
gép elfogad, kiillonben elutasit.

A gép idSigényét egy n hosszi szon kénnyt kiszdmolni, az legfeljebb | 5] +n+1
lépés. Tehat L egy O(n) vagyis linearis idében eldonthetd nyelv. O

Bar a Turing-gép a tobb szalaggal egyszeriiben képes felismerni egyes nyelveket,
az altalanos kiszamitési ereje nem né ezaltal, ahogy ezt az alabbi tétel bizonyi-
tasdban is latni fogjuk. Két Turing-gépet ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt
a nyelvet ismerik fel.

Tétel Minden k-szalagos, f(n) idSkorlatos Turing-géphez van vele ekvivalens
egyszalagos, O(f(n)?) idékorlatos Turing-gép.

Bizonyitas (Vazlat) Legyen M egy k-szalagos Turing-gép valamely k > 2-re.
Megadunk egy M’ egyszalagos Turing-gépet ami képes szimulalni M miikodését.
A szimulaci6 Gtlete az alabbi dbran lathato.

M’ egymas utan tarolja a szalagjan M szalagjainak a tartalmat. A kiilonb6z6
szalagokat # jellel valasztja el egymastol. Azt, hogy M szalagjain a fejek mely
szimbolumokra mutatnak M’ gy tartja szamon, hogy a kérdéses szimbo6lumokat
megjeloli egy ~ jellel. Tehat M’ szalagszimbolumai kozott, az M szalagszimbo-
lumai mellett, ott van még a # szimbolum, valamint M szalagszimboélumainak
egy -pal megjelolt valtozata.

A szimulaci6 lépései a kovetkezdk. Legyen w = ay ... a,, M egy bemend szava.

1. M’ el6szor elGallitja a szalagjan M kezdSkonfiguraciojat:

Haras ... anFOFH0 L HE

2. M egy lépésének szimulalasdhoz M’ végigolvassa a szalagjat az els§ #-t6l
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kezdve az utolso (k+1-ik) #-ig. Ekozben az allapotéban eltarolja a ponttal
megjelolt szimbolumok pont nélkiili valtozatait (M’ allapotai Ggy vannak
definidlva, hogy mindegyik képes tarolni M k darab szalagszimbolumat).

3. M’ ezutén az allapotaban eltarolt adatok és M atmenetfliggvénye alapjan
végrehajtja a sajat szalagjan azokat a moédositasokat, melyeket M végez
a szalagjain.

4. Ha M valamelyik szalagjan az utolsé nem Ll szimbélum olvasasa utan
jobbra lép, akkor M’ a megfelel6 #-t6l kezdve jobbra mozgatja egy po-
zicioval a szalagjanak a tartalmat, és a felszabadult helyre beszir egy L
szimbolumot.

5. Ha M valamilyen (elfogadd vagy elutasito) megallasi konfiguracioba ke-
riil, akkor M’ is a megfelel6 megallasi konfiguracioba lép. Egyébként M’
folytatja M lépéseinek szimuldlasat a 2. ponttal.

Lathato, hogy M’ pontosan akkor lép elfogad6 allapotba amikor M, tehat
L(M) = L(M'). Tovabba nem nehéz megmutatni, hogy ha M f(n) idékor-
latos, akkor M’ O(f(n)?) idskorlatos. O

3.2.2. Turing-gép mindkét irAnyban végtelen szalaggal

A Turing-gép definidlhaté ugy is, hogy nem egy egy irdnyban végtelen szala-
gon, hanem egy mindkét irAnyban végtelenen dolgozik. Ekkor a Turing-gép
korlatlanul léphet jobbra illetve balra a szalagjan

Amint az varhaté, a mindkét irdnyban végtelen szalaggal miikddd Turing-gép
kiszamitasi ereje sem nagyobb mint az egy iranyban végtelen szalagon mikéds
Turing-gépé.
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Tétel Minden két iranyban végtelen szalagon miikédd Turing-géphez van vele
ekvivalens Turing-gép.

A bizonyitas vazlata a kivetkezs. Legyen M egy két iranyban végtelen szalagon
miikods Turing-gép. Elég M-hez megkonstruélni egy ekvivalens M’ kétszalagos
Turing-gépet, mert azt mar tudjuk, hogy M’-h6z megadhato egy vele ekvivalens
egyszalagos Turing-gép.

M’ miikddésének az alapotlete a kovetkezd. M’ két szalagjabol rendre az el-
s6 illetve a masodik szalag reprezentalja M szalagjanak azon részét mely M

M miikodését. Amikor M a fej kezdSpoziciojatol egyet balra lép, akkor M’ a
méasodik szalagjan kezd el dolgozni tgy, hogy M minden egyes olyan lépését
mely a fej kezdGpozicidjatol balra 1évs szalagrészen dolgozik, egy a masodik
szalagon torténd ellentétes iranyu 1épéssel szimulélja. Ha a fej egyszer csak tjra
a kezd6poziciojatol jobbra lévs szalagrészen kezd el dolgozni, akkor M’ tjra az
els6 szalagjan kezdi el szimuldlni M miikédését. Mindekozben M’ allapotai ta-
roljak M allapotait plusz még azt az informaciot, hogy M'-nek az elsd szalagon
vagy a masodikon kell-e dolgoznia. O

3.2.3. Nemdeterminisztikus Turing-gépek

Természetesen a Turing-gépnek is létezik nemdeterminisztikus verzidja. Ebben
az alfejezetben ezekkel a gépekkel ismerkediink meg. Egy M nemdeterminiszti-
kus Turing-gép atmenetfiiggvénye § : (Q — {gi,gn}) X T' — P(Q x T’ x {L, R})
konfiguracioba mehet &t. Ily médon M szamitasi sorozatai egy u szén egy faval
reprezentalhatok. A fa csucsa M kezdGkonfiguracioja, a szogpontjai pedig M
konfiguracioi. A fa minden levele megfelel M egy szamitasi sorozatanak az u-n.
Veégiil M akkor fogadja el u-t, ha a fa valamelyik levele elfogadé konfiguracio.
Nevezziik ezt a most leirt fat M nemdeterminisztikus szamitasi fajanak az u-n.
Az M altal felismert nyelv a determinisztikus esethez hasonloan definidlhato, a
gép altal eldontott nyelv pedig a kovetkezdképpen. Azt mondjuk, hogy egy nem-
determinisztikus Turing-gép eldont egy L C ¥* nyelvet ha felismeri, és minden
u € X szora M szamitési sorozatai végesek és elfogadasi vagy elutasitasi konfigu-
racioba vezetnek. A nemdeterminisztikus Turing-gép definicidja értelemszertien
kiterjeszthetd a tobbszalagos esetre is.

Példa Az alabbi Turing-gép az L = {ww | w € {a,b}} nyelvet donti el (a be
nem jelolt atmenetek a ¢, allapotba vezetnek). A gép a qo allapotban elkezdi
olvasni a bemend szot, megjeldli a sz6 elejét, majd a ¢; allapotban tovabb olvassa
azt. Mindekozben dtmasolja a sz6 méar elolvasott részét a masodik szalagra. ¢;-
ben nemdeterminisztikusan donthet tgy, hogy abbahagyja a sz6 mésolasat és
dtmegy a ¢o allapotba. Itt elmegy az els§ szalagon a sz6 végére, a mésodik
szalagon helyben marad. Ha a sz6 végére ért az elsG szalagon, akkor atmegy
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q3-ba, ahol elkezdi Gsszehasonlitani az els§ és a masodik szalagon 1évs szot.
Ha egyforméanak talalja Gket, akkor elfogadja a bemenetet, egyébként pedig
elutasitja. Ha a bemend sz6 eleme a nyelvnek, akkor lesz a gépnek egy olyan
szamitasi sorozata, mely pont a sz6 felénél hagyja abba a sz6 masolasat, és
ebben az esetben az els6 és a méasodik szalagon ugyanaz a sz6 lesz. Tehéat a
gép elfogadja a bemenetet, tekintet nélkil arra, hogy a szon az Gsszes tobbi
szamitasi sorozat sikertelen lesz.

a,a/a,a,L,L
b,b/b,b, L, L

A nemdeterminisztikus Turing-gép idGigényét a kovetkez6 modon definialjuk.
Legyen f : N — N egy fiiggvény és M egy nemdeterminisztikus Turing-gép.
Azt mondjuk, hogy az M iddigénye f(n), ha egy n hosszt bemeneten nincsenek
M-nek n-nél hosszabb szamitasi sorozatai. Az elbbi példaban lathaté Turing-
gép O(n) idében donti el az L nyelvet.

Most belatjuk, hogy a nemdeterminizmus nem jelent plusz kiszamitasi erét a
Turing-gépek esetében.

Tétel Miden nemdeterminisztikus Turing-gép ekvivalens egy determinisztikus-
sal.

Bizonyitas Legyen M egy nemdeterminisztikus Turing-gép. Megadunk egy M’
haromszalagos Turing-gépet ami ekvivalens M’-mel. Azt mar korabban lattuk,
hogy M’-h6z megadhato egy ekvivalens egyszalagos Turing-gép.

M’ els6 szalagja tartalmazza a u bemend szot. A méasodik szalagon torténik
az. M szamitési sorozatainak a szimulacidja. Ez a szalag tartalmazza M egy
konkrét szamitési sorozatanak a lépésenkénti eredményét. A harmadik szalagon
16v8 sz6 alapjan szimuldlja M’ az M egy szamitasi sorozatat. A szalagon a
fej pozicioja mutatja azt, hogy melyik lépésnél tart M’ a szimulacioban. A
harmadik szalagon tulajdonképpen az u-t elfogadd konfiguraciok egy szélességi
keresése torténik a nemdeterminisztikus szamitasi faban. M’ egy konfiguracioja
az alabbi abran lathato.
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bemenet

szimulacids szalag

szimulalandé szamitasi
sorozat

Legyen b az M atmenetfiiggvénye altal megadott halmazok koziil a legnagyobb
elemszamunak a szamossaga. Tegyiik fel tovabba, hogy az atmenetfiiggvény
altal megadott halmazokban az elemeknek van egy rogzitett sorrendje. Igy az
u nemdeterminisztikus szamitési fajanak minden szogpontjdhoz hozzarendelhe-
tiink egy X = {1,2,...,b} feletti sz6t. Persze nem feltétleniil minden 3-feletti
sz0 fog cstcsot reprezentalni a faban, de ez nem okoz majd gondot. A szimulécio
a kovetkezSképpen torténik.

1. Kezdetben az 1-es szalag tartalmazza a w bemend szot, a 2-es és 3-as
szalagok iiresek.

2. M’ az els6 szalag tartalmat ramasolja a masodik szalagra.

3. M’ szimulalja a 2-ik szalagon M egy szamitasi sorozatat. Az, hogy me-
lyiket kell szimuléalnia a 3-ik szalagon lévs szotol fiigg. M’ a szimulacio
minden lépése el6tt megnézi a 3-ik szalagjan lévs sz6 kovetkezd betiijét, és
e beti szerint (ami egy szam a Y-bol) valaszt M atmenetfiiggvényének a
lehetGségei koziil. Ha nincs megfelels sorszamu valasztasi lehetGség, vagy
a 3-ik szalagon maér nincs tobb beti, akkor a szimuléaci6 véget ér, és ugras
a 4-ik lépésre.

Ha a lépés szimulalasa sordn M elutasitd konfiguracioba keriil, akkor szin-
tén ugras a 4-ik lépésre.
Veégiil, ha elfogad6 konfiguracioba keriil M, akkor M’ is elfogadé konfigu-
racioba keriil és megéall.

4. M’ kicseréli a 3-ik szalagjan 1év6 szot az azt alfabetikusan kovetd szora
és a 2-ik pontra ugorva ujrakezdi M miikodésének szimulalasat ezen szo
alapjan.

Lathato, hogy M’ pontosan akkor keriil elfogadd illetve elutasito konfiguracio-
ba, amikor M, és ha M nem all meg a bemend szon, akkor M’ sem &all meg.
Kovetkezik tehat, hogy M és M’ ekvivalensek.

Nem bizonyitjuk, de kénnyen belathato, hogy ha M egy f(n) id&igényi Turing-
gép, akkor M’ 20U/ (") idgigenyii. Specialisan, ha M polinom idgigényii, akkor
M’ exponencialis idGigényti lesz.

O
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3.3. A Church-Turing tézis

Mint azt mar korabban lattuk, a Church-Turing tézis azt mondja ki, hogy ki-
szamithatosag kiillonb6z6 matematikai modelljei mind az effektiven kiszamithaté
fiiggvények osztalyat definidljak. A tézist persze formalisan nem lehet bizonyita-
ni, hiszen az, hogy valami effektiven kiszamithat6 egy intuitiv fogalom. A tézis
bizonyitéka viszont tobbek kozott az, hogy minden algoritmus-modellrsl kide-
riilt, hogy ekvivalens a Turing-géppel. Ebben a részben ismertetiink néhany, a
Turing-géppel megegyezs szamitasi erdvel bird eszkozt.

3.3.1. Tobbvermes automatak

A tobbvermes automata a veremautomata egyfajta altaldnositidsa. Minden
k > 1 szamra, a k-vermes automata egy olyan végallapottal felismerd nem-
determinisztikus veremautomata, aminek, értelemszertien, k darab verme van.
Az alabbi dbran egy 3-vermes automata vazlata lathato:

Bemend sz6

Lalbfalvfolglblalalb]o]b]a]

Véges sok allapotu
vezérls

72

st 71

71 —m Y2

72 it V2

et it V2

Verem1 Verem?2 Verem3

A tobbvermes automata minden verme ugyanazt a veremabécét hasznalja. Az
automata konfiguracié-atmenete fiigg az éppen olvasott bemend szimbolumtol
(ez lehet € is), a vermek legtetején allo szimbolumoktol, valamint az automata
allapotatol.



42 3. FEJEZET. A KISZAMITHATOSAG ELMELET ALAPJAI

A tébbvermes automata akkor fogad el egy bemend sz6t, ha van olyan szamitési
sorozata, mely soran végigolvassa a szot és végallapotba keriil. Az alabbi abran
szerepl6 kétvermes veremautomata példaul az L = {a"b"c™ | n > 0} nyelvet
ismeri fel.

a, ZO) ZO/aZOa ZO

a,a, Zy/aa, Zy b,a,b/a, b
O b, a, Zo/a, bZQ
qo q1
e, 2o, Zo/ 2o, Zo c,a,b/e, e

£, ZO,ZO/ZO?ZO@
cya,b/ee

Az talan nem annyira meglepd, hogy minden t6bbvermes automatihoz van vele
ekvivalens Turing-gép. Legyen ugyanis P egy k-vermes automata, valamely
k > 1-re. Akkor P szimulalhato egy olyan k szalagos M Turing-géppel, ami a
szalagjain tarolja P k darab vermének tartalmat, és a szalagokon lévé szavakat
ugyanigy manipulélja, ahogyan P a vermeit. Meglep&bb taldn az alabbi tétel.

Tétel Minden Turing-felismerhets nyelv felismerhet6 egy kétvermes automaté-
val.

Bizonyitas (Vazlat) Legyen L egy Turing-felismerhets nyelv és M egy Turing-
gép, amire L = L(M). Megadunk egy P kétvermes automatat, ami szimulalja
M miik6dését és szintén L-et ismeri fel. A szimulacio alapotlete a kbvetkezs. P
az elsé vermében tarolja azt a szot, ami M miikddése sordn az ir6-olvaso fejtél

A szimulacio lépései a kovetkezsk.

e P kezdetben csak a verem kezd@szimboélumokat tartalmazza mindkét ver-
mében. A tovabbiakban azt mondjuk, hogy egy verem iires, ha csak a
verem kezd@szimbolumot tartalmazza.

e Tegyiik fel, hogy a w sz6 van M bemenetén. P bemasolja w-t az elsé
verembe.

e P bettinként atmasolja az els§ verem tartalmat a masodik verembe. Ha
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e P a kovetkez6 modon szimuldlja M egy dtmenetét.

P ismeri M aktuélis allapotét, legyen ez ¢, mert a sajat allapotaban
tarolja M allapotait.

— P tudja, hogy M milyen szimbélumot olvas éppen, hisz ez a szimbo-
lum van a méasodik verem tetején. Legyen ez a szimbélum X.

— Ha M atirja X-et Y-ra és jobbra lép, akkor P beirja Y-t az els6
verembe X pedig kikeriil a masodikbol (ha a masodik verem iires
volt, akkor nem valtozik, tovabba ha Y = Ll és az els§ verem tartalma
tires volt, akkor az els6 verem tovabbra is tires marad).

— Ha M atirja X-et Y-ra és balra lép, akkor P kiveszi az els§ verem
legfels6 elemét, legyen ez Z, és beirja ZY -t az masodik verembe (ha
az els@ verem {lires volt, akkor P csak Y-t ir a masodik verem tetejére).

— Ha M 4j allapota ¢;, akkor P végallapotba 1ép, egyébként pedig
elkezdi szimulalni M egy djabb 1épését a 4-ik pontra ugorva.

Nem nehéz belatni, hogy az igy leirt veremautomata szintén L-et ismeri fel. [J

3.3.2. Szamlalés gépek

A tobbvermes automatikhoz nagyon hasonld felépitésiiek a szamlalos gépek,
csak itt a gépeknek a vermek helyett szamlaléi vannak, melyek értéke egy ter-
mészetes szam lehet. A gép egy lépésében beolvassa a bemenet egy bettijét
(ez lehet ¢ is), allapotot valt és (egymaéstol fiiggetleniil) noveli vagy csokkenti a
szamlalok értékét eggyel (ha egy szamlalo értéke 0 volt, akkor annak az értékeét
nem tudja csokkenteni). Tovabbi fontos dolog még, hogy a gép nem tudja meg-
mondani, hogy mekkora érték szerepel az egyes szamlélékban, csak a 0 és nem 0
értékeket tudja megkiilonboztetni egymastol. Az alabbi abran egy 3-szamlalos
automata vazlata lathato:

Bemen6 sz6

Lalefalefolglolafalb]o]b]a]

Véges sok allapoti
vezérld

n1 n2 n3

Szamlalol Szamlalo2 Szamlalo3
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A gép csak akkor fogad el egy bemeng sz0t, ha végig tudja olvasni azt és végal-
lapotba jut. Tekintsiik példaul az

L = {u#tv#w | u,v,w € {0,1}*, w az u és v binéris szamok Gsszege}.

Ezt a nyelvet az alabbi P (vazlatosan megadott) 4-szamlalés automata ismeri
fel. P a kovetkezdket teszi:

go-ban: Beirja az u szédmot (decimélisan) az l-es szamlaloba az alabbi
modon:

e Ha 0-t olvas, akkor az l-es szamlaloban lévG szamot megszorozza
2-vel a kovetkezGképpen. ElGszor kimésolja az 1-ben 1év6 szamot 4-
be ugy, hogy egy ciklusban eggyel csdkkenti az 1-es és noveli a 4-es
értékét addig, amig az 1-es értéke 0 nem lesz. Ezutan egy ciklusban
4-et O-ra csokkenti és minden lépésben 2-vel (1 plusz 1-gyel) noveli
az l-es szamlalo értékét).

e Ha 1-t olvas, akkor az 1-es szamlaloban 1év6 szamot a fenti modon
megszorozza 2-vel és az eredményhez még hozzdad 1-et.

e Ha #-t olvas, akkor atmegy q¢o-be.

go-ben: Beirja a v szamot (decimalisan) a 2-es szamlaloba az elbb vazolt
modon. Ha végrett, akkor atmegy a g3 allapotba.

gs-ban: Beirja a w szamot (decimalisan) a 3-es szamléaloba és dtmegy a g4
allapotba.

qs-ben: Atmasolja az 1-es szamlaléban 1év6 szamot a 2-esbe. Ha végez,
akkor atmegy a g5 allapotba.

gs-ben: Egy ciklusban cstkkenti a 2-es és a 3-as szamlélé értékét 1-el. Ha
a két szamlalo értéke egyszerre lesz 0, akkor végallapotba megy. O

A szamlalos gép szamitési ereje is megegyezik a Turing-gépével. Azt, hogy
a szamlélés gépek nem tudnak felismerni tobb nyelvet, mint a Turing-gépek
kovetkezik abbol, hogy a szamlalos gép tekinthetd egyfajta tobbvermes auto-
matanak is, ami pedig ekvivalens a Turing-géppel. Nem nehéz meggondolni
ugyanis azt, hogy egy szamlalos gép ekvivalens egy olyan tébbvermes géppel,
aminek ugyanannyi verme van, mint a szamlalés gépnek, és ami a vermében a
verem kezd@szimboélumon kiviil csak egy veremszimboélumot hasznal. Ebbél a
szimbo6lumbol egy veremben mindig annyi szerepel, mint amennyi a szamlalos
gép megfelels szamlalojaban 1év6 szam.

Most belatjuk, hogy minden Turing-gép szimulalhaté egy szamlalés géppel.

Tétel Minden Turing-géphez megadhat6 egy vele ekvivalens harom-szamlalos
gép.
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Bizonyitas Korabbi tételiink szerint, nevezetesen, hogy minden Turing-gép ekvi-
valens egy kétvermes automataval, elegendé megmutatni azt, hogy egy kétver-
mes automata szimuldlhatd egy harom-szamléalos géppel. Legyen tehat P egy
kétvermes automata egy I' veremabécével. Megadunk egy P-vel ekvivalens P’
harom-szamlélos gépet. Az elv az, hogy P vermeinek a tartalmét egy szammé
konvertaljuk és ezeket a szdmokat tarolja majd P’ egy-egy szamlalojaban. P’
harmadik szamlalojat segéd-szamlaloként hasznéljuk. ElGszor is rendeljink I'
minden eleméhez egy sorszamot, azaz ha I' r — 1 elemd valamely r > 1 szamra,
akkor azonositsuk I'-t az {1,2,...,r — 1} halmazzal. Tegyiik fel, hogy P egy
verme a v = X1 Xo...X,, € I' sz6t tartalmazza. Akkor ~-hoz hozzarendel-
hetiink egy [ szdmot 1gy, hogy [-bél egyértelmiien meg lehessen hatarozni -t.
Legyen | = X, r" ' 4+ X,,_17" "2 + ... 4+ Xor + X;. Ekkor [-bél visszakaphatjuk
az X1, Xo, ..., X, szdmokat gy, hogy el6szor osztjuk I-et r-el és a maradék lesz
X1, utana osztjuk I — Xj-et r2-el és a maradék lesz X, és igy tovabb. Ezt addig
csindljuk, amig meg nem kapjuk X,, értékét is.

Mivel P’ egyszerre csak eggyel tudja novelni vagy csokkenteni a szamlaloinak
az értékeét, feltessziik, hogy P’-nek van r darab olyan dllapota melyeket segit-
ségével képes (r 1épésben) egy szamlalo értékét r-rel novelni vagy csékkenteni.
Tegyiik fel, hogy P’ egyik szdmlalojaban, mondjuk az els6ben, egy 7 > 0 szam
van. Akkor P képes kiszamolni az i - r értéket a kovetkez6 modon. Egy cik-
lusban csckkenti az els§ szamlalo értékét eggyel amig az 0 nem lesz, és minden
lépésben noveli a harmadik szamlalo értékét r-el. Amikor P’ végez a miivelettel,
a harmadik szamléléban ¢ - r lesz.

Mésrészt, P’ képes az L érték egész részét (| £]-t) valamint az X = i—[%]r érté-
ket (tehat az egész osztas maradékat) is kiszamolni. Egy ciklusban csokkenti az
elsé szamlalo értékét r-rel addig, amig az 0 nem lesz, és minden 1épésben noveli
a harmadik szamlalo értékét 1-el. Amikor P’ végez a miivelettel, a harmadik
szamlaloban L%J lesz. Tovabba, a ciklus utols6 lépésében, amikor az elsé szam-
1416 értéke eléri a 0-t, P’ az allapotabol ki tudja olvasni azt az értéket, amivel
még csokkenteni kellene a szamlalo értékét ahhoz, hogy az r kivonasa befejezett

legyen. Konnyen ellenérizhetd, hogy ez az érték pontosan az X.

Az aladbbiakban megmutatjuk, hogy hogyan kell P’-nek modositania a szamlaloi
tartalméat ahhoz, hogy a szamlalok folyamatosan P vermeit reprezentaljak. Csak
az els6 veremtartalmat reprezentdld elsé szamlaloval foglalkozunk, a méasodik
tartalmat az elsével analog modon kell P’-nek moédositania.

Ahhoz, hogy P’ szimulalni tudja P egy konfiguracié dtmenetét, ismernie kell
azokat a szimbolumokat, melyek P vermeinek a tetején vannak. Nem nehéz
belatni azonban, hogy az X =i — [%|r szam (i az els@ szamlaloban 16v6 szam)
éppen a P els§ vermének a tetején all6 szimbolum. Fentebb pedig lattuk, hogy
P’ ezt az értéket ki tudja szamolni és azt sem nehéz meggondolni, hogy P’,
miutan kiszamolta X-et, vissza tudja allitani ¢ értékét az els¢ szamlaldéban.

Nem nehéz belatni, hogy P egy lépése soran a vermen elvégzett miivelet felbont-
haté olyan mitveletek sorozatara, melyek mindegyike az aldbbiak koziil valé: a
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verem tetején 1év6 betd kivétele a verembdl; a verem tetején 1év6 betd atirasa
egy masikra; valamint egy betd irdsa a verem tetejére. Az a mivelet példa-
ul, ami kiveszi a verem tetejérdl az X szimbolumot és kicseréli azt egy egynél
hosszabb szora felbonthat6 azon miiveletek sorozatara, melyek rendre kicserélik
az. X-et egy bettire és utana betiinként kifrnak egy szot a verem tetejére.

Feltehetjiik tehat, hogy P minden lépésekor a kovetkezdk egyikét teszi.

e Leveszi a verem tetejérdl az X szimbolumot és nem ir a helyére semmit.
Ebben az esetben P’-nek a fentebb latott médon ki kell cserélnie az els6
szamlalo tartalmét i-r6l | - |-re.

e Leveszi a verem tetejérsl X-et és a helyére irja az Y-t. Ekkor ha Y > X
akkor P’ néveli a szdmlalo értékét Y — X-el, egyébként pedig csokkenti
azt X — Y-al.

e Kiirja a verem tetejére az X szimbolumot. Ekkor P’-nek novelnie kell a
korabban latott moédon az elsd szamlalo tartalmat i-rél ¢ - » + X-re. [l

3.3.3. Kozvetlen hozzaférésii gépek

A kozvetlen hozzaférést gép vagy roviden RAM (az angol Random Access Ma-
chine kifejezésbdl) olyan véges utasitaskészlettel rendelkezd kiszamitasi eszkoz,
ami egy regiszterekbdl 4ll6 tombon dolgozik. A gép regisztereit rendre ellatjuk
a 0,1,2,...sorszamokkal és a j-ik regiszter értékét r;-vel jeloljiik. Egy regiszter
értéke egy tetszoleges egész szam lehet. A RAM szamara potencidlisan végtelen
sok regiszter all rendelkezésre, de ezekbdl mindig csak véges sok van hasznalva.
Ez azt is jelenti, hogy a gép szamitésa soran, mivel kezdetben a regiszterek ér-
téke 0, a gépnek mindig csak véges sok olyan regisztere lehet, melynek az értéke
nem 0.

A gép a bemenetét az ugynevezett bemeneti regiszterekbdl kapja, melyek egy
I = (i1,...,4n) véges hosszusagu regisztertombben vannak. A gépnek van egy
kitiintetett belss regisztere, a 0-ik, amit akkumulatornak neveziink. A gép csak
ezen a regiszteren tud aritmetikai miveleteket végezni. A tobbi regiszter értékét
csak tgy tudja modositani, hogy az akkumulator értékét betolti ezekbe a regisz-
terekbe. A regiszterek modositasit a gép programja végzi. RAM-programon
egy P = (w1, 72, ...,y ) utasitassorozatot értiink, ahol minden 1 <1i < m-re a
m; az alabb felsorolt utasitédsok egyike lehet.

Utasitas Operandusz Jelentés

READ T o =T
STORE T T =1
LOAD T rg =T
ADD x ro =70+
SUB T g i=T9 — T

HALF ro = [ %]
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Utasitas Operandusz Jelentés

JUMP j K=
JPOS j ha ro > 0, akkor k := j
JNEG 7 ha ryp < 0, akkor k := j
JZERO 7 ha ro =0, akkor k := j
HALT k=0

Az x operandusz egy j, 17 illetve = j alaku kifejezés lehet, ahol j egy egész
szam (kivéeve a READ és STORE utasitasokat, melyek esetében x nem lehet
=j alaka). Ha x egy j alaku kifejezés, akkor x értéke r;, vagyis a j-ik regiszter
érteke. Ha x egy Tj alaki kifejezés, akkor az értéke r,.,, vagyis azon regiszter
értéke, amit a j-ik regiszterbe lévd szdm cimez meg. Végiil, ha x egy =75 alaku
kifejezés, akkor x értéke maga a j szam lesz. A HALF az akkumulatorba irja
az | 7] értéket, tehat megfelezi az akkumuldtorban 1évé szamot.

Az utasitasok, kivéve a vezérlésmodosito utasitasokat (JUMP, JPOS, JNEG,
JZEROQO), 1-el novelik a x utasitasszamlalo értékét, ami a program indulésakor
1. A JUMP j egy feltétel nélkiili ugrés a j-ik utasitasra. A JPOS j, INEG j és
JZERO j pedig egy-egy, az akkumulator értékétsl fiiggs, feltételes ugras a j-ik
utasitasra.

Egy RAM program az elss utasitas végrehajtasaval kezdddik, és akkor van vége,
ha végrehajtodik egy HALT utasitas vagy a program egy szabalytalan utasitést
probél végrehajtani (olyan utasitast példaul ami negativ sorszamu regiszterre
hivatkozik). A program megéllasa utan a kimenet értéke az akkumulatorban
van.

Példa Az alabbi példa egy I = (i1,i2) bemenet esetén kiszamolja az U—;J értéket,
ha 73 > 0,43 > 0, és —1-et ad vissza egyébkeént.

1 READ 2 11 LOAD 3
2 INEG 16 12 ADD 1

3 JZERO 16 13 STORE 3
4 STORE 2 14 LOAD1
5 READ1 15 JUMP 8
6 JNEG 16 16 LOAD =0
7 STORE 1 17 SUB1

8§ SuB2 18 HALT

9 JNEG 19 19 LOAD 3
10 STORE 1 20 HALT

O

Egy P RAM program kezdGkonfiguricioja az az allapot, amikor x értéke 1 és
minden (belss) regiszter értéke 0. A P megéallasi konfiguracioja pedig az az
allapot, amikor a x = 0. Legyen most D az egész szamok véges sorozatai-
nak a halmaza és ¢ a D-b6l az egész szamok halmazaba képezd fliggvény. Azt
mondjuk, hogy P kiszdmitja a ¢-t, ha minden I € D szamsorozatra, P az I
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bemenettel inditva el tud jutni a kezdGkonfiguraciébol egy megallési konfigura-
ci6ba ugy, hogy az akkumuléator értéke ¢(I) lesz.

Végezetiil kimondjuk ennek a résznek a legf6bb eredményét.

Tétel A kozvetlen hozzaférésii gépek és a Turing-gépek szamitasi ereje megegye-
zik.

A tételt nem bizonyitjuk, csak megjegyezziik a kovetkezSket. Legyen ¢ : D — Z
(Z az egész szamok halmaza), egy RAM programmal kiszamithato fiiggvény.
Akkor megadhato olyan M Turing-gép amely minden [ € D szamsorozatra, az
szdm (egy reprezentacidja) lesz. Masrészt, legyen ¥ = {01,09,...,0,} (n > 0)
egy abécé és L C ¥* egy Turing-felismerhetd nyelv. Akkor megadhaté egy olyan
P RAM program, mely azt a ¢ fliggvényt szamolja ki, amit a kovetkezGképpen
definidlunk. Tetsz6leges I = (i1,...,4m,0) bemenetre ¢(I) =1, hao;, ...0;, €
L, és ¢(I) = 0 egyébként. (Az I bemeneti tomb végére azért kell odairni a 0-t,
hogy a RAM program képes legyen felismerni a bemend sz végét.)

3.4. Eldonthetetlen problémak

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy bar a Turing-gép a lehet§ legaltalano-
sabb algoritmus modell, mégis vannak olyan problémék, melyek nem szamitha-
tok ki Turing-géppel.

El6szor felidézziik azt, hogy egy L C ¥* nyelvet Turing-felismerhetének (vagy
rekurzivan felsorolhaténak) neveziink, ha van olyan M Turing-gép ami az &sszes
L-beli szora g;-ben all meg, a tobbi széra pedig ¢,,-ben all meg vagy esetleg nem
all meg. A rekurzivan felsorolhato nyelvek osztalyat RE-vel jeloljik. Tovabba,
L-et, eldonthetének (vagy rekurzivnak) nevezziik, ha M minden bemeneten meg
is all. A rekurziv nyelvek osztalyit R-rel jeloljiik. Vilagos, hogy fennall az
R C RE tartalmazés. A célunk az, hogy megmutassuk az R valodi részhalmaza
az RE-nek, azaz van olyan nyelv (probléma) ami Turing-felismerhetd, de nem
eldonthetd, azaz nincs olyan algoritmus, ami a probléméat eldéntené.

A fenti célnak megfelels nyelv a kovetkezd lesz: azon (M, w) parok halmaza
(egy megfeleld binaris szoban elkodolva), ahol M egy {0, 1} bemend abécé feletti
Turing-gép, w pedig egy {0, 1}-feletti sz6 ugy, hogy w € L(M), azaz M elfogadja
w-t. Jeloljiik ezt a nyelvet L,-val.

Ahhoz, hogy célunkat elérjiik, elgszér megmutatjuk, hogy a {0,1} abécé feletti
Turing-gépek egyértelmiien elkédolhatéak egy binaris szoval. Ez utan pedig
megmutatjuk, hogy az Lsqe nyelv, mely azon {0, 1}-feletti Turing-gépek binaris
kodjait tartalmazza, melyek nem fogadjak el énmaguk kodjat, mint bemend
sz6t, egy olyan nyelv, ami nem rekurzivan felsorolhatoé.
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3.4.1. Turing-gépek kbédolasa

ElGszor megjegyezziik, hogy a {0, 1}-feletti szavak felsorolhatoak (vagyis meg-
szamlalhatoak). Valoban, tekintsiik azt a felsorolast, amelyben a szavak a
hosszuk szerint kovetik egymast, és két egyforma hosszi szé koziil pedig az van
elébb, amelyik az alfabetikus rendezés szerint megel6zi a mésikat. Ily médon
a {0,1}* halmaz elemeinek egy felsorolasa a kovetkezképpen alakul: w; = ¢,
wy =0, wg =1, wy = 00, ws = 01, és igy tovabb. Ezutan a {0, 1}* halmaz i-ik
eleme alatt a w; szot értjik.

Legyen a tovabbiakban M = (Q,{0,1},T,40,qo, ¢, qn) egy Turing-gép. Akkor
van olyan k > 0 szam, hogy @Q-t felirhatjuk Q = {qo,q1,...,qr} alakban, ahol
Qk—1 = ¢; €S qx = ¢n. Tovabba, van olyan m > 0 szam, hogy I' felirhato
I' = {X1,Xs,...,X;n} alakban, ahol X1 =0, Xo =1, X5 =U és Xy,..., X
az M tovéabbi szalagszimbolumai. Nevezziik végiil az L, R és S szimbolumokat,
azaz a Turing-gép atmenetfiiggvényében szerepld irdnyokat, rendre a Di-es, Do-
es és Ds-as iranynak. Ezek utan M egy 0(q;i, X;) = (¢r, Xs, D;) atmenete (0 <
i,r <k 1<js<mésl<t<3)elkédolhatdo a 0°F110710"+110°10* sz6ban.
Valoban, ha az els6 és harmadik 0-s blokkban szerepld 0-k szamabol kivonunk
egyet, akkor megkapjuk az atmenetben szerepld allapotok indexeit. A mésodik,
negyedik és 6todik 0-s blokkban szerepld 0-k szdma pedig rendre az dtmenetben
szerepl6 szalagszimbolumok és az irdny indexeit adjak. Tovabbéa, mivel miden
0-s blokk hossza legalabb 1, az atmenetet kodold szoban nem szerepel az 11
részsz0. Tehat az M Gsszes atmenetét kodolo szavakat Osszeftizhetjiik egy olyan
szO6va, melyben az atmeneteket az 11 részszo vélasztja el egyméstol. Az igy
kapott sz6 pedig magat M-et kodolja.

A tovabbiakban minden i > 1-re M;-vel jeloljik azt a Turing-gépet, amit a
w; binéris sz6 kodol (emlékeztetsiil, w; az i-ik elem a {0,1}* elemeit felsorolo
listaban). Megegyeziink tovabba abban, hogy ha valamely i-re w; nem a fent
leirt kddolasa egy Turing-gépnek, akkor M;-t azon Turing-gépnek tekintjiik, ami
minden inputon azonnal a ¢, allapotba megy, vagyis L(M,;) = &. A késGbbiek-
ben sziikségiink lesz arra, hogy elkodoljunk egy (M, w) Turing-gép és bemend
sz0 parost egy {0, 1}-feletti szoban. Ehhez felhasznalhatjuk azt, hogy a Turing-
gépek fenti kddoldsa nem tartalmazhat harom 1-est egymés mellett. Tehat az
(M, w) part ugy kodoljuk el, hogy M kodja utén irjuk az 111 szot, ezutén pedig
w-t. A késébbiekben egy (M;, w) parost kodolo w;111w sz6 helyett, a kdnnyebb
olvashatosag kedvéért, gyakran irjuk majd az (M, w) kifejezést.

3.4.2. Egy nem rekurzivan felsorolhaté nyelv

Felhasznalva a Turing-gépek elébb latott elkddolasat, most mar pontosan is
definialni tudjuk, hogy mit értiink a fent emlitett L, és Ls s nyelvek alatt:
L, = {willle | i, ] > 1,u1j € L(MZ)} és Ly = {u}l | 1> 1,w; Q/ L(Ml)}
Errél az utébbi nyelvrsl mutatjuk meg, hogy nem rekurzivan felsorolhaté.
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Ezt a nyelvet azért nevezziik Lggo-nak, mert a karakterisztikus fiiggvénye meg-
kaphat6 az alabbi médon. Tekintsiik egy végtelen tablazatot, melynek oszlopai
és sorai rendre az 1,2, 3, ... szadmokkal vannak cimkézve, az elemei pedig a 0 és
1 lehetnek az aldbbiak szerint. Minden ¢,5 > 1-re, az ¢-ik sorban a j-ik elem
értéke pontosan akkor 1, ha w; € L(M;) és 0 egyébként. Tegyiik fel, hogy az
igy kitoltott tablazatunk az aldbbi moédon néz ki.

» 1234... szavak
2 10N 00

S 2 NN 1
202(1)010

S

=

Ebben a tablazatban példaul a masodik sor masodik eleme 1, ami azt jelenti,
hogy M> elfogadja a we szot (ez persze a valdsdgban nem igaz, hisz ws nem
koédol legalis Turing-gépet, igy M; nem is ismerhet fel semmilyen szét, de az
Osszefiiggések szemléltetéséher feltessziik, hogy a fenti tablazat helyes).

Minden ¢ > 1-re, a fenti tablazat i-ik sora tekinthetd agy, mint az L(M;) nyelv
karakterisztikus fiiggvénye. Mégpedig azért, mert minden j > l-re, a w; sz6
pontosan akkor eleme L(M;)-nek, ha az i-ik sor j-ik eleme 1. Ebben az ér-
telemben a tablazat atlojaban szerepld bitsorozat komplementere pedig nem
mas, mint az Lgye karakterisztikus fiiggvénye. Ezért nyilvanvalo, hogy minden
i > l-re az Lays karakterisztikus fiiggvénye kiilonbozik L(M;) karakterisztikus
fliggvényétsl. Ezt hasznaljuk fel az alabbi tétel bizonyitédsaban.

Tétel Az Laus nem rekurzivan felsorolhato.

Bizonyitas Indirekt bizonyitast adunk. Tegyiik fel, hogy Lat1s rekurzivan felso-
rolhat6. Megmutatjuk, hogy ez ellentmondashoz vezet. Ha Lgy felismerhetd,
akkor van olyan M {0, 1}-feletti Turing-gép, amire Lz = L(M). Mivel M
egy {0, 1}-feletti Turing-gép, van olyan ¢ > 1, hogy M ekvivalens M;-vel, vagyis
Lstie = L(M;). Vajon eleme-e w; az L(M;) nyelvnek? M és M; ekvivalenciaja
miatt w; € L(M;) pontosan akkor teljesiil, ha w; € Lay,s teljesiil. Ez utébbi
viszont, Laye definicioja szerint, pontosan akkor igaz, ha w; ¢ L(M;). Tehat
ellentmondéast kaptunk, ami azt bizonyitja, hogy L4 nem rekurzivan felsorol-
hato. ]

3.4.3. Egy rekurzivan felsorolhat6, de nem eldénthets nyelv

Az el6z6 alfejezet eredményét felhasznéalva szeretnénk megmutatni, hogy az Ly
egy olyan rekurzivan felsorolhaté nyelv ami nem rekurziv. Ehhez elGszor defini-
alnunk kell, hogy mit értiink egy nyelv komplementerén.

Legyen L egy Y-feletti tetszGleges nyelv. Az L nyelv komplementerét L-el jelol-
jiik és az alabbi modon definidljuk: L = {w | w € ¥*,w & L}.
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Most bebizonyitunk két, a nyelvek és komplementereik kapcsolatara vonatkozo
allitast,.
Tétel Ha L egy rekurziv nyelv, akkor a komplementere is rekurziv.

Bizonyitas Ha L rekurziv, akkor van olyan M Turing-gép, ami eldonti L-et.
Tehat M olyan, hogy a nyelv elemein inditva g¢;-ben all meg, az Gsszes tobbi
sz6n pedig g,-ben all meg, vagyis minden sz6n megall. Legyen M’ az a Turing-
gép, amit agy kapunk M-bél, hogy M Gsszes olyan atmenetét, ami g;-be megy
qn-be iradnyitjuk, a ¢,-be mend atmeneteket pedig ¢;-be. Nem nehéz belatni,
hogy az igy definialt M’ az L nyelvet dénti el. O

Most azt mutatjuk meg, hogy ha egy L nyelv és az 6 komplementere is rekurzivan
felsorolhat6, akkor L rekurziv is.

Tétel Legyen L egy nyelv. Ha L, L € RE, akkor L € R.

Bizonyitas Ha L és L is rekurzivan felsorolhato, akkor vanak olyan My és Ms
Turing-gépek, melyek rendre L-et és L-et ismerik fel. M; és My felhasznalasaval
megkonstrudlunk egy olyan M turing-gépet, ami eldonti L-et.

M egy olyan kétszalagos gép, ami egy w bemeneten az alabbiakat teszi. Els@
lépésként a méasodik szalagra maéasolja w-t. Ezutan egy ciklusban szimulalja az
M egy lépését az elss szalagon és az My egy lépését a méasodikon. A ciklus
addig fut, amig M; és My koziil valamelyik elfogadé allapotba nem lép. Mivel w
vagy az L(Mj)-nek vagy az L(Ms)-nek az eleme, véges szamu szimulacios lépés
utan, vagy M; vagy Ms elfogadja w-t, tehat valamelyik elébb-utébb biztosan
q;-be lép. Ha M 1ép g¢;-be, akkor M elfogadja a bemenetet, ha M, akkor pedig
elutasitja azt. Konnyen lathaté, hogy M is L-et ismeri fel rdadésul minden
bemeneten megall, tehat el is donti L-et. Kovetkezésképpen L € R. (I

Most mar készen allunk arra, hogy megmutassuk azt, hogy L, rekurzivan felso-
rolhaté, de nem rekurziv. El&szor azt mutatjuk meg, hogy rekurzivan felsorol-
hato.

Tétel L, € RE.

Bizonyitas Megadunk egy olyan U Turing-gépet, ami L,-t ismeri fel. Ezt a
Turing-gépet nevezziik az Univerzalis Turing-gépnek, mert mint 1atni fogjuk U
szimulalja a bemenetén kapott (M, w) sz6 altal kodolt M Turing-gép miikodését
a w szon.

U-nak négy szalagja van. ElGszor leellendrzi, hogy a bemenete egy (M, w) alaka
sz6-e. Ha igen, akkor elkezdi szimulalni M miikédését. U a masodik szalagjan
tarolja az M szalagjat, mégpedig ugyanolyan a koédolassal, mint amilyen az M
elkodolasanal is hasznélatos. Vagyis példaul az M X szalagszimboluma a 07
szoval van reprezentalva és a szalagszimbolumok pedig egy 1-es szimb6élummal
vannak elvalasztva. A harmadik szalagon tarolja U az M aktualis allapotat a
szokasos modon kodolva, a ¢; allapot példaul a 0'F' széval van reprezentélva.
U felépitése az alabbi abran lathato.
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ofufofolaf.Ju]a]t]ofol1]ul.. bemenet

M szalagja elkédolva

M allapota elkoédolva

Segédszalag

U miikodése egy v bemeneten az alabbi modon foglalhato Gssze.

1. U el6szor megvizsgalja, hogy v (M, w) alaki-e. Ha nem akkor elutasitja
a bemenetet. Ezt helyesen teszi, hisz ebben az esetben, megéllapodésunk
szerint v egy olyan Turing-gépet kédol, ami nem fogad el egyetlen bemend
sz6t sem. Ekkor viszont v nem lehet eleme L,-nak.

2. U ramasolja w-t a masodik szalagra a kodolt formaban.
3. U 0-t ir a harmadik szalagjara, ezzel reprezentalva M kezdGallapotét.

4. U szimulalja M egy lépését az alabbi médon. Keres egy 0°10710710°10°
alaku részszot M kodjaban az elss szalagjan tgy, hogy 0° a harmadik sza-
lagon 1évg allapot legyen, 07 pedig az a 0-s blokk, ami a masodik szalagon

alapjan M egy lépését:

o Kitorli a harmadik szalagon 0°-t és a masodikrél &tméasolja a harma-
dikra 0"-t (annak az allapotnak a kodjat, amibe M-lépne).

o Kicseréli a méasodik szalagon 07-t 0°-re, azaz atirja M szalagszimbo-
lumét az &tmenetnek megfelelen. Ehhez ha kell felhasznélja a negye-
dik szalagot, ugyanis ha j # s, akkor ramasolja a negyedik szalagra a
masodik szalagrol a 0' mdgotti részt, kitorli a masodik szalagon 0%-t,
a helyére irja 0°-t, végiil visszamésolja a negyedik szalagon 1év§ szot
a mésodik szalagra és a fejet a 0° blokk elejére allitja.
balra vagy jobbra lévs 0-s blokk kezdetét, vagy helyben marad attol
fligg6en, hogy t értéke 1, 2, vagy 3.

5. Ha U azt taladlja, hogy M a 4-ik pontban ¢; vagy ¢, allapotba lépett,
akkor U is ¢;-be vagy g,-be lép. Egyébként pedig folytatja M kovetkezs
lépésének szimulédlasat a 4-ik ponttal.
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Vilagos, hogy U pontosan akkor fogad el egy (M, w) alakt bemenetet, ha w €
L(M), vagyis ha (M, w) € L,. Tehat U felismeri L,-t, és ez az amit bizonyitani
akartunk. 0

Most megmutatjuk, hogy L, nem eldénthetd.
Tétel L, ¢ R.

Bizonyitas Az allitast indirekt modon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy L, elddnt-
hets. Akkor egy korabbi tételiink alapjan L, is eldonthets. Legyen akkor M az
a Turing-gép, ami eldénti Ly-t. M-b6l megkonstrualunk egy olyan M’ Turing-
gépet, ami Lgt16-t donti el, ellentmondva azon korabbi tételiinknek, mely szerint
Lsye € RE. M’ felépitése az alabbi abran lathato.

i

w Masol — wlllw —= M

[ 4n~ [ "Q4n

Adott w bementere M’ a kovetkezSket csindlja:

1. Elgallitja w-bol a w’ = wlllw szot.
2. w'-n szimulélja M-et
3. Ha M elfogadja w’-t, akkor M’ elfogadja w-t.

4. Ha M elutasitja w’-t, akkor M’ is elutasitja w-t.

Vagyis w akkor és csak akkor eleme L(M')-nek, ha wlllw € Ly, azaz w € Lyqg-
Azt kaptuk tehat, hogy L(M') = Lsue, vagyis Lane rekurzivan felsorolhato.
Ez viszont ellentmond annak a korabbi tételiinknek, mely szerint Lgsge nem
rekurzivan felsorolhaté. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. 1

3.5. Tovabbi eldonthetetlen problémak

Tegyiik fel, hogy van két eldontési problémank, legyenek ezek Ly és Lo. El6-
fordulhat, hogy csak a Ly probléma elddntésére van egy A, algoritmusunk, a
Li-ére nincs. Ha viszont a L; probléma minden w példdnydhoz meg tudjuk
konstrualni a Lo probléma egy w’ példanyat tgy, hogy a w pontosan akkor
sigen” példanya Li-nek, ha w' ,jigen” példanya Lo-nek, akkor mar a L; prob-
lémat is el tudjuk donteni az alabbi modon. A Li-et eldonté A; algoritmus
egy w bementhdl elGszor elkésziti a Lo fentebb leirt w’ példanyat. Ezutan Ay
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szimulalja As miikddését a w’ bemeneten. Ha A, ,jigen” vilaszt ad a w’ beme-
netre, akkor Aj is ,jigen” vélaszt ad a w bemenetre, mig ha Ay ,nem” valaszt
ad, akkor Ay is ,nem” vélaszt ad a bemenetre. Konnyen lathato, hogy az igy
leirt A; algoritmus valéban a L; problémat donti el. A most vazolt modszert
nevezziik visszavezetésnek, mely soran a L; probléma eldontését visszavezetjiik
egy masik probléma eldontésére.

A modszert hasznalhatjuk arra is, hogy egy probléméarol megmutassuk, hogy
eldonthetetlen. Tudjuk példaul, hogy az el6z6 fejezetben vazolt L, probléma el-
donthetetlen. Ha L,-t sikeriilne visszavezetni egy mésik problémaéra, akkor ezal-
tal bizonyitani tudnénk, hogy ez az ijabb probléma is eldonthetetlen (gondoljuk
csak meg, ha az tjabb probléméank mégis eldonthetd lenne, akkor a visszavezetést,
felhasznalva meg tudnank adni egy L,-t eldéntd algoritmust, ami ellentmondas-
hoz vezet).

A visszavezetést formalisan az alabbi modon definialjuk.

Definicio Legyen ¥ és A két dbécé és f egy 3*-bol A*-ba képezd fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy f kiszamithat6, ha van olyan M Turing-gép, hogy M-et egy
w € ¥* szoval a bemenetén inditva, M ugy all meg, hogy a szalagjan az f(w)
sz0 van.

Legyen L1 € ¥* és Ly € A* két nyelv (azaz eldontési probléma). Azt mondjuk,
hogy L1 visszavezethetS Lo-re, ha van olyan f : ¥* — A* kiszamithato fiiggvény,
hogy minden w € ¥* szora, w € Lo akkor és csak akkor teljesiil, ha f(w) € La
is teljesiil. O

Tétel Legyen Lq és Lo két eldontési probléma és tegyiik fel, hogy L; visszave-
zethetd Lo-re. Akkor igazak az alabbi allitasok:

1. Ha L; eldonthetetlen, akkor Lo is az.

2. Ha Ly € RE, azaz nem rekurzivan felsorolhat6, akkor Lo ¢ RE szintén
teljesiil.

Bizonyitas Csak a masodik allitast bizonyitjuk, az elsé bizonyitédsa hasonlé.
Indirekt modon tegyiik fel, hogy Lo rekurzivan felsorolhaté. Akkor van olyan
My Turing-gép, hogy Lo = L(Ms). Tovabba, van olyan M’ Turing-gép, ami
kiszamolja az Ly nyelv Lo-re valo visszavezetését. Ezen gépek segitségével meg-
adunk egy olyan M; Turing-gépet, ami Li-et ismeri fel. M; egy w bemeneten
elGszor szimulélja az M’ gépet. Amikor végez, akkor a szalagjan 1évs f(w) szon
szimulalja My mikodését. Ha My elfogadja az f(w) szot, akkor My is elfogadja
a w-t. Ha My elutasitja f(w)-t, akkor M; is elutasitja a w-t. Ha My nem &ll
meg az f(w) bemeneten, akkor M; sem all meg w-n. Kénnyen belathato, hogy
az igy vazolt M, gép pontosan az L; nyelvet ismeri fel. Feltevésiink szerint azon-
ban az L1 ¢ RE, vagyis L1 nem felismerhetd, tehat ellentmondéshoz jutottunk.
Kovetkezésképpen Lo nem lehet rekurzivan felsorolhaté.

Most definidljuk azt a problémét, mely a Turing-gépek megallasi problémaja-
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ként ismert, és szintén egy eldonthetetlen probléma. Ennek a problémanak az
eldonthetetlenségét tgy bizonyitjuk, hogy visszavezetjiik r4 az L, problémat.

Legyen Lyar = {(M,w) |M megéll a w bemeneten}, azaz Ly azon (M, w)
Turing-gép és bemenet parosokat tartalmazza megfelelen elkdodolva, hogy az
M gép megall a w bemenetet.

Kezdeti sikerként elGszor bebizonyitjuk, hogy Ly, rekurzivan felsorolhat6.
Tétel Ly € RE.

Bizonyitas Vegyiik azt az U Turing-gépet, ami az L, nyelvet ismeri fel. Ezt a
gépet fogjuk modositani ugy, hogy Lpag-ot ismerje fel. U minden olyan atmene-
tét, ami g,-be megy iranyitsuk g;-be, és jeldljiik a kapott Turing-gépet M’-vel.
Nem nehéz belatni, hogy egy M Turing-gépre és annak w bemend szavira az
(M, w) sz6 pontosan akkor eleme L(M')-nek, ha M megall a w bemeneten (g;-
ben vagy ¢,-ben). Ez pedig azt jelenti, hogy L.t = L(M’), vagyis M’ az Ly
nyelvet ismeri fel. O

Nyilvanvalé, hogy ha lenne egy Turing-gép, ami képes lenne eldonteni is az Lyt
nyelvet, akkor tetsz6leges Turing-géprol és igy a Church-Turing tézis értelmében
tetszéleges algoritmusrol, C++, Pascal programrol, sth.) el tudnank dénteni,
hogy megall-e a bemenetén vagy sem. Ez a Turing-gép egy igen hasznos eszkoz
lenne a szamunkra, sajnilatos médon azonban ilyen gép nem létezik.

Tétel Az Lyay nyelv eldonthetetlen.

Bizonyitas Visszavezetjliik az Lpay probléméra az L, problémat, ami egy ko-
rabbi tételiink szerint, mivel L, elddnthetetlen, bizonyitja azt, hogy Lya is
eldonthetetlen. A visszavezetés a kiovetkezé modon torténik. Egy tetszoleges M
Turing-géphez legyen M’ a kdvetkezd Turing-gép.

M’ egy w bemeneten:

1. Futtatja M-et a w szén (tulajdonképpen meghivja az U univerzalis Turing
gépet a (M, w) szora).

2. Ha M elfogadja a w bemenetet, akkor M’ is elfogadja w-t.

3. Ha M elutasitja w-t, akkor M’ egy olyan allapotba megy, ahol egy végtelen
ciklusban lépteti a fejet jobbra, tehat M’ ebben az esetben soha nem all
meg.

Kénnyt belatni, hogy (M, w) € L, akkor és csak akkor teljesiil, ha (M’ , w) €
Lnare teljesiil. Tovabba, M’ megkonstrualhato M-bol egy Turing-géppel. Azt
kaptuk tehat, hogy L, visszavezethet§ Lya¢-ra, amibdl kévetkezik, hogy Lpart
elddnthetetlen. O
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3.5.1. Rice tétele

Ebben az alfejezetben azt mutatjuk meg, hogy a Turing-gépekkel, pontosabban
az altaluk felismert nyelvekkel kapcsolatos Osszes nem trividlis kérdés algorit-
mikusan elddnthetetlen. ElGszor tisztazni kell, hogy mit neveziink a rekurzivan
felsorolhat6 nyelvek egy nem trivialis tulajdonsaganak.

Definici6 Ha P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy halmaza, akkor P-t a
rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy tulajdonsaganak nevezziik. Tovabba, P egy
nem trividlis tulajdonsag, ha P # @ és P # RE. Azt mondjuk, hogy egy
L € RE nyelv rendelkezik a P tulajdonsaggal, ha L € P. O

Példaul ha P az iires halmaz, akkor egyetlen L rekurzivan felsorolhaté nyelv sem
rendelkezik a P tulajdonsaggal. Viszont ha P = {@}, azaz P az iires nyelvet
tartalmazza (ami nyilvan egy rekurzivan felsorolhato nyelv), akkor kizarolag a
&, vagyis az iires nyelv rendelkezik a P tulajdonsaggal.

Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy ha P egy nem trivilis tulajdonsag,
akkor nincs olyan Turing-gép, ami tetsz6leges L € RE nyelvre eldéntené, hogy
L rendelkezik-e a P tulajdonsaggal, azaz L € P vagy sem (megjegyezziik, hogy
ha P egy trivialis tulajdonsig lenne, akkor a probléma eldontése is trivialis len-
ne). De hogyan adjunk a Turing-gép bemenetére egy nyelvet, hisz a rekurzivan
felsorolhat6 nyelvek dltalaban végtelen sok szot tartalmaznak? Ahogy azt mér
korabban lattuk, ilyenkor nem maga a nyelv lesz a bemenet, hanem egy a nyel-
vet reprezental6 véges eszkoz, esetiinkben egy Turing-gép. Tehat igazabol nem
azt akarjuk eldonteni, hogy egy adott L nyelv rendelkezik-e a P tulajdonsaggal,
hanem azt, hogy az L-et felismer§ M Turing-gép kodja eleme-e az Lp nyelvnek,
ahol Lp azon Turing-gépek kodjait tartalmazza, melyek P tulajdonsaggal ren-
delkez6 nyelveket ismernek fel. Az alabbi tételben azt mondja ki, hogy az Lp
nyelv eldonthetetlen, amennyiben P egy nem trividlis tulajdonség.

Tétel Legyen P arekurzivan felsorolhaté nyelvek egy nem trivialis tulajdonsaga.
Akkor az Lp nyelv eldonthetetlen.

Bizonyitas Az éllitas bizonyitasahoz legyen P a rekurzivan felsorolhato nyelvek
egy nem trivialis tulajdonsaga. Tegyiik fel, hogy @ ¢ P (a bizonyitas végén
majd visszatériink ahhoz az esethez, amikor & € P). Legyen tovabba L egy
tetszbleges nyelv P-bgl (mivel P nem trividlis és @ ¢ P, L nem lehet az iires
nyelv). Legyen M az L-et felismers Turing-gép.

A kovetkezSkben visszavezetjiik az L, nyelvet az Lp-re. Legyen (M,w) egy
tetszGleges Turing-gép és annak egy w bemenete. Megmutatjuk, hogy meg-
konstrualhato egy M’ Turing-gép ugy, hogy L(M') = &, ha w ¢ L(M) és
L(M’) = L, ha w € L(M). A megkonstrualt M’ egy kétszalagos Turing-gép
lesz, a gép vazlata az alabbi abran lathaté.
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w " qi
My,

M/

M’ egy tetszbleges x bemeneten a kdvetkezoket csinalja:

1. M', figgetleniil attol, hogy mi a bemenete, szimulalja az egyik szalag-
jan M mtikodését a w szon (M és w kodja be van épitve M’ kodjaba;
M’ felmasolja a szalagjara a w-t és meghivja az univerzalis Turing-gépet,
melynek segitségével szimulalja M mikodését w-n).

2. Ha M’ azt taldlja, hogy M nem fogadja el w-t, akkor M’ nem csinél
semmit, vagyis nem fogadja el  bemenetet. Ebben az esetben L(M') = &,
vagyis (M') & Lp.

3. Ha M’ azt taldlja, hogy M elfogadja w-t, akkor elkezdi szimuldlni M,
miikodését az x bemeneten. Ebben az esetben pedig L(M) = L, vagyis
<MI> € Lp.

Lathato, hogy (M, w) € L, akkor és csak akkor teljesiil, ha (M’) € Lp, vagyis
a fenti eljaras L, visszavezetése Lp-re. Mivel L, eldonthetetlen kapjuk, hogy
Lp is eldonthetetlen.

Meg kell még vizsgalni azt az esetet, amikor @ € P. Ebben az esetben ismétel-
jilk meg a fenti bizonyitast a P = RE — P tulajdonsagra. Azt kapjuk, hogy Lp
nem eldonthetd. Tegyiik fel most, hogy az Lp nyelv viszont eldénthets. Korab-
bi tételiink alapjan tudjuk, hogy ebben az esetben Lp is eldénthetd. MAasrészt
nem nehéz belatni, hogy Lp = Lp, ami azt jelenti, hogy L is eldonthetd, ez pe-
dig ellentmondas, amibdl kévetkezik, hogy Lp eldénthetetlen, amit bizonyitani
akartunk. 0

A fentiek alapjan az alabbi problémak mindegyike eldonthetetlen.
1. Egy tetsz6leges M Turing-gép az iires nyelvet ismeri-e fel. (Ebben az
esetben P = {@&}.)
2. Egy M Turing-gép véges nyelvet ismer-e fel (P = {L | L véges}).
3. Egy M Turing-gép reguléris nyelvet ismer-e fel (P = {L | L regularis}).

4. Egy M Turing-gép kornyerzetfiiggetlen nyelvet ismer-e fel (P = {L |
L kornyezetfiiggetlen}).
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4. fejezet

Bevezetés a
bonyolultsagelméletbe

Amint azt az elGadéas elején emlitettiik, a bonyolultsdgelmeélet célja a megoldhatd
(és ezen beliil az eldonthets) problémék osztalyozasa a megoldashoz sziikséges
er&forrasok (jellemzGen az id6 és a tar) mennyisége szerint. Sziikségiink lesz az
alabbi definiciokra.

Definicio Legyen f(n) : N — N egy fiiggvény. Akkor
TIME(f(n)) = {L | L eldonthets O(f(n)) idGigényt Turing-géppel}.

Tovabba, P = |J,~, TIME(n"). O
Tehat P azon nyelveket tartalmazza, melyek eldonthetGek polinom idSkorlatos
determinisztikus Turing-géppel. Ilyen példaul a jol ismert ELERHETOSEG prob-
léma, melynek bemenete egy G graf és annak két kitiintetett cstcsa (s ést). A
kérdés az, hogy van-e a G-ben 1t s-bél t-be. Ha az ELERHETOSEG probléma-
ra nyelvként tekintiink, akkor irhatjuk azt, hogy ELERHETOSEG= {(G, s,t) |
G-ben van at s-bdl t-be}, ahol a (G, s, t) jelolés, amint azt mar megszokhattuk,
a G, s, t egy megfelel elkodolésa valamilyen abécé feletti szoban. Kénnyen meg-
adhat6 az ELERHETOSEG problémat polinom idében eldénté Turing-gép, tehét

ELERHETOSEG € P. Most definidljuk a nemdeterminisztikus Turing-gépek ana-
l6g nyelvosztalyait.

Definici6 Ha f(n): N — N egy fiiggvény, akkor
NTIME(f(n)) = {L | L eldonthets O(f(n)) idGigényt
nemdeterminisztikus Turing-géppel}.
Tovabba, NP = Uk21 NTIME(n"). O
Az NP-beli problémak rendelkeznek egy kézos tulajdonsaggal az alabbi értelem-
ben. Ha tekintjiik egy NP-beli probléma egy példanyat és egy lehetséges ,bizo-

39
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nyitékot” arra nézve, hogy ez a példany ,igen” példanya az adott probléméanak,
akkor ezen bizonyiték helyességének leellenérzése polinom idében elvégezhetd.
Ennek megfelelGen egy NP-beli problémét eldonté nemdeterminisztikus Turing-
gép altaldban tgy mikodik, hogy ,megsejti” a probléma bemenetének egy le-
hetséges megoldésat, és polinom idGben leellendrzi, hogy a megoldéas helyes-e.

Tekintsiik példaul a SAT problémat. Tudjuk, hogy SAT igen példanyai azon
konjunktiv normalformék, melyek kielégithetGek. Tekintsiink egy tetszdéleges
¢ konjunktiv normalformat. Annak a bizonyitéka, hogy a ¢ kielégithets egy
olyan valtozéhozzéarendelés, ami mellett kiértékelve a ¢-t igaz értéket kapunk.
Egy tetsz6leges valtozohozzarendelés tehdt a ¢ kielégithetGségének egy lehet-
séges bizonyitéka. Annak leellenérzése pedig, hogy ez a hozzéarendelés tényleg
igazza teszi-e ¢-t polinom idGben elvégezhetd. Ennek megfelelGen, a SAT eldont-
het6 egy olyan nemdeterminisztikus Turing-géppel, mely megsejt egy valtozo-
hozzérendelést, és polinom idében leellendrzi, hogy az kielégiti-e a bemenetet.
Kovetkezésképpen a SAT egy NP-beli probléma.

A SAT azonban specialis is az NP-beli problémak kozott, mert az eldontésére
ismert Osszes algoritmus olyan, hogy a bemenet méretének fiiggvényében ex-
ponencidlis a lépésszdma. Ezek az algoritmusok alapvetGen tugy miikédnek,
hogy egy ¢ bemenetre szisztematikusan megvizsgaljak a lehetséges megoldasok
terét, azaz addig allitjak el§ a ¢ valtozdinak értéket ad6 valtozohozzarendelé-
seket, amig nem talalnak egy olyat ami kielégiti a ¢-t. Az Gsszes lehetséges
hozzarendelés szama viszont a ¢-ben szerepld valtozok szdménak a méretében
exponencialis nagysagrendi, tehat a SAT-ot eldontd algoritmus is exponenciélis
idGigény lesz. Amint arrol mar volt sz6, a determinisztikus Turing-gép egy al-
goritmus modell, kdvetkezik tehat, hogy a SAT-ot, jelenlegi ismereteink szerint,
csak exponencidlis idGigényd determinisztikus Turing-géppel tudjuk eldénteni.
A nemdeterminisztikus Turing-gép ezzel szemben rendelkezik azzal a nem rea-
lisztikus tulajdonsaggal, hogy képes rahibazni a megfelel6 megoldéasra, és nem
kell szisztematikusan atvizsgalnia a lehetséges megoldasok terét.

Az a definici6kbol kovetkezik, hogy fennall a PCNP tartalmazis. Az a sejtés
(azaz még nem bizonyitott), hogy a fenti tartalmazas valédi. Eppen a SAT
az egyik olyan probléma, ami val6szintileg nem eleme a P-nek, viszont NP-
beli. Méasrészt igaz, hogy ha sikeriilne a SAT eldéntésére polinomialis idGigényti
algoritmust talalni, akkor ez azt jelentené, hogy az NP osztaly megegyezik a P
osztallyal. A SAT-ot és a vele megegyezs nehézségii problémakat nevezziik majd

késébb NP-teljes probléméaknak.

4.1. NP-teljes problémak

Ahhoz, hogy az NP osztaly szerkezetét vizsgalni tudjuk, sziikségiink lesz a
visszavezetések egy specialis osztalyara. Ezek a polinom idejd visszavezetések.
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Definicié Legyen ¥ és A két abécé és f egy X*-bol A*-ba képezs fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy f polinom idében kiszamithato, ha kiszamithato egy polinom
id6igényd Turing-géppel.

Legyen Li € ¥* és Lo € A* két nyelv. Azt mondjuk, hogy L; polinom idében
visszavezethetS Lo-re (jele: Ly <, Lg), ha van olyan f : ¥* — A* polinom
idében kiszamithat6 fiiggvény, hogy minden w € ¥* széra, w € Ly akkor és
csak akkor teljesiil, ha f(w) € Lo is teljesiil. O

Két egymasra polinom id&ben visszavezethetd probléma koézott az alabbi kap-
csolatot figyelhetjiik meg.

Tétel Legyen Ly és Ly két probléma tgy, hogy Ly <, Lo. Ha Ly

1. P-beli, akkor Lq is P-beli.
2. NP-beli, akkor L; is NP-beli.

Bizonyitas Csak a méasodik esetet vizsgaljuk (az elss eset bizonyitésa hasonlo).
Tegyiik fel tehéat, hogy Lo € NP. Megmutatjuk, hogy L; € NP is teljesiil.
Legyen ugyanis M az a Turing-gép, ami polinom idében kiszdmolja az Ly <, Lo
visszavezetést, Mo pedig az a nemdeterminisztikus gép, ami polinom id&ben
eldonti Lo-6t. Konstrudljunk meg M;p-b6l és Ms-b6l egy M Turing-gépet a
kovetkezd modon. M egy w bemenetre kiszamolja az f(w) szt (szimulalja M;-
et), majd a kapott f(w) széra meghivia Ma-t. Ha My elfogadja f(w)-t, akkor
M is elfogadja w-t, ha Ms elutasitja f(w)-t, akkor M is elutasitja w-t. Kénnyt
belatni, hogy az igy vazolt M is egy polinom idejii nemdeterminisztikus Turing-
gép, ami viszont Li-et donti el. Vagyis L1 € NP is teljesiil, amit bizonyitani
akartunk. 0

Most definialjuk a NP egy fontos részosztalyat.
Definici6 Legyen L egy probléma. Azt mondjuk, hogy L NP-teljes, ha

1. NP-beli és

2. minden tovabbi NP-beli probléma polinom idében visszavezethetd L-re.

O

Most megmutatjuk, hogy ha egy NP-teljes probléma eleme P-nek, akkor P =
NP.

Tétel Legyen L egy NP-teljes probléma. Ha L € P, akkor P = NP.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy L € P. Mivel P C NP, elég megmutatni, hogy
NP C P is teljesiil, azaz minden L’ € NP-re L’ € P. Ez viszont igaz, hiszen
mivel L NP-teljes, L’ <, L és ebben az esetben az el6z6 tételiink alapjan L' € P
is fennall. O

ni, hogy egy NP-beli probléma NP-teljes, akkor meg kell mutatni, hogy minden
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NP-beli probléma visszavezethets ra. Ez, mint ahogy azt a SAT esetében ha-
marosan latni is fogjuk, altalaban nehéz feladat. Az alabbi tételt alkalmazva
viszont egy NP-teljes probléma segitségével tovabbi NP-beli problémakrol 1at-
hatjuk be, hogy NP-teljesek.

Tétel Legyen L; egy NP-teljes és Lo egy NP-beli probléma. Ha Ly <, Lo,
akkor Ly is NP-teljes.

Bizonyitas Legyen L egy tetsz6leges NP-beli probléma. Mivel L; NP-teljes
kapjuk, hogy L <, L;. Legyenek M; az L <, L; visszavezetést és My az
Ly <, Lo visszavezetést kiszamité polinom id&igényd Turing-gép. M;-bdl és
M>s-b6l kénnyen megadhaté egy olyan M polinom id&igényd Turing-gép, ami
az L <, Lo visszavezetést szdmolja ki. Mivel L egy tetszéleges NP-beli nyelv

volt kapjuk, hogy minden NP-beli nyelv visszavezethetd polinom idében Lo-re.
Mivel Lo NP-beli kovetkezik, hogy Lo is NP-teljes. O

4.1.1. SAT NP-teljes

Ebben a részben megmutatjuk a bonyolultsdgelmélet egyik fontos eredményét,
nevezetesen, hogy a SAT egy NP-teljes probléma. Ehhez el6szor definialjuk
a SAT problémat, most mint nyelvet, valamint néhény tovabbi, a logikdban
hasznalatos alapfogalmat.

Definicié Literalnak neveziink egy itéletvaltozot (melynek értéke igaz illetve
hamis lehet) illetve annak negaltjat. Tagnak nevezziik a literalok diszjunkciojat
(,vagy” kapcsolatat) és konjunktiv normalformanak (knf) a tagok konjunkciojat
(,68” kapcsolatat). Ezek utan a SAT problémat a kovetkezSképpen definialjuk.

SAT—{(¢) | ¢ kielégithets konjunktiv normélformaban adott logikai formula}

Tehat SAT azon konjunktiv norméalformakat tartalmazza, egy megfelel6 abécé
felett elkddolva, melyek kielégithet&ek. O

Pelda (zq1 V —2za V —x3) A (mxy Voo Vas) A (mxy V —ag V —xg) € SAT.
Tétel (Cook tétele) SAT NP-teljes.

Bizonyitas Azt, hogy SAT NP-beli, a fejezet elején mar lattuk. Amit be kell
még bizonyitani az az, hogy minden NP-beli nyelv polinom idében vissza-
vezethet6 SAT-ra. Legyen L egy tetszGleges NP-beli nyelv és legyen M =
(Q,%,T,6,q0,4i,qn) egy p(n) idGigénytd nemdeterminisztikus Turing-gép vala-
mely p : N — N polinomra ugy, hogy L = L(M). Feltehetd, hogy minden
n € N-re, p(n) > n.

A feladatunk az, hogy M minden w bemend szavahoz elkészitsiink egy ¢ formu-
l1at ugy, hogy:

e w € L akkor és csak akkor, ha ¢ kielégithetd,

e a w +— ¢ hozzarendelés megvalésithatd polinom idékorlatos determinisz-
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tikus Turing-géppel.

M miikodése w szon leirhaté egy olyan tablazattal, melynek els6 sora M kezds-

# | qo |w1 w2 wy| U U | #
# #
# 7|
=
_|_
Ablal —
# #
p(n) +3

Tegyiik fel, hogy w = wiws ... w, valamely n € N szamra. Mivel M p(n) id6-
korlatos gép, azaz minden szamitési sorozata maximum p(n) lépésben véget ér
a w-n, a fenti tablazat (p(n) + 3) - (p(n) + 1) darab cellabol 4ll. A tablazatnak
tehat van egy olyan i-ik sora (1 < i < p(n)+1) mely M egy megallasi konfigura-
ciojat reprezentélja. Megegyeziink abban, hogy a tablazat 6sszes i-nél nagyobb
sorszamu sora megegyezik az i-ik sorral.

A tablazat minden cellaja a C = QUL U{#} halmaz egy elemét tartalmazhatja.
Minden celldhoz és C-beli szimbélumhoz bevezetiink egy itéletvaltozot, azaz
minden 1 < i < p(n) + 1re, 1 < j < p(n) + 3-ra és s € C-re, az x; 5 egy
itéletvaltozo lesz ¢-ben. Az z; ; s valtozo igaz értéke a ¢-ben azt fogja jelenteni,
hogy a tablazat i-ik soranak j-ik oszlopaban az s szimbo6lum van. A tablazat
elfogado, vagyis w € L, ha az utols6 sora egy elfogadd konfiguracio, azaz az
utolsd sorban szerepld allapot a g;.

A megkonstrualt ¢-nek azt kell leirnia, hogy a tablazat egy elfogadd tablazat.
Ennek megfelelGen ¢ négy részformuldbol &ll: ¢ = ¢g A Gsiart N Pmove N Paccept -

¢p azt fejezik ki, hogy a tablazat minden egyes mezGjében pontosan egy karakter
van:

=N\ (\/ 33i,j,8> AN s Vo)

1<i<p(n)+1 seC s,t,eC,s#t
1<j<p(n)+3

Gstart azt fejezi ki, hogy a tablazat els§ sordban a w-hez tartozé kezddékonfi-
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guracié van:

(bstart =X11,4 NT1,2,90 N X130, N ---

N Z1n+2w, N L0430 N oo ATLpn)+2,0 N T1p(n)+3,#-

@Daccept azt fejezi ki, hogy a tablazat utols6 sordban elfogad6 konfiguracié van:

p(n)+2
Gaceept =\ Tp(m) 410,

Jj=2

Végezetiil, a ¢nove formulanak azt kell kifejeznie, hogy a tablazat két egymast

hogy ezt formalizalni tudjuk, sziikségiink lesz némi elGkésziiletre.

ai | Gz | as
a4 | a5 | Qg
mondjuk, hogy a tablazat egy ablaka legalis, ha az megengedett az M atmeneti
relacioja altal (ha a fels6 és az als6 sor megegyezik, akkor szintén legalis az
ablak).

Példakent tngUk fel: hOgy 5((117 CL) = {(q17 ba R)} és 5((117 b) = {(q?v G, L)a (q27 a, R)}

Nevezziik a tablazat egy részét a tablazat egy ablakinak. Azt

(q1,q2 € Q és a,b,c € T'). Akkor a kovetkezs két ablak legalis: Z Z qbl
b
qa (il o Masrészt, barmilyen tovabbi atmeneteket engedjen is meg ¢, az
2
alala

ablak nem legélis.

albla

Ezek utan az altalunk megadott ¢.,00e azt fogja kifejezni, hogy a tablazat min-
den ablaka legélis. Az, hogy ¢move igy azt fejezi ki, amit elvarunk téle kovetkezik
az alabbi allitasbol, melyet nem bizonyitunk:

Ha a tablazat els6 sora az M kezdSkonfiguracidja w-n és a tablazat minden
ablaka legéalis, akkor a tablazat minden sora egy olyan konfiguracioja M-nek,

Legyen tehat

¢move = /\ 1/}i,j7
1<i<p(n)
2<j<p(n)+2

ahol adott i-re és j-re ¢; ; az a formula, aminek azt fejezi ki, hogy a tablazat

\/ Tij-1,a1 N\ Tijaz N Tij+1,as N Titlj—1as N Titlgas N Tit1,j+1,a6

(a1,...,a6)
legéalis
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formulaval lehet leirni, de ez a formula sajnos nem knf. Ezért 1; ;-vel egy
ekvivalens allitast fogunk formalizalni: nem igaz az, hogy a tablazat i-sordban

ﬂ( \/ i j—1,a1 NTi,jas NCi j+1,a5 NTit1,5—1,a4 NLit1,5,a5 /\$i+1,j+1,a6)
(a1,...,a6)
nem legalis
formula irja le. Ebbdl a formuldbél a De Morgan azonossagokat felhasznalva
kapjuk a keresett 1; ; formulét:

big= N\ Tiita Y Tigaes VTV
(a1,...,a6)

nem legélis

L1, j—1,a0 YV TTit1,5,a5 VY TTit1,541,a6 -

Mivel igy 1; ; knf, kapjuk, hogy ¢move is az. Masrészt a ¢o, @start, valamint
A Qaccept részformuldk mindegyike knf. Ezért az egész ¢ formula maga is knf.
Felhasznalva tovabba azt, hogy ezen részformuldk mérete n fiiggvényében po-
linomialis nagysagrendii, megmutathato, hogy ¢ konstrukcidja n fliggvényében
polinom id6 alatt elvégezhetd.

Maésrészt az is konnyen lathatd, hogy w € L akkor és csak akkor igaz, ha ¢
kielégithets. Tehat ¢ konstrukcidja az L nyelv polinom ideji visszavezetése
SAT-ra. Mivel L tetsz6leges NP-beli nyelv volt kapjuk, hogy SAT NP-teljes. [J

4.1.2. Tovabbi NP-teljes problémak

Erdekes moédon a SAT probléma akkor is NP-teljes marad, ha a probléma pél-
dényainak azokat a knf-kat tekintjiik, melyek minden tagja pontosan harom
literalt tartalmaz. A tovabbiakban ezt az igy kapott problémat vizsgaljuk.

Definicié Legyen k > 1. ksAT = {{(¢) : (¢) € SAT, ¢ minden tagjaban k literal
van }. O

Most megmutatjuk, hogy a 3SAT probléma is NP-teljes.
Tétel 3saT NP-teljes.

Bizonyitas Mivel SAT € Np, nyilvanvalo, hogy 3saT € NP is teljesiil. Meg-
mutatjuk, hogy SAT <, 3SAT, ami egy korabbi tételiink alapjan implikélja 3SAT
NP-teljességét.

Legyen ¢ a SAT egy példanya. ¢-hez megkonstrualunk egy olyan v formulat,
melyben minden tag pontosan harom literalt tartalmaz, és ¢ € SAT akkor és
csak akkor all fenn, ha ¢ € 3sAt teljesiil.

¢ minden c tagjat, az alabbi tablazat szerint, atalakitjuk v egy ¢’ knf-ban lévé
részformulédjava:
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c tag ¢ knf

l Ivivli

1 Vi l1ViIa Vi

lhVie Vs Iy Vig Vs

LVigVisViy (lLVigVa)A(mxVigViy)

(z 4j valtozo)
11 VIVIsVIg V...V, (ll\/lz\/xl)/\(ﬁxl\/lg\/xz)/\

(n>4) (mza VIgVas) Ao A (mxp—3 Vi1 Vi)
(x1,22,...,Tn_3 0] valtozok)

Lathato, hogy v konstrukcidja elvégezhets egy polinom idGigényti Turing-géppel,
valamint ¢ € SAT akkor és csak akkor, ha 1) € 3sAT. A fenti konstrukcio tehat a
SAT egy polinom idejii visszavezetése a 3SAT-ra, azaz SAT <, 3SAT. Kovetkerik,
hogy 3saT NP-teljes O

A 3sAT segitségével tovabbi problémakrol mutatjuk meg, hogy NP-teljesek.
ElGszor a kovetkezs, majd mint latni fogjuk egymaéssal szoros kapcsolatban al-
16, grafelméleti problémékkal foglalkozunk: TELJES RESZGRAF, FUGGETLEN
CSUCSHALMAZ és CSUCSLEFEDES. Most ezeket a problémaékat definialjuk.

Definicié

TELJES RESZGRAF = {(G, k) | G véges graf, k > 1, G-nek
létezik k csicsu teljes részgrafja }.
Tehat a TELJES RESZGRAF azon G és k parokat tartalmazza, megfelels abé-

cé feletti szavakban elkdédolva, melyekre igaz, hogy G-ben van k cstcsu teljes
részgraf, azaz olyan részgraf, melyben barmely két cstcs kdzott van él.

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ = {(G, k) | G véges graf, k > 1, G-nek
van k elem fiiggetlen csicshalmaza }.

Vagyis a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ azon GG és k parokat tartalmazza, melyek-

re igaz, hogy G-ben van k olyan cstcs, melyek koziil egyik sincs Osszekotve a
masikkal.

CSUCSLEFEDES = {(G, k) | G véges graf, k > 1, G-nek van olyan k elemd

cstcshalmaza, mely tartalmazza G minden élének legalabb egy végpontjat }.
O

Ezek utan megmutatjuk, hogy a fenti problémak NP-teljesek.

Tétel TELIJES RESZGRAF NP-teljes.

Bizonyitas ElGszor is, TELJES RESZGRAF € NP, hisz megadhat6 egy nemdeter-
minisztikus Turing-gép, ami az egyik szalagjara irja a bemenetként kapott G
graf k darab csicsat (azaz megsejt k darab cstcsot G-bél) és polinom idgben
leellenérzi, hogy ezek a cstcsok teljes részgrafot alkotnak-e G-ben.
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Masrészt visszavezetjiik a 3SAT-ot TELJES RESZGRAF-ra a kovetkezd modon.
Legyen ¢ a 3sAT egy példanya. Akkor ¢ = ¢ A...Acg, valamely k& > 0-ra, ahol
minden 0 <7 < k-ra ¢; = lil Vo V3.

¢-hez megadunk egy G4 grafot az alabbi médon. ¢ minden ¢; tagja meghataroz
harom cstcsot (azaz egy haromszoget) G-ben. Ezeket a csticsokat I;,-el lj2-vel
és l;3-mal jeloljiik. Az igy kapott csicsok kozott az Osszes élet behizzuk, kivéve
az alabbiakat:

e az egy haromszogon beliil 1év6 csicsok kozti éleket és

e az ellentétes literdlokkal cimkézett cstcsok kozti éleket.

Nyilvanvalo, hogy G, megkonstrudlhaté egy polinom id&igényt Turing-géppel.
Tovabba az is konnyen belathato, hogy ¢ € 3sAT < (G, k) € TELJES RESZGRAF.
Tehat a fenti konstrukcié 3SAT polinom idejd visszavezetése TELJES RESZGRAF-
ra. Mivel 3sAT NP-teljes, kapjuk, hogy TELJES RESZGRAF is NP-teljes. O

Most azt mutatjuk meg, hogy FUGGETLEN CSUCSHALMAZ is NP-teljes.
Tétel FUGGETLEN CSUCSHALMAZ NP-teljes.

Bizonyitas FUGGETLEN CSUCSHALMAZ € NP, hisz megadhat6 egy nemdeter-
minisztikus Turing-gép, ami megsejt k& darab csticsot G-ben és polinom idében
leellendrzi, hogy ezek a cstcsok fliggetlen csicshalmazt alkotnak-e G-ben.

Ahhoz, hogy FOGGETLEN cSUCSHALMAZ NP-teljességét belassuk elegendd meg-
mutatni, hogy TELJES RESZGRAF <, FUGGETLEN CSUCSHALMAZ. Ehhez vi-
szont elég észrevenni, hogy egy G grafban akkor és csak akkor van k elemt
teljes részgraf, ha G komplementer grafjaban (G-ben) van k elemt fiiggetlen
csticshalmaz. G alatt azt a grafot értjiik, melynek ugyanazok a csticsai, mint
G-nek és két csiics akkor és csak akkor alkot élet G-ben, ha nem alkot élt G-
ben. Vildgos, hogy G polinom idében megkonstrualhaté G-bél, és (G, k) €
TELJES RESZGRAF < (G,k) € FUGGETLEN CSUCSHALMAZ. Tehat TELJES
RESZGRAF polinom idében visszavezethet6 FUGGETLEN CSUCSHALMAZ-ra. Mi-
vel TELJES RESZGRAF NP-teljes kovetkezik, hogy FUGGETLEN CSUCSHALMAZ
is NP-teljes. 1

Tétel CsUCSLEFEDES NP-teljes.

Bizonyitas ElGszor megint azt kell belatni, hogy CSUCSLEFEDES € NP. Ez
viszont igaz, hisz CSUCSLEFEDES eldénthetd egy olyan nemdeterminisztikus
Turing-gépel ami megsejt k darab cstcsot G-ben és polinom idében leellenérzi,
hogy G minden éle rajta van-e a k csucs valamelyikén.

A CsUCSLEFEDES probléma NP-teljességét tigy bizonyitjuk, hogy visszavezetjiik
ra az NP-teljes FUGGETLEN CSUCSHALMAZ problémét. Tekintsiink egy n csi-
cst (n > 1) véges G grafot és annak egy k elemi (k < n) G’ részgrafjat. Nem
nehéz belatni, hogy a G’-beli csiicsok pontosan akkor alkotnak egy k elemii
fiiggetlen cstucshalmazt G-ben, ha G-nek a G'-n kiviili csticsai egy n — k elemi
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csucslefedést alkotnak G-ben. Tehat (G,k) € FUGGETLEN CSUCSHALMAZ <
(G,n — k) € CsUCSLEFEDES. Vilagos, hogy az n — k szam polinom idében
kiszdmithato, vagyis FUGGETLEN CSUCSHALMAZ <, CSUCSLEFEDES. Kovetke-
zésképpen CSUCSLEFEDES is NP-teljes. O



