LOGIKAI ALAPOK A PROGRAMOZASHOZ

Verzio: 1/2008-06-17

1. DEFINICIOK

1.1. Mit értiink Gondolkodasforma vagy kovetkeztetésforma alatt és mit
értiink helyes gondolkodasforma vagy kovetkeztetésforma alatt? Gondol-
kodasforma vagy kovetkeztetésforma egy F' = {A1, Ao, ..., A, } llitashalmaz és egy
A allitasbol allo (F', A) par. Helyes kovetkeztetésforma egy (F, A) par, ha minden
olyan esetben, amikor az F-ben minden allitas igaz, a kovetkezmény &llités is igaz.

1.2. Definialja a logikai fliggvény — relacié a matematikai fliggvény — m-
velet fogalmakat! Fiiggvénynek neveziink egy D — R leképzést. D tetszGleges
Uvagy U". R ={h,i} vagy R = {i,h} . A matematikai fiiggvény olyan D — R
leképzés, ahol D = R™, és n = 1,2,...,k véges érték.

1.3. Definialja (itéletlogikdban és els6rendi logikdAban) a részformula és
a kozvetlen részformula fogalmakat! Egy formula részformuldja a benne eld-
fordulod olyan &sszefiiggd jelsorozat, amely maga is itéletlogikai formula. Ko6zvetlen
részformula: legsziikebb részformula vagy a logikai mtivelet hataskore. —A kozvetlen
részformuldja A. Az (A o B) kézvetlen részformulai az A és a B.

1.4. Adja meg itéletlogikaban a formula rekurziv definici6jat! (Szintaxis).

(1) alaplépés: minden itéletvaltozo itéletlogikai formula. (primformula)
(2) rekurzios lépés:
(a) Ha A itéletlogikai formula, akkor —4 is az.
(b) Ha A és B itéletlogikai formulak, akkor (A o B) is itéletlogikai formula.
,0 a harom binér mtvelet barmelyike.
(3) Minden itéletlogikai formula az 1. és 2. szabélyok véges sokszori alkalmaza-
saval all elg.

1.5. Adja meg els6rendii logikidban a formula rekurziv definiciojat! (Szin-
taxis).

(1) alaplépés: Ha a P € Pr(m,ms,..., ) fajtaju predikitumszimbolum és
t1, b2, ..., t, rendre my, mo, ..., m; fajtdju termek, akkor P (#,ty,..., &) for-
mula. Atomi formula.

(2) rekurzios lépés:

(a) Ha A itéletlogikai formula, akkor —4 is az.
(b) Ha A és B itéletlogikai formuldk, akkor (A4 o B) is itéletlogikai formula.
,0" a harom binér mitvelet barmelyike.

(3) Ha A formula, akkor VzA és JzA is az.
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(4) Minden itéletlogikai formula az 1., 2. és 3. szabalyok véges sokszori alkal-
mazésaval &ll eld.

1.6. Adja meg elsérendii logikdban a term rekurziv definici6jat! (Szinta-
xis).

(1) alaplépés: minden 7 € Srt fajtaju individuumvaltozo és konstans szimbolum
7 fajtaju term.

(2) rekurzios lépés: Ha az f € Fn(my,mo,...,m) fiiggvényszimbolum és és
ti,to, ..., t, rendre my, my, ..., m; fajtaja termek, akkor f (¢, &, ..., &) 7y faj-
taja term.

(3) Minden itéletlogikai formula az 1. és 2. szabélyok véges sokszori alkalmaza-
saval all eld.

1.7. Mi egy logikai miivelet hataskore? A formula részformulai koziil az a leg-
kisebb logikai Osszetettségii, amelyben az adott logikai sszekotdjel el6fordul,

1.8. Mi egy formula f6 logikai OsszekotGjele? Az az OsszekdtGjel, amelynek
hataskére maga a formula.

1.9. Definialja itéletlogikdban a bazis és az n-valtozds szemantikus fa fo-
galmat. Bdzis: A formulaban szerepl§ itéletvaltozok sorrendjét bazisnak nevezziik.
Egy n-vdltozos szemantikus fa egy n-szintd binaris fa, ahol a szintek a bazisbeli
valtozoknak felelnek meg. Egy X valtozo szintjén a csticsokbol kiindulo élparokhoz
az X, =X cimkéket rendejitk. Egy n-szintii szemantikus fa again az osszes (2" db)
igazsagkiértékelés megjelenik.

1.10. Mi egy n-valtozés formula igazsagtablaja? Egy 2" 4+ 1 sorbol és n+1
oszlopbol allo tablazat, ahol a fejlécben a bazis és a formula szerepel. A sorokban
a valtozok alatt az interpretaciok, a formula alatt az adott interpretacioban lévé
helyettesitési értéke taldlhato.

1.11. Mi egy formula igazhalmaza és hamishalmaza? Egy formula igazhal-
maza azon I interpretaciok halmaza, amelyekre a formula helyettesitési értéke igaz.
Egy formula hamishalmaza azon I interpretaciok halmaza, amelyekre a formula he-
lyettesitési értéke hamis.

1.12. Legyen B; (A) az A formula helyettesitési értéke az I interpretacio-
ban. Mikor mondjuk, hogy az itéletlogikdban egy I interpretacid kielégit
egy A formulat (7 Fy A)? Akkor, ha a formula helyettesitési értéke igaz az in-
terpretacioban.

1.13. Mit jelent az, hogy egy itéletlogikai formula kielégithet5? Egy formula
kielégithetd, ha legalabb egy interpretacio kielégiti.

1.14. Mit jelent az, hogy egy itéletlogikai formula kielégithetetlen? Egy
formula kielégithetetlen, ha egyetlen interpretacié sem elégiti ki.

1.15. Mit jelent az, hogy egy itéletlogikai formula tautologia vagy logikai
torvény? Egy formula tautologia, ha minden interpretacio kielégiti.
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1.16. Legyen B; (A) az A formula helyettesitési értéke az I interpretaci-
6ban és legyen F' = {A, Ay,..., A, } egy formulahalmaz. Mikor mondjuk,
hogy az itéletlogikdban egy I interpretacidé kielégit egy F formulahalmazt
(I Eg A)? Kielégiti az interpretacié az F formulahalmazt, ha a formulahalmaz min-
den formuldjanak helyettesitési értéke igaz az interpretacioban.

1.17. Mit jelent az, hogy egy itéletlogikai formulahalmaz kielégithet6? Egy
F formulahalmaz kielégithets, ha legalabb egy interpretacio kielégiti.

1.18. Mit jelent az, hogy egy itéletlogikai formulahalmaz kielégithetetlen?
Egy F formulahalmaz kielégithetetlen, ha barmely interpretacioban legaldbb egy
formulaja hamis. Azaz nincs olyan interpretacié, ami kielégitené.

1.19. Mit jelent az, hogy két itéletlogikai formula tautologikusan ekviva-
lens? Két formula tautologikusan ekvivalens, ha igazsagtablajuk azonos. Jel6lés:

NO'

1.20. Mit jelent az, hogy egy G formula az F = {F, F;,..., F,} formu-
lahalmaznak tautologikus kévetkezménye ({Fy, Fs,..., F,} Fo G)? Azt, hogy
minden olyan [ interpretaciora, amire I Fo {F, Fy, ..., F,} fennal, I Eq G is fennal.

1.21. Mi egy els6rendii formula értéktablaja (fejléc, primkomponens stb.)?
(Quine tablazat). Egy elsérendii formula értéktablajaban az elsé sorba a formula
szabad valtozoi, a primkomponensek és a formula keriilnek. (Mivel a primformulak
tobb esetben paraméteres allitasok, ezért az interpretacioban az individuumvaltozok
kiértékelése utan valnak allitasokka.) Az individuum valtozok ala a lehetséges val-
tozokiértékelések, a primformuldk ala a megfelel6 helyettesitési értékek keriilnek. A
formula alatt a formulanak a primformulak értékei alapjan kiszamitott helyettesitési
értékei talalhatok.

1.22. Legyen A’ az A formula helyettesitési értéke az I interpreticioban
(interpretald strukturdban). Mikor mondjuk, hogy az els6rendii logika-
ban egy I interpretacié kielégit egy A formulat ([, Fg A). Mi a k? Mi
az I?7. Az L egy I, interpetacidja kielégit egy els6rendd A formulédt, ha a formula
\A\I értéke igaz. Ha az A formula mondat és I, F A, akkor azt mondjuk, hogy az S
struktiura elégiti ki az A-t, igy S F A. Mas széval S modellje A-nak.

1.23. Mit jelent az, hogy egy els6rendfilogikai formula kielégithet§? Azt
mondjuk, hogy egy G formula kielégithets, ha az L-hez van legalabb egy I interp-
retacio, hogy I F G.

1.24. Mit jelent az, hogy egy elsérendiilogikai formula kielégithetetlen?
Azt mondjuk, hogy egy G formula kielégithetetlen, ha az L-hez nincs olyan [ in-
terpretacio, hogy I F G.

1.25. Mit jelent az, hogy egy els6rendii logikai formula tautologia vagy lo-
gikai torvény? Azt mondjuk, hogy egy G formula tautologia, ha G értéktablaja-
ban a primkomponensekhez rendelhetd Gsszes lehetséges igazsagérték hozzarendelés
esetén a formula helyettesitési értéke igaz.
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1.26. Legyen A’* az A formula helyettesitési értéke az I interpretaciéban
és legyen F' = {A}, Ay,..., A, } egy formulahalmaz. Mikor mondjuk, hogy
az elsérendi logikadban egy I interpretacid kielégit egy F formulahalmazt
(I Eo F)? Ha L egy I interpretaciojara az F = {Ay, Ay, ..., A, } formulahalmazban
|Fy|" értéke igaz minden 1 < k < n-re, akkor I kielegiti F-et. Jelolés: I E F.

1.27. Mit jelent az, hogy egy els6rendi logikai formulahalmaz kielégit-
het6? Azt mondjuk, hogy F formulahalmaz kielégithetd ha L-nek legalabb egy [
interpretacioja kielégiti, azaz I F F.

1.28. Mit jelent az, hogy egy els6rendd logikai formulahalmaz kielégit-
hetetlen? Az F formulahalmaz kielégithetetlen, ha az F kozos értéktablajaban
minden sorban van legalabb egy olyan eleme F-nek, amelynek a helyettesitési értéke
hamis.

1.29. Mit jelent az, hogy két elsérendfilogikai formula els6rendben ekvi-
valens? Az A és B elsérendii formulék logikailak ekvivalensek, ha A F B és B F A.

1.30. Mit jelent az, hogy egy G formula az F = {F,, F;,..., F,} formula-
halmaznak logikai kdvetkezménye ({Fy, Fs,...,F,} F G)?

FEFL—(Fo—(..—=(Fho1— (F,— G))...))
Azaz Fy —» (Fo — (... = (Fhooy — (F, — G)) ...)) igaz.

1.31. Mit értiink matematikai struktira alatt és mit annak szignatirajan?
Matematikai struktara egy (U, R, M, K) egyiittes, ahol:

U: nem iires halmaz, a struktira értelmezési tartoméanya

R: U-n értelmezett n-valtozos logikai fliggvények halmaza

M: U-n értelmezett n-valtoz6s matematikai fiiggvények halmaza
K: az U megjelelolt elemeinek egy (esetleg iires) részhalmaza.

A struktura szignatiraja megadja az alaprelaciok és az alapmiveletek aritasat va-
lamint K elemszamat.

1.32. Mi az els6rendii L nyelv abécéje, és szignaturaja? Az L nyelv dbécéje:
(Srt, Pr, Fn, Cnst). Srt egy nemiires halmaz melynek 7; elemei fajtakat szimboli-
zalnak. Pr a predikdtumszimbolumok halmaza. v, P € Pr-re megadja P aritasat
(k) és, hogy milyen fajtajuak az egyes argumentumok (my, 7o, ..., 7). Fn a flige-
vényszimbolumok halmaza. v, megadja f aritasat (k) és, hogy milyen fajtajuak az
egyes argumentumok valamint a fliggvény értéke (7, mo, ..., ;7). Cnst a kons-
tansszimbo6lumok halmaza, v3 megadja konstansok szamét és minden konstanshoz
annak fajtajat.
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1.33. Mit jelent az alapkifejezés? Mi az alapterm, alapformula, alapa-
tom, atomi formula alappéldanya? Alapkifejezés a valtozot nem tartalmazéd L
kifejezés (alapformula, alapterm). Ezeket alappéldanyoknak is nevezik. Az atomi
formulak alappéldényait két csoportba soroljuk.

(1) Egy atomi formula alapatom, ha argumentumai konstans szimboélumok vagy
egy megadott univerzum elemei

(2) Egy atomi formulat az atomi formula alappéldanyanak nevezziik, ha argu-
mentumai alaptermek.

1.34. Mi a dontési algoritmus vagy levezet§ eljaras? Mi lehet ezek meg-
allasi feltétele? Egy olyan algoritmus, amely adott bemend adatokkal dolgozik,
azokat a megfelel§ szabalyok szerint hasznalja fel és a levezetési szabaly szerint ala-
kitja 4t. Akkor all meg, amikor a kitiizott célt (a megallasi feltételt) elérte.

1.35. Mit értiink két kléz rezolvensén az itéletlogikdban? Mutassa be
egy példan is! Legyenek C;, (5 olyan klozok, amelyek pontosan egy komplemens
literalpart tartalmaznak: C; = AV B; (5, = AV ~B. Ekkor létezik rezolvensiik:
res(Cy, Cy) = A.

1.36. Jeloljon S itéletlogikai kl6zok egy halmazat. Definidlja az S kloz-
halmazbél vald rezolicids levezetés fogalmat. Mi itt a megallasi feltétel
(a levezetés célja)? S klozhalmazbol valo rezoliicios levezetés egy olyan véges
ki, ko, ..., ky klozsorozat, ahol V5 = 1,2, ..., n-re:

(1) vagy k1 € K
(2) vagy van olyan 1 < s;t < j, hogy k; a ks, k; klozpar rezolvense.

A megallasi feltétel az iires kloz levezetése.

1.37. Jeloljon S itéletlogikai klé6zok egy halmazat. Definiadlja az S kléz-
halmazbél valé linearis rezolacios levezetés fogalmat! Egy § klozhalmazbol
valo linearis rezolicios levezetés egy olyan ki, li, ko, bo, ..., k1, b1, by, Tezolicios
levezetés, amelyben minden j = 2,3, ..., m-re k; a (k;_1, lj_1) klozpar rezolvense.

1.38. Mit értiink Horn kléz alatt és mi a Horn formula? Egy klozt Horn
kléznak neveziink, ha legfeljebb egy literalja nem negalt.

1.39. Mit értiink két alapkléz rezolvensén az elsérendii logikaban? Mu-
tassa be egy példan is! Rogzitsiink egy U univerzumot. Legyenek K; és K, az
U univerzum feletti egyszert alapkléozok. Azt mondjuk, hogy K; és K5 alapklozok-
nak van rezolvense, ha benniik pontosan egy komplemens alapliteralpar van, azaz
K, =K/ VL, K=K,V Ly és Ly = =Ly. A rezolvens: a K, V K, alapkloz.

1.40. Jeloljon S els6rendfilogikai alapklézok egy halmazat. Definidlja az
S klézhalmazb6l valé rezolicids levezetés fogalmat. Mi itt a megéallasi
feltétel (a levezetés célja)?
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1.41. Mi a prenex formula és milyen részei vannak? Irjon fel egy pél-
dat. Jeloljon @ barmely kvantort. A Qr; Qz>...Qx, B formula egy prenex formula.
Q1 Q1>...Qx,, a prefixum és B a formula torzse, matrixa. B kvantormentes formula.
Példa: Yz3y (P (z) A R (y)).

1.42. Mi a Skolem formula és milyen részei vannak? Irjon fel egy példat!
Az olyan prenexformula, aminek a prefixuméban csak univerzélis kvantor szerepel.

Példa: YzNVy (P (z) A R (y)).

1.43. Definialja az els6rendl kléz fogalméat és irjon fel egy példat. Egy
olyan zart Skolem formula, aminek magja kiilonb6z6 alapt elsérendi nyelvi literalok
(atomi formula, illetve annak negéltja) diszjunkcioja. Példa:

VaVyVz (P (2)V =Q (z,f (y)) vV P (g(2)))

1.44. Mit értiink literal alatt az itéletlogikdban és az elsérendtilogikaban?
Illusztralja példaval is. Egy primformulat (itéletvaltozot) vagy annak negaltjat
kozos néven literalnak nevezziik. Az elsérendii literal egy atomi formula, vag egy
negalt atomi formula. Példdlul: P (zy, 2, ..., %;), =P (21, 22, ..., 7).

1.45. Jeloljon S elsérendiilogikai klézok egy halmazat. Definidlja egy S
klé6zhalmaz Herbrand univerzumét! Herbrand univerzum (H) egy adott els6-
rendii nyelv Osszes alaptermjei halmaza.

1.46. Mik egy elsérendii kl6zhoz tartozé alapklézok ? Irjon fel egy példat.
Alapkloz elsérendi literalok alappéldanyainak a diszjunkcioja.

1.47. Mi a Herbrand bazis? Herbrand bézis a H Herbrand univerzum feletti
alapatomok egy sorozata.

1.48. Mi egy els6rendii nyelvhez és egy adott univerzumhoz tartozé sze-
mantikus fa? Egy egy adott univerzumon, egy adott els6rendi nyelv predikdtum-
szimbolumait interpretald Osszes struktirat megadé binaris fa, ahol:

e Bazis az 0sszes alapatomok egy sorozata
e gy ag egy interpretacidt ad meg.

1.49. Sorolja fel az itéletlogikai bizonyitaselmélet axiémait, adja meg a
levezetési szabalyt.

1) X - (VY = X)
2)X=>(Y—=2Z)=>(X—=Y)— (X —2)
B) ("X —=Y)—= ((-X —-Y)—=X)

Az itéletkalkulus harom axiomasémaja alapjan helyettesitéssel kapjuk az axiéma for-
muldkat. Levezetési szabaly: Az itéletkalkulus levezetési szabalya —a modus ponens
vagy levalasztasi szabaly — a helyes kovetkeztetési formahoz kotédik. {X — ¥, X} ¢
Y.
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1.50. Adott itéletlogikai formuldk egy F halmaza és egy formula A. Defini-
alja mit jelent A-nak bizonyitaselméleti levezetése F-bsl. Az F formulahal-
mazbol az A formula itéletkalkulusbeli levezetése egy olyan Dy, D, ..., Dy, (m > 1)
formulasorozat, ahol minden j = 1,2, ..., m-re D;

(1) vagy eleme az F formulahalmaznak, azaz un. feltételformula vagy hipotézis,

(2) vagy valamelyik axiomasémabol formulabehelyettesitéssel allt els, azaz axi-
omaformula,

(3) vagy olyan 1 <s, t < j, hogy a D, és a D, formulakbol levezetési szaballyal
allt el

és a formulasorozat utols6 tagja, D,, éppen az A formula.

1.51. Mit jelent, hogy az A formula levezethet6 F-b6l bizonyitaselméleti
levezetéssel? A formula az F formulahalmazbol levezethets, ha A-nak van az F
formulahalmazbol levezetése. Jelolése: F' ¢ A, amit roviden szekvencidnak neve-
ziink.

1.52. Mit jelent az hogy egy A formula bizonyithat6? Egy A formula bizo-
nyithaté az itéletkalkulusban, ha van hipotézismentes levezetése (azaz levezethets
az lires feltételformula halmazbol). Ebben az esetben a kg A jelolést hasznaljuk.



