9. KODOLAS

Langné-Gonda: O.K.; Gonda kiegészités; Gonda bevmat3; Gonda kddolaselmé-
let; Jako; Salomon; Ivanyi Informatikai algoritmusok1; Cormen—Leiserson—Rivest: O.K.;
Ronyai-Ivanyos—Szabd: O.K.; Demetrovics—Denev—Pavlov; Knuth TAOCP; Birkhoff-
Bartee.

Ebben a fejezetben a kédolas alapjaival foglalkozunk. FElséként megnézziik, hogy
hogyan torténik az adatok atvitele. Ezutan két kérdéssel foglalkozunk részletesebben, a
gazdasagos, valamint a hibakorlatozé kddolédssal.

9.1. Kommunikacio és kodolas

Langné-Gonda: O.K.; Gonda kiegészités; Gonda bevmat3; Gonda kddolaselmé-
let; Jako; Salomon; Ivanyi Informatikai algoritmusok1; Cormen—Leiserson—Rivest: O.K.;
Rényai Ivanyos Szabd: O.K.; Demetrovics Denev Pavlov; Knuth TAOCP; Birkhoff
Bartee.

A kommunikdcié soran informéciét hordozd adatokat visziink at egy csatornan ke-
resztiil az informdciéforrastol, az adotdl az informéacié cimzettjéhez, a vevéhoz. Ezt nagy
vonalakban az 9.1. dbra mutatja.

ADO CSATORNA »  VEVO

9.1. 4abra
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Az abra szerint az informdcié atvitele térben torténik. Valéjaban minden informé-
cidatvitel térben és idében torténik, és egyes esetekben az egyik, mig mas esetekben a
mésik dimenzié a dominans. Ha telefonadlunk, akkor az id6 nem lényeges, ugyanakkor az
informécié lemezre vald rogzitése, és egy késobbi idépontban valé visszaolvasasa esetén a
helyvaltozas kevésbé fontos. A tovdbbiakban altaldban gy beszéliink az adatatvitelrél,
mintha az térben torténne, de ebbe mindig beleértjiik az idébeli atvitelt is.

A modellel kapcsolatban felmeriil néhany kérdés:
(1) mi az informécid, és hogyan mérhetd az informacio;
(2) hogyan torténik az informacié dtvitele;
(3) milyen kapcsolat van az elkiildott és a vett adat kozott.

9.1.1. Informadcid, bit, entrépia. Az informaciérél mindenkinek van valamilyen
intuitiv fogalma. A nagyszami definicié koziil itt azt emlitjiik meg, amely szerint az
informacid \j ismeret. Az informéciét Shannon nyoman az altala megsziintetett bizony-
talansdggal mérjiik. Tegyiik fel, hogy egy informéciéforras nagy szadmu, 6sszesen n tizene-
tet bocsajt ki. Az Osszes ténylegesen el6forduld kiilonbozo tizenet legyen aq, as, ... , am
(m € NT). Ha az a; iizenet k;-szer fordul el8, akkor azt mondjuk, hogy gyakorisdga
k;, relativ gyakorisdga pedig p; = k;/n. A p1,pa,...,pm szédm-m-est az iizenetek el-
oszldsénak nevezziik. Nyilvan > 1" p; = 1. Az a; lizenet egyedi informdcidtartalma
I; = —log, pi, ahol r egy 1-nél nagyobb valés szdm. A logaritmus alapja az infor-
macié egységét hatdrozza meg. Amennyiben az alap 2, akkor az informdcié egysége
a bit, és ilyenkor log, p; helyett egyszertien logp;-t irunk. To6bbnyire nem az egyes
tizenetek egyedi informéacidtartalma, hanem az iizenetforras altal kibocsatott {izenetek

H.(p1,...,pm) = — Y vy pilog, p; dtlagos informdcidtartalma érdekes, ez a forrds ent-
ropidja, amely csak az tizenetek eloszldsatol fiigg.
Altaldnosabban, egy m tagi eloszlds egy pozitiv valés szamokbdl all6 py, pa, ... , pm

sorozat, amelyre > | p; = 1. Az eloszlds entrépidjat a Hy(p1, ... ,pm) = — > oo, pilog, p;
Osszefiiggéssel értelmezziik.

°* 9.1.2. Segédtétel. Legyen p1,...,pm egy eloszlds. Egy I C R intervallumon
szigorian konvex f : I — R fiiggvényre

f( i= ]p’LQZ sz Lh ha qis---,qm €1,

és egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha ¢y = g2 = -+ = @

Bizonyl’tés Ham =1, akkor nincs mit bi70ny1’tani Azm =2 esetben az allitas a

« sz

m+1 m i
Zpif((h = ZE i) + Pm+1f (Gm+1)
i=1 =
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és egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha g1 = g2 = -+ = @i €8 i1 = Doy DiGi/P =
Gm- O

9.1.3. Tétel. Bdrmilyen eloszldshoz tartozé entrépidra H,.(p1,pa, - - - ,pm) < log, m,
és egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha py = ps = -+ = py, = 1/m.

Az atlagos informacidtartalom maximuma tehat logm bit.

* Bizonyitas. Mivel —log, szigorian konvex fiiggvény,
m m
—H,(p1, - ,pm) = _pilog, pi = — Y _ pilog,(1/p:)
i=1 i=1
m
> —logr(Zpi/pi) =—log,m. O
i=1

9.1.4. Kdédolas. A kovetkez6 két kérdést egyiitt targyaljuk. Ahhoz, hogy az adatot
tovabbitani tudjuk, eldszor is olyan alakra kell hozni, hogy képesek legyiink a céljainknak
megfeleléen manipuldlni. A kddolds a legaltalanosabb értelemben az iizenetek halmaza-
nak egy masik halmazba valé leképezését jelenti. Ha a leképezés injektiv, akkor azt
mondjuk, hogy a kédolas felbonthaté vagy egyértelmiien dekédolhatd, egyébként veszte-
séges.

Gyakran az iizenetet valamilyen karakterkészlet elemeibdl alkotott sorozattal adjuk
meg. FEz az eljaras is egy kédolds. Az iras példaul egy kddolds. Kédolas tehat a kinai
iras, és hasonléan kédolés a latin betiis irds. Mindkét esetben arrdl van szé, hogy egy
kédolandé tizenetet meghatarozott médon felbontunk egymashoz csatlakozo, eldre rogzi-
tett olyan elemi részekre — nem teljesen pontosan fogalmazva az els6 esetben szavakra,
a méasodikban hangokra — , hogy minden iizenet eléalljon ilyen elemi részek egymas
utan flizésével, de egyetlen iizenetet se lehessen kétféleképpen felbontani ezekre az elemi
részekre. Az ilyen részeknek megadjuk a kddjat, és a teljes iizenetet 1igy kédoljuk, hogy
az el6bbi részek kodjat egymds utan lancoljuk. A kdédoldshoz tehdt megadjuk az elemi
részek kédjat, amelyet egy szotar tartalmaz, és ezek segitségével kédoljuk az tizeneteket.
Az ilyen kédoldst betiinkénti kédolasnak nevezziik (léteznek més kédok is). A betiiket
gyakran szamokka kédoljuk: jelenleg elterjedt kdd az tgynevezett ASCII-kéd, amellyel
128 kiilonb6z6 jel kdédolhatd, illetve ennek a kddnak a kiterjesztései, amelyekkel 256 vagy
65536 jelet lehet kédolni.

A valésdgban az egyes lizenetek kiilonboz6 gyakorisaggal fordulnak elé. Ez a felis-
merés vezetett ahhoz a gondolathoz, hogy célszerii a gyakrabban el6fordulé iizeneteket
rovidebb kéddal megadni. Egy ilyen kddolas toméritést végez, amelynek sordn csok-
kentjiik az eredeti jelsorozatban meglévé redundancidt. A redundancia, vagy méas néven
a terjengésség azt fejezi ki, hogy a mondandénkat 1ényegesen hosszabban fejezziik ki,
mint amennyire az sziikséges lenne. Példdul a nyilvanosséag sz6 12 betiibdl 4ll, holott
legfeljebb 6t betli az 6sszes magyar sz6 kddoldsara elég lenne.

Az els6ként emlitett kddolast nevezziik iizenetkédoldsnak, mig a masodikat gazda-
sdgos kédoldsnak. A két 1épést egyiittesen forraskddoldasnak nevezik.
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FORRASKODOLO
) GAZDA-
) UZENET- : HITELE- TITKO-
ADO || % « > SAGOS 7| ot [ oitA
KODOLO| | 5ho1 6 SITO A
CSATOR- HIBA-
NA- | MODEM [— CSATORNA —| MODEM ==p - SDER
KODOLO
| VISSZA- || ELLEN- || | DEKO- | | ATALA- || | \rue
FEJTO ORz6 DOLO KITO
9.2. abra

A csatornan athaladé jel torzuldst szenved, igy a vétel helyére nem pontosan az a
jelsorozat érkezik, mint amit a csatorna bemenetére betaplaltak. Amennyiben barmilyen
jelsorozat egy lehetséges iizenet, akkor a médosuldst nem vessziik észre, a vétel helyén
semmilyen médon nem tudjuk elddnteni egy vett jelsorozatrdl, hogy az megegyezik-e az
eredetileg elkiild6tt iizenettel, vagy egy masik iizenet valtozott meg, és igy kaptuk a vett
jelsorozatot. A biztonsigosabb atvitel érdekében tgynevezett hibakorlitozé kdédoldst
végziink a csatorna bemenetén. Ezzel a kédolassal szandékosan visziink redundanciat a
kédolt iizenetbe. Gondoljuk meg, hogy az é16 nyelvek redundancidjanak koszonhetd, hogy
zajos koriilmények kozott is megértjiik, amit egy eléadd mond, jéllehet az altalunk hallott
szoveg nem teljesen azonos azzal, ami eredetileg elhangzott. A megfelel6 hibakorlatozd
kéd kivalasztasa fiigg a csatornatdl is, ezért ezt a kddolast csatornakdédolasnak nevezik.

Végezetiil a kédolt iizenetet ténylegesen, fizikailag is at kell vinni a csatorndn. Az
atvitelhez olyan alakra kell transzformdlni az iizenetet, amely forma fizikailag alkalmas
a nagy tavolsigra torténd tovabbitdsra. Ilyen példdul, ha leirjuk az {izenetet, és levél
formajaban kiildjiik el, vagy ha elektromos jellé alakitjuk at, és példaul telefonvonalon
keresztiil tovabbitjuk. Ezt a berendezést most  kissé pontatlanul ~ modemnek fogjuk
nevezni.

Bar a kozvetlen témankhoz nem szorosan kapcsolédik, &m mindenképpen a kom-
munikicidval kapcsolatos a titkossag és a hitelesség kérdése, vagyis az adatatvitel soran,
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amennyiben sziikséges, gondoskodni kell az iizenet titkositasardl és hitelesitésérdl is. Az
utobbit példaul alairdssal lehet megvalésitani.

Az elébbiek alapjan a kommunikacié részletesebben a 9.2. dbra szerint valdsitha-
t6 meg. Az dbran is jelzett 6sszevondsok, valamint a rejtjelezéssel kapcsolatos részek
elhagyasa utdn a 9.3. dbra szerinti egyszeriibb modellt kapjuk.

: FORRAS-||
ADO = 6ODOLO
CSATOR-
HIBA-
NA- — CSATORNA > :
KODOLO DEKODER
DEKO- "
boLs [ VEVO
9.3. 4bra

9.2. Forraskodolas

Langné-Gonda: O.K.; Gonda kiegészités; Gonda bevmat3; Gonda kddolaselmé-
let; Jako; Salomon; Ivanyi Informatikai algoritmusokl; Cormen Leiserson Rivest: O.K.;
Rényai Ivanyos Szabd: O.K.; Demetrovics Denev Pavlov; Knuth TAOCP; Birkhoff
Bartee.

9.2.1. Betiinkénti kédoldas. Mint mar emlitettiik, a betiinkénti kédolds soran
az eredeti lizenetet meghatdrozott médon egyméshoz atfedés nélkiil csatlakoz6 részekre
bontjuk, egy-egy ilyen részt egy szétar alapjan kdédolunk, és az igy kapott kdédokat az
eredeti sorrendnek megfeleléen egymashoz lancoljuk. Az &ltaldnossig csorbitdsa nélkiil
feltehetjiik, hogy a szétar alapjan kédolandd elemi iizenetek egy A dbécé (a kédolandd
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abécé) betiii, és egy-egy ilyen betli kddja egy mésik (az el6bbitél nem feltétleniil kii-
16nboz6) B dbécé, a kddabécé betliivel felirt szd, vagyis ezen dbécébdl vett betiik véges
hossziisagi sorozata, a sorozat elemeit egyszertien egymas mellé {rva. A tovabbiakban
mindkét dbécérdl feltessziik, hogy nem iires és véges. Ha a B &dbécé egyelemii, kételemii,
hiaromelem, stb., akkor rendre undris, binaris, ternaris, stb., kédrdl beszéliink. Az A
abécé betiiivel felirhat6 osszes (legalabb egy betiit tartalmazé) sz6 halmazat A+, mig az
egyetlen betlit sem tartalmazd iires széval, (jele: ) vagy ) kibdvitett halmazt A* jeloli.
Az elébbiek alapjan a betiinkénti kédoldst egy ¢ : A — B* leképezés hatarozza meg,
amelyet gy terjesztiink ki egy ¢ : A* — B* leképezéssé, hogy ha ajas...a, = a € A*
(tehat n € N, ésa; € A, hal <i <n), akkor a kédja ¢ (a) = ¢(a1)p(az)...¢(ay). Nyil-
van ha ¢ nem injektiv, vagy az tires sz6 benne van az értékkészletében, akkor a kapott
1 kédolas nem felbonthatd, ezért betiinkénti kdédolasnal mindig fel fogjuk tenni, hogy ¢
injektiv és BT -ba képez.

9.2.2. Példa. Tipikus példa betiinkénti kddolasra a 9.1. tablazatban lathaté Morse-

kéd.

beti  kéd __ beti  kéd _ betti  kod
A = ] S
B - K —— T -
[Sp— L - U -
D - LY — \ -
E N - || —
F - 0 —— D Q—
G —— L N -
H Q ——— -
I R —

szém  kéd  szam  koéd  frasjel  kod
0 ——— 5 .. —— -
1 — 6 - . e
2 7 . ? S
3 —— 8 .. ..
4 — s J B} e

9.1. tablazat

Ttt a kédolandd abécé az angol dbécé, mig a kddold abécé két betlit tartalmaz, a
pontot és a vondst, és példaul az ad szé kddja ,,-——-- 7. Ezt igy nem tudnank dekédolni,
mert nem injektiv a megfeleltetés. Példaul az emi sz6 kddja megegyezik az el6bbi kdd-
dal. A valdsigban természetesen az egyes jelek, tovibba az egyes betlik addsa kozott
meghatarozott sziinetet tartanak, és igy mar a kédolas egyértelmii lesz. Konkrétan egy
vonas haromszor annyi ideig tart, mint egy pont, és minden jel utan egy egységnyi sziinet
kovetkezik, majd a betii kddja végén még tovabbi két egységnyi sziinet van (egy pont
atviteléhez sziikséges id6t tekintve egységnek). Ha egy egységnyi hosszisagu jelet egy
1-es, és az egységnyi hossziisdgu sziinetet 0 jelsli, akkor példaul a B kdédja, amely az
eredeti, ponttal és vonassal megadott rendszerben ,,—---”, most 111010101000 lesz.
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fgy mar egyértelmiien dekédolhatd a vett {izenet, hiszen minden betli kédja harom
nullara végzodik, és nincs olyan betl, amelynél a kéd belsejében, vagy a kddszo elején
lenne harom nulla. Ennél a kdndal a hadrom nulldnak 6nmagdban is van jelentése, ez a sz6-
koz kédja, vagyis ez vélasztja el egymdéstdl az egymads utan kovetkezd szavak kédjat (igy
egy sz6 kédjanak a végén hat darab nulla all). Ekkor ad kédja 101110001110101000000,
mig emi kédja 10001110111000101000000, igy a két kod jol megkiilonboztethetd és a
kéd egyértelmiien megfejthetd.

9.2.3. Prefix, szuffix, infix. Legyen «, (3 és v az A abécével felirt harom szd.
Ekkor « prefixe (vagy elStagja) és v szuffixe (vagy utdtagja) az vy szénak, § pedig
infixe (vagy belsd tagja) afy-nak. Szavak egy halmaza prefixmentes halmaz, ha nincs
benne két olyan kiil6nb6z6 sz6, hogy egyik a mdsik prefixe.

Ha « egy sz6, akkor az iires sz6 és o mind prefixe, mind szuffixe, mind pedig infixe
a-nak. Ezek az « trividlis prefixei, trivialis szuffixei és ei. A prefix, szuffix illetve infix
valédi prefix, valédi szuffix, illetve | ha nem egyezik meg a-val.

9.2.4. Kédfa. A betiinkénti kédolds jél szemléltethetd irdnyitott fa segitségével.
Legyen ¢ : A — B* egy injektiv leképezés, ahol A a kédolandd dbécé és B a kddabécé,
mindkettd véges. A ¢ értékkészletében 1év6 kddszavak sszes prefixeinek halmaza rész-
benrendezett a ,,prefixe” relaciéra. Készitsiik el ennek a relaciénak a Hasse-diagramjat.
Nyilvan egy irdnyitott fat kapunk, amelynek gySkere az iires sz0, és minden sz6 a hossza-
nak megfelel6 szinten van. A graf éleit szinezziik gy, hogy ha § = ab valamely b € B-re,
akkor a (-bél a-ba vezet6 él szine legyen b. Nyilvin barmely csiics esetén a csiicshél
kivezetd élek mind kiilonboz6 szinliek. A kddfa valamely csiicsit, amely nem levél, teljes
csticsnak illetve csonka csiicsnak nevezziik, attdl fiiggéen, hogy minden szinhez tartozik-e
a csucsbdl kiinduld, az adott szinnel szinezett él. A kédfa csicsait is kiszinezhetjiik: az
a € A kbédjanak megfeleld csiics szine legyen a, azon csticsok szine, amelyek nincsenek ¢
értékkészletében, legyen iires. Vegyiik észre, hogy minden levél ki van szinezve.

Az elébbi konstrukciét meg is fordithatjuk. Tekintsiink egy véges élszinezett, irdnyi-
tott fat, ahol a szinek halmaza B. Tegyiik fel, hogy az egy csicsbdl kiindulé élek mind
kiilonb6z6 szintiek. Képezziik le az A véges dbécét a fa csicsaira kdlcsondsen egyértel-
mien 4gy, hogy minden levél fellépjen képként. Az a € A betii kédja legyen az a sz6,
amelyet gy kapunk, hogy a gyokértdl az a-nak megfelel csiicsig haladé irdnyitott tton
Osszeolvassuk az élek szineit.

9.2.5. Prefix kéd, egyenletes kdd és vesszds kéd. Tegyiik fel, hogy a ¢ :
A — BT injektiv leképezés rng(p) értékkészlete BT prefixmentes részhalmaza. A ¢ éltal
meghatdrozott 1 : A* — B* betiinkénti kédolds nyilvan konnyen dekédolhatd, mert ha
egymads utdn érkeznek a kdédabécé betii, és nézziik az addig beérkezett szimbdlumokbdl
0sszedlld szot, akkor amint ez a kddolandd dbécé valamely betiijének kddja, azonnal
dekédolhato, hiszen a folytatasaval kapott jelsorozat mar egyetlen betiinek sem lehet a
kédja. Ezen dekdédoldsi mddszer miatt szokds az ilyen kédot prefix kédnak nevezni. (A
prefixmentes kdd elnevezés is hasznélatos, mivel a dekédolds rng(p) prefixmentességén
mulik.) Pefix kéd nyilvdn felbonthaté.

Egy betiinkénti kéd egyenletes kéd, vagy fix hossziisagi kod, ha a betiik kédjainak
hossza azonos. Mivel egy ilyen kéd nyilvan prefix, ezért felbonthatd.
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Egy betiinkénti kéd vesszis kéd, ha van olyan 9 szd, a vesszd, hogy ¢ minden
kédszénak szuffixe, de egyetlen kédszé sem all el6 a5 alakban nem iires § széval. Egy
vessz6s kdd prefix kdd, mert a vesszo egyértelmiien jelzi a beérkezett jelsorozatban egy-
egy kdédszé végét, és ha ezt folytatjuk, akkor mar biztosan nem kapunk kdédszét, hiszen
ebben a meghosszabbitott sorozatban a vesszd infix lenne. Ha egy betlinkénti kédban
nincs vessz6, akkor a kéd vesszémentes.

A Morse-kédnal lattuk, hogy az eredeti, a csak a ponttal és vondssal megadott
betilinkénti kéd nem felbonthatd, mig az 1-gyel és 0-val vald atirds utan kapott szabaly
vessz6s kéd, ahol a 000 jelsorozat a vesszo.

Egy betiinkénti kéd pontosan akkor prefix kdd, ha a kédfajanak csak a levelei kdd-
szavak.

9.2.6. Példak. Az fenti jelolésekkel legyen A = {a,b,c}, és B = {0,1}.

(1) Legyen ¢(a) = 10, ¢(b) = 1 és ¢(c) = 00. Ez a kdd egyértelmiien fejthetd, tehét
¥ injektiv. Tegyiik ugyanis fel, hogy valameddig méar dekdédoltuk a beérkezett kédolt
iizenetet, és most érkezik egy wjabb jel. Ha ez a jel 0, akkor utana csak egy 0 kovetkezhet,
és ez a 00 csupdn a c kédja lehet. Amennyiben az eléz6 jel 1, akkor ezt még nem tudjuk
dekédolni. Amennyiben ez utdn az 1 utdn ismét 1 kovetkezik, akkor mar tudjuk, hogy
az els6 1 egy b kédja, de a mésodik 1-et nem tudjuk dekddolni. Mindaddig, amig csak
1-ek kovetik egymast, az utolsoként beérkezd 1 kivételével valamennyit egyértelmiien
dekédolunk b-be. Abban az esetben, ha az 1 utdn vége van az addsnak, akkor ezt
az utolséként maradt 1-et szintén egyértelmiien b-ként dekddoljuk. Ha viszont az 1
utan 0 kovetkezik, akkor mindaddig, amig vagy egy 1 nem érkezik, vagy vége nincs az
addsnak, nem tudunk dekdédolni. Amikor viszont vagy egy 1 érkezik, vagy vége van az
addsnak, akkor hatulrdl visszafelé végrehajthaté a dekddolds: minden két-két 0-t c-nek
dekédolunk, és a végén vagy egy egyediil all6 1 marad, ami a b kédja, vagy 10 lesz
a maradék, ami viszont az a kédja. Konnyen ellendrizhetd, hogy masként az elébbi
jelsorozat nem dekddolhaté. Ez tehat egy felbonthaté kéd.

(2) Legyen p(a) = 00, ¢(b) = 1 és p(c) = 01. A kédszavak halmaza prefixmentes, és
igy ez egy prefix kéd. Az elébbi példaban nem ez volt a helyzet, mert az 1-et Snmagédban
nem tudtuk dekédolni. Minden prefix kéd egyértelmiien dekédolhaté kéd.

(3) Legyen ¢(a) = 10, ¢(b) = 11 és ¢(c) = 01. Ez egyenletes kéd, igy egyben prefix
kéd.

(4) Legyen p(a) = 0010, ¢(b) = 10 és ¢(c) = 010. Ennél a k6dnal minden kédszé
10-ra végzddik, vagyis 10 mindegyiknek szuffixe, de az 10 egyetlen kddszonak sem valédi
prefixe, és nem is valédi infixe. Ez a kdd tehat vesszos kdd, igy prefix kéd.

(5) Legyen ¢(a) = 10, p(b) = 1 és p(c) = 01. Ekkor #(ab) = p(a)¢(b) = 101 =
w(b)p(c) = ¥(bc), tehit ez a kdd nem dekddolhatd.

A 9.4. dbra mutatja a fenti kédokhoz tartozé kédfakat. A teli korok jelslik a kdd-
szavakat. A harom kozépsé kéd mindegyike prefix, és ezeknél a kédokndl csak a levelek
kédszavak.

9.2.7. Tétel: McMillan-egyenlStlenség. Legyen A = {a1,...,a,} és B két
4dbécé, B elemeinek a szdma r > 2, és ¢ : A — BT injektiv leképezés. Ha a ¢ &ltal
meghatarozott betiinkénti kédolds felbonthatd, akkor l; = |<p(a¢)| jeléléssel -1 rli <
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0 1 0 1
0 0 1 0
(1) (2) 3) (5)
9.4. &bra
1. Forditva, ha ly, ... ,l, olyan pozitiv egész szamok, hogy Z?:] r~t <1, akkor van az

A-nak a B elemeivel valé olyan prefix kédoldsa, hogy az a; betii kddjanak hossza ;.

A fenti tételben szerepld egyenl6tlenség a McMillan-egyenlGtlenség, amely 1ényegé-
ben véve azt fejezi ki, hogy egy felbonthaté kdédban az atlagos széhosszisdg nem lehet
tilsdgosan kicsi (mert ha a sz6hosszisédg kicsi, akkor r megfelelé negativ kitevés hatva-
nya nagy, viszont az sszeg értéke nem haladhatja meg az 1-et). A tétel masodik része
azt mutatja, hogy egy nem prefix, de felbonthaté kédnak nincs nagy jelentdsége, hiszen
ugyanolyan hosszakkal készithet6 prefix kod is. A méasodik rész bizonyitdsa konstruktiv:
algoritmust ad a kéd megkonstrualasara.

* Bizonyitas. Tekintsiik a ¢ : A — B7T injektiv leképezés 4ltal meghatarozott fel-
bonthat6 kédot. Jelsljiik C-vel rng(¢) C B*-t, M-mel a 3" | r~ sszeget. IndukciGval
megmutatjuk, hogy 3 .o 771% = M. Ha a € C*F!, akkor a megadhaté o = ajan
alakban, ahol a1 € C" és ay € C, és ha a kdd felbonthatd, akkor ez a felbontds egyértel-

mii. Z ol _ Z Z plonas| Z Z rf(\oﬂlﬂaﬂ)

aeCit! a1 €CF azeC a1 €Ct az€el
- Z Z pleal—laz| — Z ploal Z rlozl
a1 €Ct azeC a1 €C azeC
=M'M =M,

ahol az elsé egyenldségnél hasznaltuk ki, hogy a kéd felbonthaté.

Ezt az 6sszeget masképp is ki tudjuk szamitani, ha az 6sszegben szereplo tagokat
a kitevokben szerepld hosszak névekvo sorrendje szerint irjuk, és az azonos kitevohoz
tartozé tagokat osszevonjuk. Legyen w,(;) a C'-beli k hosszlisagt szavak szdma (a szavak
hosszat mint BT -beli szavak hosszat értve), és L a C-beli szavak hosszdnak maximuma.

Ekkor a C'-beli szavak hosszdnak maximuma L, és
iL iL
M = g rlel = E w,?)rfk < E rkr=k =L,
aeC? k=1 k=1

mert r szimbélummal maximum r* kiilonb6z8 k hossziisdgi sz6 frhaté fel. A fentiek
szerint minden pozitiv egész i-re M* < iL, vagyis M*/i < L. Ha M > 1, akkor i > 2
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esetén

ami ellentmondas.

A tétel masodik allitdsadnak bizonyitasdhoz feltehetjiik, hogy I; < Iy < ... < [,
és legyen 1 < k < nre ¢ = Zf;] r~%. Ez a sorozat szigortian monoton né, az
els6é eleme 0, és a E?:] r~t < 1 feltétel alapjan minden tagja kisebb 1-nél. Mivel
rheey, = Zf:_f rle=li < rbe és a bal oldalon egy nem negativ egész szam all, hiszen a
hosszak rendezése kovetkeztében az Gsszeg tagjainak kitevéje nem negativ egész szam,
rlecy, felirhaté az r alapt szdmrendszerben pontosan [ hosszban (a felirds kezdédhet
nulldval is). Ez lesz az aj kddja, a szdmjegyeket kicserélve B betiiire. (Masként, az 1-nél
kisebb ¢ nem negativ valés szam r-alapi szdmrendszerben pontosan felirhatd tortré-
szében i, jeggyel, és ezek a jegyek adjdk az aj kdédjit.) Amennyiben 1 < j < k < n,
akkor

k—1 j—1 k—1
,,,,lk (Ck; _ C]) — E ,rlkfl'i _ § ,,,,lkfli — E ,rlkfl'i Z ,,,,lkflj,
i=1 =1 =]

ezért a megfelel6 kédok elsé [; szdmjegye koziil legalabb egy kiilonbozd, tehdt a megadott
kéd prefix kéd. O

9.2.8. Atlagos széhossziisdg, optimalis kéd. A gazdasigos kddolds szempont-
jabdl donté a kdd atlagos széhosszisdga. Legyen A = {aq,...,a,} a kédolandd dbécé,
Pi1,...,pn a betlik eloszldsa egy kédolas sordn, ¢ : A — B™ egy betiinkénti kddolds,
l; az a; kédjanak hossza. Ekkor [ = S pili a kéd dtlagos széhossziisdga. Ha egy
felbonthaté betlinkénti kéd dtlagos széhosszisdga minimdlis, akkor optimalis kédnak ne-
vezziik. Els6 pillantdsra nem viladgos, hogy van-e optimalis kéd, mivel valds szdmok egy
részhalmazaban nem feltétleniil van minimalis elem. Vélasszunk azonban egy tetszdleges
felbonthaté kddot, és legyen ennek atlagos széhossziisiga [. Mivel p;l; > [ esetén a kdd
nem lehet optimadlis, elég azon kédokat tekinteniink, amelyekre [; <[/p;, hai=1,... n.
Ilyen kéd csak véges sok van, igy van kdztiik minimélis atlagos hosszisagi. Mint tudjuk,
ez valaszthatd prefix kédnak is.

9.2.9. Shannon tétele zajmentes csatorndra. Az el6zé definicié jeléléseivel, le-
gven B elemeinek szdma r. Ha a betiinkénti kédolds felbonthatd, akkor H,(p1,... ,pn) <
l, ahol H, az eloszlds entrdpidja.

* Bizonyitas. A McMillan-egyenl6tlenséget, — log, szigorti konvexségét és a 9.1.2.
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segédtételt hasznalva,
n n
[—Hy(pr,....pn) = > _pili+ ) _pilog, p;
i=1 i=1

n n 1
== pilog, 77" = pilog, —
1=1 =1

Di
=— Zpi log, > —log, (Z r_li)
i—1 Di i—1

> —log,1=0. O
9.2.10. Tétel: Shannon-kéd létezése. Az eldz6 tétel jeléléseivel, n > 1 esetén
van olyan prefix kéd, amelyre | < H,.(p1,... ,pn) + 1.
A bizonyitas konstruktiv, algoritmust ad a kéd meghatarozasara.

* Bizonyitds. Vilasszunk olyan ly,... [, természetes szamokat, amelyekre r—t <
pi <77l hadi=1,... ,n Ekkor .7 r7l <3 p; =1, igy a 9.2.7. tétel szerint
van prefix kéd az adott hosszakkal. Mivel [; < 1 — log, p;, erre

Zpili < Zpi(l —log,.pi) =1+ Hy(p1,...,pn). O
i=1 i=1

9.2.11. Tétel: optimalis kéd konstrukcidja. Az el6z6 tétel jelbléseivel legyen
n > 1 és a kédszavak hosszdanak maximuma L. Egy optimalis prefix kédra

(1) ha p; > p;, akkor l; < ;;

(2) a kdédfdban legfeljebb csak az L — 1-edik szinten van csonka csics;
(3) a kdédfdban minden nem levél csiicsbdl legalabb két él indul ki.
Tovabba

(4) van olyan optimdlis prefix kéd, amelynek kédfdjaban legfeljebb egy csonka csiics
van;

(5) ha egy optimdlis prefix kéd kédfdjaban nincs csonka csics, akkor
2+ ((n—=2)mod (r—1)) =r,
ha pedig egy csonka csiics van, akkor annak kifoka

2+ ((n —2) mod (r —1));

(6) han <r, akkor egybetiis kddszavakat vdlasztva, optimalis prefix kédot kapunk;
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(7) legyen (i,... 0, az r-elemii kédabécével megadott, a p1, ... ,py eloszldshoz tarto-
76 optimalis kéd, amelynek a kédfajaban nincs csonka csics. Ha 2 < m < r, a
Prtis--- s Pntm valos szdmokra Y " | pnti = Dk, 65

max{pTH-la .. 7pn+’m} S min{plv o 7p’n}a
akkor

5]7"' 7ﬂk717/8k+17"' 7ﬁn7/8kb17"' 7ﬂkbma
ahol by,... ,b,, a B kiilbonb6z6 elemei, a

P1y--- 3PE—15Pk+15--+ sPnyPnt1s--- s Pntm

eloszlashoz tartozoé optimalis kod.

Bizonyitas. Ha (1) nem teljesiil, akkor
0 < (pi —pj)(li = ) = pili + pily) — (pilj + pjla),

és innen p;l; + pil; < pil; + pjl;, azaz a két betldl kodjat felcserélve cstkken az atlagos
szOhosszusag.

Ha (2) nem teljesiil, és a t-edik szinten van csonka cstcs, ahol t < L — 1, akkor
egy L-edik szinten 1év6 levelet a hozzd vezet6 éllel dthelyezve erre a csonka csicsra, és
esetleg az dthelyezett élt dtszinezve, a levélhez tartozd betii kddjanak hossza L-rél ¢+ 1-re
valtozik, vagyis csdkken az atlagos széhosszisag.

Ha (3) nem teljesiil, és egy csicsot csak egy él hagy el, akkor elhagyva ezt az élt,
és az ennek az élnek a masik végén 1éve csicsbdl kiinduld részfat athelyezve az el6bbi
csicsba, az athelyezett részfa leveleihez tartozd kédszavak hossza eggyel csdkken, és igy
az atlagos széhosszisag is csokken.

Legyen egy optimalis kéd kédfajaban két kiillonbozé csonka csiics. Az elbbiek szerint
ezek azonos szinten vannak, igy egyikiikrdl az egyik élhez tartozé levelet az éllel egyiitt
athelyezve a masik csonka csiicsra, és esetleg ezt az élt atszinezve, az atlagos széhosszisag
nem valtozik. Ilyen dthelyezésekkel viszont vagy a fogadé csics telitddik, tehat a csonka
csicsok szama cs6kken, vagy a masik csonka csicson legfeljebb egy él maradna, ami az
elébbi pont alapjin optimaélis kdd kédfajan lehetetlen. Ezzel beldttuk (4)-et.

Hogy belédssuk (5)-6t, tekintsiink egy n levelet tartalmazdé kédfat. Toroljiik ebben a
faban az egyik csicshoz tartozé valamennyi levelet, a csonka csicshoz tartozé levelekkel
kezdve, ha van csonka csics. Ha t szama levelet toroltiink, akkor az 4j faban t — 1-gyel
kevesebb levél lesz. Folytassuk az eljarast mindaddig, amig a végén csak a gyokér marad
meg. Ha 6sszesen s 1épést hajtottunk végre, akkor t — 14 (s — 1)(r — 1) = n — 1, vagyis
n—2=(s—-1r—-1)+(t—-2),80<t—-2<r—1L

A (6)-ban megadott kéd nyilvdn optimalis prefix kdd. (7)-ben egy levélhez kapcsolé-
do6 kédszét helyettesitiink m kodszéval, amelyek szintén levélen helyezkednek el. Jelolje
a kapott kddot . Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz, és legyen ¢* a

Piy--- sPk—1,Pk+15-++ 3PnsPnt1y--- s Pntm
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eloszlashoz tartozé optimalis prefix kdd. Ekkor ¢* atlagos hossza kisebb, mint ¢ atlagos
hossza. Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy ¢* kddfajaban is legfeljebb
csak egy csonka csics van. A ¢* kdd konstrukcigjabdl, illetve (5)-bdl mindkét kédban
egyszerre van csonka csics, és ha van, akkor a kifoka ugyanannyi, m, ha pedig nincs,
akkor m = r. Mivel ¢* optimdlis kéd, ezért az m darab legkisebb valészintiséghez tarto-
76 k6dsz6 a legmagasabb szinten van a kédfdban, és ugyanezen a szinten vannak azok a
kédszavak, amelyek az esetleges csonka csiicshoz tartoznak. Mivel kédszavak cseréje, ha
azok azonos szinten vannak, nem valtoztatja meg a kod atlagos hosszat, ezért feltehetjiik,
hogy mindkét kédban az m legkisebb valdsziniiségii kddszohoz tartozd levél ugyanahhoz
a csticshoz tartozik. Ezeket torolve, mindkét kod atlagos hossza ugyanannyival valto-
zik. fgy a ¢*-bdl kapott kéd atlagos hossza kisebb lesz, mint a ¢-bdl kapott kédé, ami
lehetetlen, hiszen feltettiik, hogy a ¢-bdl kapott kdd optimadlis kod. O

9.2.12. Huffman-kéd. Optimaélis kédot ad az igynevezett Huffman-kéd, amelyet
az el6z6 tétel (6) (8) pontjai alapjdn tudunk megszerkeszteni. Rendezziik a relativ gya-
korisdgok csokkend sorrendjében a betiiket, majd osszuk el n — 2-t r — 1-gyel, és legyen
t a maradék plusz 2. Els6 1épésben helyettesitsiik a sorozat ¢ utolsé bettijét egy ijabb
betlivel, amelyhez az elhagyott betlik relativ gyakorisdgainak az 6sszegét rendeljiik, és az
igy kapott gyakorisdgoknak megfeleléen helyezziik el az Gj betiit a sorozatban. Ezek utan
ismételjiik meg az el6z6 redukcidt, de most mar minden lépésben r betiivel csokkentve a
kédolandé halmazt, mignem mar csak r bet{i marad (feltehetjiik, hogy induldskor t5bb,
mint r betii volt, ellenkezd esetben a redukcié elmarad). Most a redukalt 4bécé legfeljebb
r betlit tartalmaz, és ha volt redukcid, akkor pontosan r betiit. Ezeket a kddol6 abécé
elemeivel kédoljuk, majd a redukciénak megfeleléen visszafelé haladva, az ott Gsszevont
betlik kédjat az Gsszevondsként kapott betli mar meglévd kdédjanak a kédolé dbécé kii-
16nb6z6 betiiivel valé kiegészitésével kapjuk.

9.2.13. Példa. Mutatunk egy példat a Huffman- és a Shannon-kédra. Mindkét
esetben ugyanazon forrast fogjuk kédolni, igy tsszehasonlithaté a két kéd hatékonysaga.

Legyen a kédolandd dbécé 10-elemii (mondjuk az angol dbécé elsé 10 betiijével je-
lslve), az egyes betlik relativ gyakorisidga rendre 0,17, 0,02, 0,13, 0,02, 0,01, 0,31, 0,02,
0,17, 0,06, 0,09, és a kddolé abécé {0, 1,2}. Mivel 10—2 =4-(3—1)+0, az elsé lépésben
0+2 = 2 betiit kell tsszefogni, majd a tovdbbi 1épésekben hirmat-hdrmat (9.2. tablazat).
Amikor mar csak 3 betibdl all az dbécé, akkor ezt a harom betiit rendre 0-val, 1-gyel és
2-vel kédoljuk, majd visszafelé haladva eléallitjuk a kivant kddot (9.3. tabldzat).

A kéd atlagos szOhossziusaga 1,79, mig az entrépia értéke 1,73, igy a kéd atlagos
szOhosszisaga igen jél megkozeliti az elméletileg elérhetd legkisebb értéket.

Ugyanezen dbécét fogjuk most a Shannon-kéddal kédolni. Most is sorba kell rendezni
az abécét a relativ gyakorisdgok csokkend sorrendjében. Meghatarozzuk a sziikséges
széhosszusagokat. Mivel 0,31, 0,17, 0,13 kisebbek mint 1/3, de nem kisebbek, mint 1/9,
f, a, h és c kdédhossza 2. Hasonléan j és i kédhossza 3, mig b, d és g kédhossza 4, végiil
e kédhossza 5. Az f kddja 00, az a kddja 01, a h kddja 02, és ehhez a harmas alapu
szamrendszerben 1-et adva kapjuk c kédjat, amely igy 10. Ehhez 1-et adva 11-et kapunk,
de j kédjanak hossza 3, ezért ezt még jobbrdl ki kell egésziteni egy darab 0-val, tehat j
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£ 031 £ 0,31 £ 0,31
a 0,17 a 0,17 a 0,17
h 0,17 h 0,17 h 0,17
c 0,13 c 0,13 c 0,13
j 0,09 j 0,09 j 0,09
i 0,06 i 0,06  ((ge),b,d) 0,07
b 0,02 (ge) 0,03 i 0,06
d 0,02 b 0,02
g 0,02 d 0,02
e 0,01
f 0,31 (a,h,c) 0,47
(j, ((g,e),b,d), i) 0,22 f 0,31
a 0,17 (j, (g, e),b,d), i) 0,22
h 0,17
c 0,13
9.2. tablazat
(a,h, c) — 0 a — 00
— 01
c — 02
f — 1
(j,((g,e),b,d),i) — 2 i — 20
((g.e),b,d) — 21 (g,e) — 210 g 2100
e — 2101
b 211
d ~— 212
i — 22

9.3. tablazat

kédja 110. Hasonléan haladva megkapjuk a teljes kdédot, amelyet a 9.4. tadbldzat mutat
(bal oldalon a szavak novekvd sorrendjében, jobbrdl a betiik sorrendjében). Most a kéd
atlagos sz6hosszisaga 2,3, amely nagyobb, mint a Huffman-kddnal volt, de kisebb, mint
az entrdpia plusz 1.

Az 9.5. és 9.6. Abra mutatja a két kdd kédfajat.

Megadjuk az ékezet nélkiili betiik magyar nyelvben valé el6forduldsdnak relativ
gyakorisdgaihoz tartozé bindris Huffman- és Shannon-kédot (9.5. tablézat) (a Shannon-
kodnél a @ hosszat az egyébként el6fordulé hosszak maximumaénak vettiik). Az adott
eloszlashoz tartozd entropia értéke 4,1289, mig a Huffman-kdéd &atlagos széhossziisaga
4,1528, a Shannon-kédé pedig 4,5989. Ugyanakkor a Morse-kéd 0-val és 1-gyel vald ké-



9.2. Forraskdédolas 173
betii kaod betii kad
f 00 a 01
a 01 b 1120
h 02 c 10
c 10 d 1121
Jj 110 e 12000
i 111 f 00
b 1120 g 1122
d 1121 h 02
g 1122 i 111
e 12000 Jj 110
9.4. tablazat
0
0 1 2
a h c

9.6. abra

dolasdnal az dtlagos széhosszisig ugyanezekkel a gyakorisdgokkal (csak a betiik kédjat
figyelembe véve) 9,299. Lathatd, hogy mekkora javulas érhetd el. Ennek egyik oka, hogy
a vessz0 hatdrozottan noveli az atlagos széhosszisagot.

9.2.14. A kdédolandé abécé kiterjesztése. Egyszeri mdédon el tudjuk érni, hogy
egy felbonthaté kédban az egy betilire jutd atlagos szdhosszisag tetszolegesen megko-
zelitse az entrépia értékét. FEhhez az eredeti dbécébdl elkészitjiik az OGsszes kétbetis,
harombetiis, stb. szét, és egy-egy ilyen sz6t tekintiink egy 1j abécé egy-egy betilijének,
ahol egy-egy ilyen 14j bet(ihtz a benne szerepld betiik relativ gyakorisdgainak szorzatat
rendelve kapjuk a megfelel6 eloszlast. Az igy kapott kdd az eredeti kdd kétszeres, ha-
romszoros, stb. kiterjesztése. Ha m betii egybefogisabdl all az dbécé, akkor van olyan
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betii valoszintiség ~ Huffman-kdd Shannon-kdéd
A 0,1247 100 0010
B 0,0190 000011 101100
C 0,0065 01101110 10111101
D 0,0197 000010 101011
E 0,1407 001 000
F 0,0078 0110110 10111100
G 0,0326 01100 10011
H 0,0165 011010 101101
I 0,0444 1110 01111
J 0,0105 0000000 1011100
K 0,0541 1100 01110
L 0,0605 1010 01100
M 0,0352 01001 10010
N 0,0638 0111 0101
0 0,0683 0101 0100
P 0,0096 0000001 1011101
Q 0,0000 0110111111 10111110001001
R 0,0367 01000 10001
S 0,0600 1011 01101
T 0,0761 0001 0011
U 0,0226 11011 101001
v 0,0199 000001 101010
W 0,0009 011011110 10111110000
X 0,0001 0110111110 10111110001000
Y 0,0261 11010 101000
Z 0,0437 1111 10000

9.5. tablazat

kéd, amelynek egy betiire juté atlagos szohosszisaga

n
- 1
< —Zpilogrpi+g,

=1

ahol n az eredeti 4bécé betiiinek szdma, és a p;-k az eredeti dbécé betiiinek relativ
gyakorisdgai. A mddszer szépséghibaja, hogy példaul a kétszeres kiterjesztésnél azonos
szamot rendel ty-hoz és yt-hez, holott a magyar nyelvben a két betiikombinicié még
megkozelitleg sem azonos gyakorisdggal fordul eld. Ha a parok valédi gyakorisagait
tekintjiik, még jobb kédot kapunk.

9.2.15. Szdétarkédok. A betlinkénti kédolas akkor igazdn hatékony, ha az egymads
utan kévetkezd betiik egymdstdl fiiggetlenek, vagyis egy betili megjelenése fiiggetlen at-
tél, hogy el6tte milyen betiiket bocsdjtott ki az add. Egy él6 nyelven megadott szdveg
altaldban nem ilyen: a magyar nyelvben a t utan sokkal gyakoribb az y, mint példaul
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az r utan. A korabban emlitett kiterjesztés sem megoldds erre a problémara. Egy ma-
sik probléma, hogy amennyiben egy {izenet nem tipikus szdveg, vagyis benne a betiik
el6fordulasanak valdszintisége eltér a szokasostodl, akkor egy rogzitett kodtabla, amely a
tipikus szovegek betligyakorisdga alapjan épiil fel, nem biztosit optimdlis kédot még a
Huffman-kdd esetén sem. Ha viszont egy ilyen esetben a konkrét szbveg statisztikdja
alapjan hozzuk létre a kodtablat, akkor ezt is tovabbitani kell, ami néveli a kddolt szoveg
hosszat.

A szétarkédok alapgondolata, hogy egy ¢ € A* — B* szdtarat haszndlunk fel a
kédolasra, amelynek értelmezési tartomanya tartalmazza A-t, azaz a kddolandé abécét.
A szétéar lehet allandé (statikus) vagy véltozd (dinamikus).

* 9.2.16. Futamkddolds. Bizonyos szovegallomanyokban gyakran fordulnak el is-
métlédé karakterek (példaul ismétlédé szokozok). Ilyenkor célszerti lehet dgy tomoritenti,
hogy a karaktert csak egyszer adjuk meg, majd megadjuk az ismétlések szdmat. A gon-
dot az okozza, hogy az ilyen szamokat el kell valasztani a szoveg karaktereitol. Egyik
lehetéség, hogy a legaldbb (mondjuk) haromszor ismétl6dé karaktert haromszor leirjuk,
majd utdna frunk egy decimdlis szamjegyet, hogy még hanyszor ismétlédik. Példaul a
40 karakter hosszu

LuuuuLuugugogogogol uLuLLLLLLLLLLLLLLLLL

sor igy tomoritve
uuubgugogogogol 9 L6

lesz; a 21 ismétlédést csak ,két részletben” tudtuk leirni, mert nincs 9-nél nagyobb
decimalis szamjegy. (Persze, a decimélis szdmjegy helyett egy egész bajt is jelezhetné az
ismétlédést, de az elv nem véltozna.)

Ha van olyan betii az 4bécében, amely biztosan nem fordul el a széveghen, példaul
a @, akkor azt haszndlhatjuk ,escape” karakternek, jelezve, hogy az utana kovetkezo
szdmjegy nem része a szovegnek, hanem az el6z6 betii ismétlddéseinek szamét kddolja (0
szamjegy egy ismétlés, sth.). Ezzel a szoveg

L@6gugogogogol @9,,08
lesz. Ha # egy masik ,escape” karakter, akkor példaul felhaszndlhatjuk annak jelzésére,
hogy utédna két szamjegy irja le az eddig még nem kédolhatd szadmi ismétlédéseket (00
tizenegy ismétlés, stb.). Igy a szoveg
L@6gugogogogol, #09
lesz. Egy tovabbi lehetdség, hogy ismert széveghossz esetén az egyik , escsape” azt jelzi,
hogy a szoveg végéig mar csak egy ,trividlis” karakter jelen esetben a szdkoz

ismétlédik. A fenti példabdl igy

L@6gugogogogol#
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lesz.

Latszélag gondot okoz ,escape” karakterek keresése. Ha azonban a futamkddolast
egy prefix kéddal kombinaljuk, akkor annyi ,,escape” karaktert gyarthatunk, amennyit
akarunk. S6t, az escape karaktert és az utana kovetkezo szamot egybefoghatjuk, és ezek-
hez a parokhoz rendelhetiink egy prefix kédszét, vagy akar a betiit, az escape karaktert
és az utana kovetkezo szamot fogjuk Ossze, és ehhez a hdrmashoz rendeliink prefix kdd-
sz0t. Fax kodolasdra elterjedt eljaras egy ilyen kéd. Csak fekete és fehér képelemek
vannak, egy sor 1664 képelem, soronként olvasunk. A futamhosszak: 0,1,2,...,63 és
64,128,192,256,...,2560. A kédhosszakat a 9.7. tablazat tartalmazza.

fehér bindris fekete bindris tetszOleges bindris
futam kéd futam kéd futam kéd
hossza hossza hossza hossza hossza hossza
0 8 0 10 1792...1920 11
1 6 1 3 1984 ...2560 12
2...7 4 2...3 2
8...10 5 4 3
12...17 6 5...6 4
18...28 7 7 5
29...63 8 8,9 6
64...128 5 10...12 7
192 6 13...14 8
256 7 15 9
320...640 8 16...18 10
704...1600 9 19...25 11
1664 6 26...63 12
1728 9 64 10
128 ...448 12
512...1728 13

9.6. tablazat

* 9.2.17. LZ77. Ennek a sz6tér tipusi kddolasnak az 6tletét Lempel és Ziv egy 1977-
ben megjelent cikke tartalmazza. A még nem kddolt szévegbdl egy [ hosszusagu ,, ablakot”
figyeliink, mig a mar kédolt szovegnek az ablak el6tti L hosszisagu része a ,,szotar”. Az
ablakban elhelyezkedd szoveg egy legaldbb m hosszi prefixét keressiik a szétarban, a
szotar végétdl kezdve. Ha t6bb prefixet is taldlunk, a leghosszabbat valasztjuk, és ha az
tobb helyen is elofordul, akkor a szétar végéhez legkdzelebb 4ll6 eléfordulast. Ilyenkor
az (n,d) par keriil a kédolt szovegbe, ahol n a taldlt prefix hossza, m < n <[, a d
pedig a tavolsdg a szotar utolsé betiijétdl, 0 < d < L. Ha nem taldlunk elég hosszi
prefixet, akkor az ablak els6 bettje keriil a kdédszovegbe. Példdul ha a kédolandé ASCII
szoveg gugogogogol, | = 8, L = 16, m = 2, akkor a kéd gugo(1,8)1 lesz. Ha n helyett
n —m + 128 értékét irjuk a szovegbe, akkor a kéd hexadecimélis 6775676FF186C lesz. A
kédszoveget dltaldban tovabb kédoljuk egy prefix kddolassal.
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* 9.2.18. A gzip parancs. Ez a parancs a ,deflate” tomoritett adatformatumot
hasznélja egyes blokkokra, de ha nem sikeriil t6moritést elérni, a program gy is donthet,
hogy egy részt csak dtmasol. A deflate adatformatum részletes leirasat 1lasd: Network
Working Group RFC 1951. (RFC: Request for Comment.) Sok més hasonl6 program és
a zlib tomoritett konyvtarformatum (ldsd RFC 1950) hasznélja a deflate formatumot. A
deflate formatum az LZ77 eljarast kombinalja két prefix kéddal.

A deflate elsd 1épése egy LZT7-viltozat, amely bajtsorozaton dolgozik | = 258,
L = 2%, m = 3 paraméterekkel. Az eljards annyiban médosul, hogy az ablak mé-
sodik betiijével kezd6d6 infixre is végeznek keresést a szétarban, és ha erre nagyobb n
hosszt sikeriil elérni, akkor az elsé béjtot egyediil viszik ki. (A parancs paraméterezésével
»lebutithatjuk” a keresést, és a program gyorsabb lesz, de a dekédolds nem véltozik.)

A masodik 1épés a prefix kdédoldsok alkalmazasabdl all. A kédtdblak lehetnek elére
definidltak vagy valtozéak. Az n hosszat az n +— n — m + 257 transzforméacidval a
257 ...512 tartoméanyba viszik at; 256 kimarad, az a blokk végét jelzi. Az el6re definialt
kédtabldkat a 9.7. tdblazat tartalmazza. Az xx...x-szel jelolt rész bindris szdmldlé. Ha
valtoz6 kédtablat haszndlunk, akkor azt is 4t kell vinni. Ezt gy oldjak meg hatékonyan,
hogy az xx...x-szel jelolt bindris szamlalékat nem vonjak be a kédba. A kédfa helyett
csak a kdédhosszakat taroljdk sorrendben, az el¢ nem fordulé esetekhez nulla hosszat
adva meg. Ebbdl az informdciobdl a 9.2.7. tétel bizonyitasdnal megadott algoritmussal
a kédfa mar felépithetd. A kddhosszakat maximum 15-re korlatozzdk és futamkddoljdk,
majd prefixkédoljak, és csak ennek a prefix kédnak a kédhossztabldjat taroljdk.

* 9.2.19. LZW-kédok. Lempel és Ziv mddszereinek egyik tovabbfejlesztése Welch-
t6l szarmazik. A kddszavak prefix kédot alkotnak, példaul fix hosszisaguak. Kiindulas-
kor a kédtabla csak a kdédolandé széveg abécéjének betiiithez tartozd kddszavakat tartal-
mazza, és ez boviil a kddolds valamint a dekddolds sordn dgy, hogy bizonyos betiisoro-
zatok kédjat adjuk meg. Tegyiik fel, hogy valameddig mar kédoltuk az eredeti szoveget,
és kezdjiik el olvasni a kédolandé szoveget ettdl a ponttdl kezdve. Az elsé olvasott betili
kédjat tartalmazza a kédtabla. Olvassuk ki a kovetkez6 betiit. Ha az elsd két betiibol
allé szoveg is szerepel a kédtablaban, akkor olvassuk ki a harmadik betiit, és ezt foly-
tassuk mindaddig, amig egy olyan betiihdz nem ériink, hogy a megel6z6 betiiig terjedd
szovegnek mar van kdédja, de az utolsé betiivel kiegészitett szovegnek még nincs. Legyen
a kiolvasott szoveg a; . ..anans1, ahol n € NT. Az el8bbiek szerint tehat a; ...a,-nek
mar létezik kdédja, de a; ... ana,41-nek nem. Ekkor elkiildjiik az n-hossztisagi szoveg is-
mert kédjat, és amennyiben a kédtabldban még van szabad hely, akkor a soron kévetkezo
kédszét ay . .. anany1-hez rendeljiik, a kédtabldhoz pedig hosszdadjuk az ay ... anan41-
b6l és a kddjabdl allé rendezett part. Amennyiben betelt a kédtabla, akkor nem bévitjiik
tovabb.

A dekédoléds hasonldan torténik. Az elsé vett kddszé biztosan egyetlen betli kddja,
amelynek a vétel helyén is ismert a megfejtése. Ismét tegyiik fel, hogy mar valamed-
dig eljutott az adds, és egy djabb kdédszo érkezik. Ha az el6z6 kddszénak megfeleld
string aq ...a,, és a most vett kddszd dekddolasdban az elsé betl u, akkor az adénal
a most elkiildott kddszd el6tt a kddtabla soron kovetkezd eleme az ag ...anu betliso-
rozatot fogja kddolni, vagyis a vevd is ezt a jelsorozatot rendeli a kddtabla soron ko-
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betii binaris bindris

vagy hossz kdod tavolsag kod

0...143 00110000...10111111 0...3 00000...00011
144 ...255 110010000...111111111 4...5 00100x
256...264 0000000...0001000 6...7 00101x
265...266 0001001x 8...11 00110xx
267...268 0001010x 12...15 00111xx
269...270 0001011x 16...23 01000xxx
271...272 0001100x 24...31 01001xxx
273...276 0001101xx 32...47 01010xxxx
277...280 0001110xx 48...63 01011xxxx
281...284 0001111xx 64...95 01100xxxxx
285...288 0010000xx 96...127 01101xxxxx
289...296 0010001xxx 128...191 01110xxxXXXX
297...304 0010010xxx 192...255 01111xxXXXXX
305...312 0010011xxx 256...383 10000xxXXXXXX
313...320 0010100xxx 384...511 10001xxxXXXXX
321...336 0010101xxxx 512...767 10010xXXXXXXXX
337...352 0010110xxxx 768 ...1023 10011xXXXXXXXX
353...368 0010111xxxx 1024 ...1535 10100XXXXXXXXX
369...384 11000000xxxx 1536...2047 10101xXXXXXXXXX
385...416 11000001xxxxX 2048 ...3071 10110XXXXXXXXXX
417...448 11000010xxxXX 3072...4095 10111XXXXXXXXXX
449...480 11000011xxxxX 4096...6143 11000xXXXXXXXXXXX
481...511 11000100xxxXX 6144 ...8191 11001XXXXXXXXXXX

512 11000101 8192...12287 11010XXXXXXXXXXXX

12288 ...16383 11011XXXXXXXXXXXX
16384 ...24575 11100XXXXXXXXXXXXX
24576 ...32767 11101XXXXXXXXXXXX

9.7. tablazat

vetkezd eleméhez, és igy a tovabbiakban mar ezt a kédot is tudja dekddolni. Egyetlen
esetben lehet probléma a dekddoldsndl. Ha a kdédoldsnal a mar kédolt széveg utén az
Q1 ...0pAp41 - - - Qpym SzOvVeg olyan, hogy a; .. .a,-nek mar van kédja, de a; ...anan4+1-
nek még nincs, és apt1...Gntm = Q1 ...0Ap0n4+1, akkor az a; ...a, kédjanak elkiildése
utan az adénal bekeriil a kédtablaba a; ...ana,+1 kodja, és igy a kovetkez6 kddolandé
szoveghez, aj ...ana,+1-hez mér lesz bejegyzés, tehat tudjuk kédolni (de a kovetkezd
betlivel meghosszabbitott szoveg még biztosan nem kédolhatd, hiszen ellenkezd esetben
az algoritmusunk alapjan mar az el6z6 1épésben tudtuk volna ay ... anan,41-et kédolni).
Ugyanakkor a vétel helyén a; ...ana,41 kédjit az eléz0, a; ...a,-hez tartozd kéd de-
kédolésa, valamint a most beérkezett, az a;j ...ana,+1 kddjanak visszafejtésekor kapott
szoveg elsd betiije alapjan tudniank meghatarozni, ami lehetetlen, hiszen az aktudlis de-
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kédolashoz a még ismeretlen, éppen most meghatdarozandd szoveget kellene ismerni. A
dekddolds azonban mégis elvégezhetd. Ha a vett kddszéd még nem szerepel a vétel helyén
a kodtablaban, az csak azért lehetséges, mert a kédolandé szoveg a fent leirt alakd, tehat
Uil - -« OGptm = Q1 - . . Gpapy1, amibdl viszont kovetkezik, hogy a,411 = a1, tehat a kdd-
tablaban még nem taldlhatd, és éppen most beérkezett, dekédolandé széveg aq . .. ana1,
igy el tudjuk végezni a dekddoldst, és tovabb tudjuk épiteni a vevénél is a kddtablat.

* 9.2.20. Példa az LZW-kédra. Legyen a kéd hexadecimélis, a kddszavak hossza
2 (igy a kédtabla maximalis mérete 256 bejegyzés), és az alaphelyzetben haszndljunk
ASCII-kédot. Példaul c kédja 63, igy a kddtabldban az egyik bejegyzés a (c,63) par.
Kédoljuk a gugogogogol sziveget.

Mivel g kédja 67, ugyanakkor gu még nem szerepel a kédtabldban, igy elkiildjiik
a 67-es kddszot, és a kédtdbldba beirjuk (gu,80)-at. A tovabbiakban az ugogogogol
szoveget kell kédolnunk. Az u kédja ismert, de ug kédja nem. Kiildjitkk u kédjat, ami
75, és a kddtablaba beirjuk az (ug,81) part. Maradt a gogogogol szoveg. Most ismert
g kédja, de ismeretlen a go szidveg, tehat megy a 67-es kddszo, és a tabldba beirjuk a
(go, 82) péart. Most az ogogogol szoveg bal szélénél tartunk. Tudjuk o kédjit, de még
ismeretlen az og kédja. A 6F-es kdd elkiildésén kiviil az (og, 83) bejegyzéssel megadjuk
og kédjat. A gogogol szoveg maradt. Tudjuk g és go kdodjat, de még nincs kédja a gog
harmasnak, igy elkiildjiik 82-t, és a tdblaba bekeriil a (gog, 84) par. Kovetkezik a gogol
kédolasa. Mar tudjuk kédolni g-t, go-t, gog-ot, de még nem taldlkoztunk gogo-val, igy
el tudjuk kiildeni a 84-es kddszét, és felvessziik a kédtabldba (gogo, 85)-6t. Még ol van
hatra. Ebbdl csak az o-t tudjuk kddolni, az elkiildott kod 6F, és béviil a kédtabla, ahova
(01, 86) keriil. Végiil egyetlen karakter, az 1 maradt, amelynek a kédja 6C. Ezt elkiildjiik,
és a tablaba mar semmit nem kell bejegyezniink.

Most nézziik a dekddolast. Az érkezd kddszavak sorozata 6775676F82846F6C. Mivel
67-bél g-t, 75-bél u-t dekddolunk, a kédtdbldba bejegyezziik a (gu, 80) part. Az 67-hél
ismét g-t dekddolunk, a tdbldba bekeriil az (ug,81) par. Mivel 6F az o kddja, tehét az
eddig visszafejtett szoveg gugo, és a tabldba (go, 82)-t frunk. Kovetkezik a 82 dekddoldsa.
A kédtéblaban a (go, 82) bejegyzés talalhatd, igy az eddig dekddolt teljes szoveg gugogo.
Mivel az eléz6 kédszd 6F, mig a most dekddolt szoveg elsd karaktere g volt, ezért a
kédtablaba (og, 83) keriil. Most 84-et kell dekédolnunk, 4m a tdblankban ilyen kéd
nincs. Ebbdl arra kovetkeztetiink, hogy a 84 megfejtése az utolsé dekddolt szoveg, jobbrél
kiegészitve az elébb dekddolt karaktersorozat bal szélso karakterével, vagyis a konkrét
esetben 84 megfejtése gog, és gyorsan beirjuk a kédtabldba a (gog, 84) part. A hatralévd
kod fejtése mar konnyti, az elséé az o, és a kédtabla béviil a (gogo, 85) beirdssal, majd
6C megfejtése 1, és a kodtablaba feljegyezziik az (o1, 86) part.

Az el6bbi kddolast és dekddolast mutatja a 9.8. és 9.9. tablazat.

A 9.8. tablazatban az 1. oszlopban a még nem kddolt széveg, a 2. oszlopban az adott
menetben kédolt szovegrész taldlhatd. A 3. oszlop mutatja az elkiilldott kddszét, mig a
4. a tablaba keriil6 bejegyzést.

A 9.9. tablazat 1. oszlopdban az éppen vett kddszo lathatd, utdna jon a tabla meg-
felel$ bejegyzése, majd a dekddolt szévegrész. A 4. oszlopban taldlhatd a tdbla aktudlis
bejegyzése.
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gugogogogol g 67 (gu, 80)
ugogogogol u 75 (ug, 81)
gogogogol g 67 (go, 82)
ogogogol o 6F (og, 83)
gogogol go 82 (gog, 84)
gogol gog 84 (gogo, 85)
ol o 6F (01, 86)
1 1 6C
9.8. tablazat

67 (g, 67) g

75 (u,75) u (gu, 80)

67 (g 67) g (ug, 81)

6F (o, 6F) o (go, 82)

82 (go,82) go (og, 83)

84 (gog, 82) gog (gog, 84)

6F (o, 6F) ) (gogo, 85)

6C (1,6C) 1 (01, 86)

9.9. tablazat

Programozasndl zavar6 lehet, hogy a parok els6 koordinataja valtozd hosszisagui
sztring. Ezt konnyen kikiiszobolhetjiik gy, hogy csak az utolsé betiit taroljuk, és egy
pointert a prefixre, ami mar a tablaban van. Ha a kdd egyenletes kod, a dekédolasnal a
o fiiggvény inverzét tabldzatban tarolhatjuk. A kddolds soran a ¢ fiiggvényt mint parok
halmazat kezeljiik. Ez hash-transzforméciéval valésithaté meg hatékonyan.

* 9.2.21. A compress parancs. LZW-tipusti kddot hasznél a compress parancs. Az
ujdonsag, hogy a kdédhosszat dinamikusan valtoztatjuk. Kezdetben a kédhossz 9 bit, és
a bajtok kdédjait tartalmazza. Ha betelik a szétar, 10 bitre noveljiik a kddhosszat. A
kdédhossz maximalis értéke paraméterezhetd, de maximum 16 bit. Ha elértiik a maximalis
kédhosszat és betelt a szétar, a program akkor is figyeli, hogy mekkora tomoritést sikeriilt
elérni. Ha ez egy adott érték ald megy, eldobjuk a szétarat, és Gj szotar épitésébe kezdiink.

* 9.2.22. Digitalizdlds. Egy val6s értékii fiiggvényt, analdg jelet szamitégépben koz-
vetleniil nem tudunk reprezentdalni, ezért mintavételezéssel sorozatta alakitjuk, majd a
kapott valds szdmokat egész szamokka alakitva kvantdljuk. A két 1épés egyiitt a digita-
lizalas.

Egy t — F(t) fiiggvényt (amit legtobbszor az id6 fiiggvényének gondolunk, bar ez
nem sziikségszerli) mintavételezéssel alakithatunk (mindkét irdnyba végtelen) sorozatta:
legyen fr, = F(19+k7), ha k € Z, ahol 79 € R és 0 < 7 € R rogzitettek. A mintavételezés
periédusideje T, ennek reciproka, 1/7 a mintavételi frekvencia. Természetesen, ha a jel
csak egy véges intervallumon van értelmezve, akkor a minta is véges sorozat lesz.

Tekintsiik példaként a t — sin(Qﬂ'(t — Tg)/T) jelet, amelynek periddusa T (azaz
f(t+T) = f(t) minden t € R-re), frekvencidja igy 1/T. Ennek mintavételezésével az
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fr = sin(2wk/T), k € Z sorozatot kapjuk. Eszrevehetjﬁk7 hogy ha a jel frekvencidja
a mintavételi frekvencia fele, azaz ha 2/T = 1/7, akkor f; = sin(mk) = 0, ami meg-
egyezik az azonosan nulla jel mintavételezésével kapott sorozattal. Ez azt mutatja, hogy
a mintavételi frekvencia felénél nem kisebb frekvencidji jelosszetevék a mintavételnél
elveszhetnek. Ezért a mintavételi frekvencia az dtvinni kivint jel legmagasabb frekvenci-
4ju osszetevéje frekvencidjanak tobb mint kétszerese kell legyen: ez Shannon mintavételi
torvénye.

Kétdimenziés (z,y) — F(z,y) jelnél, példaul képnél kétdimenzids mintavételezést
alkalmazunk:

fij = F(& +i&,mo0 + jn).

Haromdimenziés (z,y,t) — F(xz,y,t) jelnél, példdul mozgdképnél a mintavételezés is
haromdimenzids:
figa = F(& +i&,m0 + jn, 70 + k7).

A mintavételezéssel kapott jel még nem tarolhatd a szamitégépben: kerekitéssel
digitalizalni kell. Altaldban egészre kerekitiink valamilyen szabdly szerint. A kerekités
el6tt rendszerint egy v — ¢(v) kvantdldsi fiiggvényt alkalmazunk a mintavételezéssel
kapott értékekre. A kvantdlasi fiiggvény gyakran linedris, ¢(v) = av + b alaki. Minél
nagyobb a, annél kisebb valtozas elég v-ben, hogy maésik egész szdmot kapjuk a kerekités
utan, tehdt annal finomabb a kvantalds. A b konstanssal példaul elérhetjiik, hogy a
kvantalt értékek nemnegativak legyenek, b tehat szinteltolast jelent.

A kvantélés sajnos azt is jelenti, hogy ,,zajt” visziink be a jelbe. A hang (egységnyi
feliiletre es®) teljesitménye a hangnyomds négyzetével ardnyos. A mikrofon a hangnyo-
massal ardnyos fesziiltséget hoz létre, a teljesitmény ennek a négyzetével aranyos. Fiiliink
érzékenysége logaritmikus jellegii: két hang kozott akkor érziink ugyanolyan hangossig-
kiillonbséget, ha teljesitményiik ardnya ugyanaz az érték. Ezért hangjel kvantilasanal
logaritmikus jellegli kvantdlasi fiiggvényt érdemes alkalmazni, mert ekkor ugyan han-
gosabb jelnél a zaj is hangosabb lesz, de a teljesitményiik ardnya ugyanaz marad, igy
egyformén érezziik zajosnak a kiilonb6z6 részeket. Példdul a telefontarsasagok az USA-
ban és Japanban a

v — asgn(v)log(1 + plv|)

fiiggvény haszndljak alkalmas a és p vélasztdssal. Az is lehet, hogy egy mar (linedri-
san, finoman) kvantalt jelet kvantdlunk tjra nemlinedris kvantdlassal. (Példaul digitdlis
telefonndl a fenti fiiggvénnyel tulajdonképpen 14 bites linedrisan kvantalt értéket kvan-
talnak tdjra, hogy 8 bites értéket kapjanak.) Természetesen amikor a digitalizalt jelet
visszaalakitjuk analdg jellé, a kvantélasi fiiggvény inverzét kell alkalmaznunk.

Altaldban a digitalizalds mindkét 1lépésében elvész az informacid egy része, igy alta-
ldban minden digitalizalast hasznal6 kédolas eleve veszteséges.

Néhany tomorit eljards vektorkvantaldst haszndl: Osszetartozd mennyiségeket (pél-
daul egy szines képpont szinkoordindtdit) egyiitt vektornak tekintiink, és egy vektorokat
tartalmazé kédtablabdl keressiik ki a hozza legkozelebbi vektort.

* 9.2.23. DFT és IDFT. Tekintsiink egy T > 0 periédus szerint periddikus valés
valtozds F fiiggvényt (azaz F(t + T) = f(t) minden ¢ € R-re), legyen a mintavételi



182 9. Kddolés

frekvencia az 1/T ,alapfrekvencia” n-szerese, ahol n > 2 egy természetes szdm, azaz
legyen 7 = T'/n, és legyen 75 = 0. A mintavételezéssel kapott f;, j € Z sorozat n szerint
periodikus, azaz fj1, = f; minden j € Z-re, igy egy Zp-en értelmezett f fiiggvénynek
is tekintheto, vagyis az fq, f1,..., fn—1 értékek egyértelmiien jellemzik. Ezt a fiigg-
vényt szeretnénk , eltolt szinuszos” jelek linedris kombindcidjaként eldallitani. Tekintsiik
a Hy(t) = cos(2nkt/T) + isin(2nkt/T), k € Z ugyancsak T szerint periddikus komplex
értéki fiiggvényeket. A Hy, fiiggvény mintavételezésével az wi¥, j € Z sorozatot kapjuk,
ahol w,, = cos(27/n) + isin(27/n) az elsd n-edik egységgyok. Legyen fr = Z;:O] fiwy, 7k
(azaz az

(fovfh"' 7fn7])
és az
(wg,wﬁ, e ,w,g”*])k)

C™-beli vektorok belsd szorzata), ha k € Z. A fk, k € Z sorozat is n szerint periodikus,
hiszen w! =1, igy

n—1 n—1
. o TR
Jrtn = E fiwg A = E fiwn 7" = fr.
7=0 j=0

Tehét az f sorozathoz az f sorozatot rendel6 leképezés a Z,,-en értelmezett komplex érté-
ki fiiggvények n-dimenzidés komplex vektorterét onmagédba képezi le. Ezt a leképezést ne-
vezziik diszkrét Fourier transzformacionak, DFT-nek. A diszkrét Fourier-transzformécio
olyan fontos leképezés, hogy gyors végrehajtdsara integralt aramkoroket gyartanak, sza-
mos miiszaki alkalmazdssal. A DFT nyilvin linedris.

Vegyiik észre, hogy

k\n
j=0 o w =1

0, ha wF # 1, és nyilvdn n, ha w® = 1. Ebbél kovetkezik, hogy a Ho, Hy, ..., H, 1
fiiggvények mintavételezésével kapott hy : Z,, — C vektorok paronként ortogonalisak és
mindegyiknek az dnmagéaval vett belsd szorzata n. Innen a

n—1
1 ~
t— — H(t
= 3:0 FeH(t)

fliggvény a mintavételezés t = jT pontjaiban megegyezik az F fiiggvénnyel. Specidlisan,
a DFT invertdlhaté, és ,majdnem” sajat maga az inverze: t = j7 helyettesitéssel

n—1
1 A 2
fi=+ R A
k=0

A DFT inverzét inverz diszkrét Fourier transzformacionak, IDFT-nek nevezziik.
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Tovabbi hasznos észrevétel, hogy

R n—1 n—1

S . k =

Fro=)_ fiw =" fiwd = foi
Jj=0 Jj=0

fgy ha az f; sorozat valés, akkor fk = fk = E Valés f; sorozat esetén az foH(t) tag
konstans, ha pedig 0 < k < n/2, fi, = r(cos ¢ + isin p), akkor
feHi(t) + f-xH_i(t) = r(cos ¢ + isinp)(cos(2nkt/T) + isin(2nkt/T))
+ r(cos p — isin p) (cos(2wkt/T) — isin(27kt/T))
= 2r cos(2mkt/T + ),
azaz egy 2r amplitiddju koszinuszos jel ¢ faziseltoldssal, tehat az eredeti jelet lényegében

harmonikus jelek Gsszegére bontottuk.
Végiil vegyiik még észre, hogy ha az f; sorozat paros, akkor

1=
fj:f—j:ﬁfja

ahonnan

fr

>

S|

k :fka

azaz f is paros. Ha az f; sorozat valds és paros, akkor a fj sorozat paros és fr = f) =
f—x = fr, azaz valds is. Hasonldan, ha az f; sorozat paratlan, akkor

1=
—fi=1-i=1

ahonnan

—fr = %Jgk = fr,

azaz f is paratlan. Ha az f; sorozat valds és paratlan, akkor a fi sorozat paratlan és

fk = fk = f_k = —fk, azaz képzetes.

* 9.2.24. FFT. A gyors Fourier-transzformécié (Fast Fourier Transform, FFT) a
diszkrét Fourier-transzformdélt gyors kiszdmitdsara szolgdl. Legyen n rogzitett, és az
egyszeriiség kedvéért vezessiik be az w = W, = w,, ' jelolést. Vegyiik észre, hogy az el6z6

pontban hasznalt jelolésekkel fi, nem méas, mint az f(©(z) = Z;—Z:o fja? polinom zj, = w*

helyen felvett értéke. Az fi értékek gyors kiszamitdsdhoz vezetd triikk: ha n = nina,
akkor y = 2™ jeltléssel

nip—1

JO@m ) = 37 2 [0 (),

Jj1=0
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ahol
ng—1
1 i .
) y): Z.f’n1j2+j1yj27 ]1:0,17...,711—].-
Jj2=0
Ha z = wit,wittm2 . ,witt(m=1n> “akkor y ugyanaz, igy minden kiszamitott fj(ll)(y)

érték tobbszor is felhasznélhaté. Példaul, ha ny = 2, akkor az f(9) polinom w? és wi*+7/?
helyen felvett értékeit egyszerre szamolhatjuk ki (azt is felhasznélva, hogy w™/? = —1)
az alabbi pillangé miivelettel:

FOFR) = £ (@) + WF D ()
FOFF2) = i (@2R) — WP fD (2R

Péld4ul, ha n = 8, n; = 2, akkor x = wk és x = W**? esetén y értéke W, igy az

fo+ L2y + fay” + foy’

és
fi+ oy + fsy® + foy?
értékeket kétszer is tudjuk haszndlni, igy a munkat nagyjabol megfeleztiik. Természetesen

rekurzivan is alkalmazhatjuk ezt a triikk6t. Az aldbbi, egyiitthatéikkal adott polinomok
értékeit kell kiszdmolnunk a megadott helyeken:

(fo, fis foo fay fa [ fes f7)

O Wl Ww? WP, Wt Wb, Wl W

0 2 4 6

<fo, fa2s fas fe) <f1, fsi s, f7>
0 2 4 6

w’, wo, W w w’, wo, W w

(fo, f4) <f27 fﬁ) (fl, f5) (fs, f7)

W0, Wt W0, wt W0 Wt W0, Wt

<f0) <f4> (f2) (fe) <f1> (f5> <f3) <f7>
w? w? w? w? w? w? w? w?

A fentiek alapjian rekurziv programot irhatunk a diszkrét Fourier-transzformaécié

elvégzésére. Az n = 2™ esetben célszertibb azonban a rekurziét ciklussd kibontani.
Vezessiik be az [dsds_1 .. .dady] = Z§:1 d;2971 jelslést. Legyen
2’!71 s 1
'f]17J27 s Z fJJst 1 JM]]x ha  ji,... ,jSE{O,l}.
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Az f(m) ;.. Polinomok konstansok, értékiik JUmim1. Az

J1:5250 s J2g1l

(s) k2% _ p(s+1) k2st! k2% p(s+1) k2st!
Fivio @) = F Gl gao@ )+ W S Gl g @ )

(s) k2°4n/2y _ p(s+1) k2stly k2% p(s+1) k2st1
Tz, @ )= Firvdare. g0 e N O )
pillangé-miivelet segitségével rendre az s = m—1,m—2,... ,1,0 értékekre szamitjuk ki a

fliggvényértékeket. Egyetlen n elemli A tombo6t hasznalunk, fj(ls)J2 s (w

értéke Alkika ... km—sjij2 ... Js)-be keriil, ahol k1, ko, ... ,km—s,71,--.,Js € {0,1}. Igy
az alabbi algoritmust kapjuk:

* 9.2.25. FFT algoritmus. Az eléz6 pont jeloléseivel, az algoritmus az

Almim=1---J2s1] = f[jmjm_l...jgjl]a Jis--o s Jm €4{0,1}

sorozat Fourier transzformaltjat szamolja ki. Az eredmény az A témbben keletkezik, de

f[kmkm—l---kal] = A[k] kz . .k‘m,]k‘m], ha k],. . ,km S {0, 1}

A szamitas haszndl egy T segédtablazatot, amely az w hatvanyait tartalmazza, alkalmas
sorrendben:

Tljm—1 - fojr] = w32 Im=ilha gy € {0, 1)

(1) [Inicializalds.] Legyen [ « 2m~1.

(2) [Menet kezdete.] Legyen j < 0 és t < 0.

(3) [Pillangdsorozat kezdete.] Legyen k < j + 1 és w < TI[t].

(4) [Pillangd.] Legyen z «— A[j] és y «— wA[j + ], majd legyen A[j] «— = + y és

Alj +1] « z —y, végiil legyen j — j + 1.

[Pillangésorozat vége?] Ha j < k, menjiink vissza (4)-re.

(6) [Menet vége?] Ha k 4+ 1 < n, legyen j « k + 1, t « t + 1 és menjiink vissza (3)-ra.
[

Vége?] Legyen [ — |I/2]. Hal > 0, menjiink vissza (2)-re, egyébként az algoritmus
véget ért.

Az eredmény kiolvasisahoz, illetve a T tabla feltoltéséhez sziikséges ,, bitforditas” el-
tolasokkal térténhet: a szamot balra tolva, egyenként megkapjuk bitjeit, és azokat jobbra
toldssal 6sszerakjuk forditott sorrendben. Még egyszeriibb a kovetkezd szam bitforditott-
jat az el6z6 bitforditottjabdl szamitani, a legnagyobb helyiértékii bithez 1-et hozzdadva,
és az atvitelt az alacsonyabb helyiértékek (sicl) felé végezve.

Vegyiik észre, hogy ugyanaz a T tablazat kiilonb6zé m értékekre is megfelel, ha a
maximalis m értékre szamoljuk ki.

zs[knzfskm—371 ka]])
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* 9.2.26. IFFT algoritmus. Az el6z6 pontban megadott algoritmus megfordithaté:
ha a meneteket forditott sorrendben hajtjuk végre, | = 1,2,...,2™ lre, és a (4) pillangé
miiveletet invertdljuk, akkor a transzformacio inverzét kapjuk:

(4") [Inverz pillangd.] Legyen z «— A[j], y «— A[j +1], majd A[j] — (z+y)/2, Alj+1] —
(z —y)/(2w), végiil j — j+ 1.
A felhaszndlt T' tdblazat ugyanaz. A kettével vald osztisokat elhagyhatjuk, ha az

egész algoritmus elején vagy végén az A tomb minden elemét osztjuk 2™-mel. Vegyiik
észre azt is, hogy 1/w = w, igy nincs sziikség osztdsra, szorzdssal is dolgozhatunk.

* 9.2.27. Gyors szorzas FFT-vel.ALegyen f= E;:o] fi@d, g = E;:o] gjx?, és h
az f és g polinomok szorzata. Mivel fi = f(w; %), & = g(w;*), azt kapjuk, hogy
h(w;®) = frgr, vagyis ha h fokszdma kisebb, mint n, azaz h = Z;:O] hjai, akkor
he = fxgr, 0 < k < n. Innen h meghatdrozhaté IFFT-vel. Igy gyors algoritmust
kaptunk polinomszorzasra.

A ¢ alapi szdmrendszerben felirt f(q) = Z;:Ol 1 és glq) = Z;:Ol 9;¢° szémok
szorzata h(q) = Z?:_[)l h;q?, ha a megfelel§ f és g polinomok szorzata az n-nél alacso-
nyabb foku h = Z;:O] hjxj polinom. fgy gyors algoritmust kaptunk szamok szorzasra.

* 9.2.28. DCT és IDCT. A mérnoki gyakorlatban jobban szeretnek valds szdmsoro-
zathoz valds transzformélt sorozatot rendelni. Tekintsiink egy valds valtozds valds értékii
2T szerint periodikus péros F fliggvényt. Legyen a mintavételi frekvencia az 1/(27)
yalapfrekvencia” 2n-szerese, ahol n > 2 egy természetes szdm, azaz legyen 7 = T'/n, és
legyen 7o = 7/2. A mintavételezéssel kapott f;, j € Z sorozatot az fo, fi,..., fn_1 érté-
kek egyértelmiien jellemzik, mert a sorozat 2n szerint periodikus, azaz fj;2, = f; minden
J € Zre,és f_j_1 = f;, ha0 < j <n A F fliggvényt szeretnénk , koszinuszos” jelek
linedris kombindci6jaként el6allitani. Tekintsiik a Hy(t) = cos(nkt/T), k € Z ugyancsak
2T szerint periddikus paros fiiggvényeket. A Hy fiiggvény mintavételezésével a

4+ 1/2
Cosw’ jEZ
n

sorozatot kapjuk. Legyen
n—1 .
k 1/2
Cr = Z f] CcOS M
§=0

n
(azaz az (fo, f1,--- , fn-1) és a
wk 3k (2n — )7k
CO8 5y COB o, €08

R™-beli vektorok belsé szorzata), ha k € Z. Az

(foaflv-- . afn—l) = (007017-- . 7Cn—1)
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leképezés R™-et 6nmagaba képezi le. Ezt a leképezést nevezziik diszkrét koszinusz transz-
formaciénak, DCT-nek. A DCT nyilvan linedaris.
Vegyiik észre, hogy

S (b i @1
Z (w4n) = Wian wzk 1 = 0;
j=0 an

ha —2n < k < 2n, k # 0. Mivel a koszinusz paros és periodikus,

n—1 . n—1 —1
1/2 1 1/2) 1/2
ZCOSW}C(]Z/):Q_ZCO (J+/ Z J“F/)
Jj=0 Jj=—n jf—n
1°& ]+1/2 1°¢= +1/2
PN SR
2n—1
k2+1 —k(25+1
= (47(zj + 4n(J )):07
j=0

ha —2n < k < 2n és k # 0. Ebbdl kovetkezik, hogy a Hy, Hy,...,H,_1 fliggvények
mintavételezésével kapott hy € R™ vektorok bels6 szorzata

n—1 . )
1/2 2(j +1/2
<h1€1 ) hk2> = Z COS 7'(']{3] ('7 + / ) CcoSs 71']{52 (] + / )

N (o TR ARG 1/2) b — k) +1/2)
Eg(cos " + cos " )7

azaz ha 0 < ki, ky < n, ki # ko, akkor 0, ha 0 = ky = ko, akkor n, ha pedig 0 # k; =
ks < m, akkor n/2. Innen a

tl—>—+ ZCka

fiiggvény a mintavételezés t = 7/2 + j7 pontjaiban megegyezik az F fiiggvénnyel. Speci-
alisan, a DCT invertalhatd: ¢ = 7/2 + j7 helyettesitéssel

1/2
+ chcos ]+ /)

A DFT inverzét inverz diszkrét koszinusz transzformdcionak, IDCT-nak nevezziik.
Tovabbi hasznos észrevétel, hogy a DCT kifejezhetd a DFT-vel: Legyen goj41 = f;
és go; = 0, ha j € Z. Ekkor a g sorozat valds, paros, és 4n szerint periodikus. A diszkrét
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Fourier-transzformaltja igy valds és paros, tehat

~ ~ 4n—1
gkt gk 1
=" =7, gi(wi " +wiv)
7=0
- 2n21 f,w4_ﬂ(2j+1)k + ‘(131]+1)
= i 5
J=0
2n_1 7rk(]—|—1/2 = ]+1/2)
= Z fj cos ————= Z fjcos
=0 j==n
n—1
k 1/2
:22:fjcos7r G+1/2) = 2¢p
j=0

* 09,2.29. Kétdimenziés DFT és DCT. A kétdimenziés DFT métrixhoz métrixot
rendel. Definiciéja:

ni—1ns—1

rka = Z Z wgljlk1w;2]2k2fj17j2, ha 0<k <ni, 0<ky <no.

Jj1=0 j2=0
A definiciébdl
nyp—1 no—1 no—1 nyp—1
¢ — —J1ka —Joke g —Jjoke *Jl’ﬁ o
fk1,k2 = E Wy E :w fjujz = E Wns Wy f]l,Jza
Jj1=0 j2=0 j2=0

azaz a kétdimenziés DF'T kiszdmolhato6 tgy, hogy elébb a méatrix soraira, majd az oszlo-
paira (vagy forditva) alkalmazunk egydimenziés DFT-t.
A kétdimenziés DCT definicigja

1—1 77,2—1

7rk +1/2 wk +1/2
Choy oy = Z Z 1(J1 /2) cos 2(j2 / )fjl ias

Up)

Jj1=0 j2=0
ha O§k1<n1,0§k2<n2.

Ez is kiszdmolhaté gy, hogy el6bb a métrix soraira, majd az oszlopaira (vagy forditva)
alkalmazunk egydimenziés DCT-t.

Természetesen mindkét transzformdécié altaldnosithaté magasabb dimenziés tém-
bokre is.

* 9.2.30. Hangtomorités. A digitalizalt hangjel tomoritésére altaldban veszteséges
eljarasokat hasznélnak. Az alapgondolat diszkrét Fourier transzformécié felhaszndlasa a
hangjel transzformaldsdra az ,,idétartomanybdl” a | frekvenciatartomanyba”, azaz a jel
felbontésa eltolt szinuszos jelek Gsszegére. Mivel egy zenei hang csak néhdny szinuszos
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jel Osszege, a transzformdcié utdn nagyon jol tomorithetd. Mivel a fiiliink nem érzékeny
a szinuszos jelek eltoldsdra, ez az informacié is eldobhaté. Tovabbi tomoritést tesz le-
het6vé, hogy egy er6s hang mellett megszdlalé kozeli frekvencidji, de gyengébb hangot
nem érzékeliink, igy a kozeli frekvencidji hangok jéval durvdbban kvantalhatdk, mert a
kvantdlési zajt nem halljuk. Hasonléan, roviddel az erés hang el6tt vagy utan megszélald
hasonlé frekvencidji gyengébb hangot sem hallunk. Mindezek jelentés tomoritést tesznek
lehetévé. Durvan a tomoritést agy képzelhetjiik, hogy a hangot DFT-vel folyamatosan
analizéljuk, a kapott frekvenciaspekrumbdl kihagyjuk amit igysem hallandnk, majd pre-
fix kéd és mas kédolasi eljarasok segitségével a maradékot tomoritjiik. Visszajatszasnal a
dekddolt jelet folyamatosan visszatranszformaljuk: ez nagyjabdl annak felel meg, mintha
egy nagyon jé szintetizdtoron jatszanank vissza a jelet. A vazolt eljards természetesen
kordn sem ilyen egyszerii a gyakorlatban. A szabvanyok altaldban csak a kédot adjak
meg pontosan. A kddold és dekddold szoftver illetve hardver tervezése nagyon nehéz
hangmérnski feladat.

A jelenlegi egyik legkorszeriibb eljards az AAC (Advanced Audio Coding). Ennek
kiilonbozd valtozatai tobbek kozt a mozgdképtomoritésre (lasd ott) kifejlesztett MPEG-
2 illetve MPEG-4 kédolds hangrészét képezik. Az eljards az MPEG-1 Audio Layer IIT
eljaras (elterjedt nevén MP3) tovabbfejlesztésének tekinthet6. DFT helyett a DCT egy
modositott valtozatat hasznalja 2048 alapponttal, vagy gyorsan valtozé hangokat tar-
talmaz6 jel (dltaldban beszéd) esetén 256 alapponttal. A mintavételi frekvencia 8 kHz
és 96 kHz kozott mozoghat, a jel 1-48 csatornds lehet, és bedllithaté a kodolt jelfolyam
sebessége 2 kbit /s-tdl (beszéd) 64 kbit/s-ig vagy feljebb csatorndnként, ami mér j6 miné-
ségll zenedtvitelt tesz lehetové. Ha kis sebességet kivanunk, a jelveszteség természetesen
megns, a minGség romlik. A kdédolas altaldban nagyon processzorigényes, a dekddolds
egyszeriibb.

Elsésorban beszéd valds idejli dtvitelére kifejlesztett eljards az iLBC (Internet Low
Bit Rate Codec). A mintavételi frekvencia 8 kHz, a kvantélds 16 bites. A sebesség rogzi-
tett, a kddolds és a dekddolds is gyors. Az alapelv mas: az atvitt jelfolyam 1ényegében egy
beszédszintetizator miikodtetéséhez sziikséges jel. Az eljaras jol tiiri a kies6 csomagokat.
A pontos dokumentacié: RFC 3951. Az iLBC-t hasznélja a Googletalk.

* 9.2.31. Képtomorités. Képtomoritésnél felhasznédljuk azt, hogy a koézeli képele-
mek kozott er6s a fiiggdség. Ezt barmilyen szokiasos tomoritd eljarassal jobban kihasz-
nalhatjuk, ha az egyszerl sorfolytonos bejaras helyett a még mindig nagyon egyszerii
cikcakk bejarast alkalmazzuk: 14sd a 9.7. abrat.

Tovabbi javulds érhetd el, ha sokkal specidlisabb bejaras valasztunk, példaul a
Hilbert-gorbén alapuld, a 9.8. dbran lathaté bejarast.

Tgazan hatékony tomoritést azonban csak a specidlisan képtomoritésre kifejlesztett
eljarasok adnak. Harom elterjedt képtomoritésel fogunk megismerkedni.

* 9.2.32. PNG. A PNG (ejtsd: ping; Portable Network Grafics) fajlformatumot di-
gitalizalt képek veszteségmentes atvitelére tervezték. Csak a tomoritéssel kapcsolatos
részletekkel foglalkozunk (a specifikicié 1.0 verzija alapjan) de annyit megjegyziink,
hogy a fajl olyan, elengedhetetleniil sziikséges informéacidkon kiviil, mint példaul a sorok
és oszlopok hossza és a kép tipusa, nagyon sok tovabbi, az eredeti képpel kapcsolatos
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9.7. dbra: sorfolytonos és cikcakk bejaras.

9.8. dbra: Hilbert-bejaras.

informéciét tartalmaz, példdul gamma, a fehérpont és az alapszinek kromacitdsai, fizi-
kai képelem (pixel) dimenzidk, stb. A tovdbbi részleteket lasd a specifikdciéban. Nem
szines képek esetén az egyes képelemek kddja 1, 2, 4, 8 vagy 16 bit lehet. Szines képek
RGB-formatumban adhaték meg (Red, Green, Blue, azaz voros, zold, kék alapszinek
intenzitasat megadva), 8 8 8, illetve 16 16 16 biten. Mindkét esetben megadhatunk
egy opacitas értéket is, ugyanannyi biten. Ha ez maximalis, a kép nem atlatszo, egyéb-
ként atliatszik a hattér, nullanal mar csak a hattér latszik. Az egy képelemhez tartozd
Osszes érték egymads utdn jon. A kép , palettaval” is megadhato: ez egy elére megadott
szintablazat, ekkor a képelemek helyén a tdblaindexek vannak.

A sorfolytonosan olvasott kép minden sordt kiilon-kiilon egy ,jéslds” segitségével
jobban tomorithetévé konvertdljuk. A jésldshoz a képelem feletti képelem megfelel
béajtjat, valamint az elézé megfelelé bajtot és az a feletti bajtot hasznalhatjuk. Ugy kell
tekinteni, hogy az els6 oszlop el6tt és az elsd sor felett csupa nulla van. A fajlba mindig
a valodi bajt és a jésolt bajt kiilonbsége keriil. Ha a jéslasi méd kédja 0, a josolt érték
nulla, nincs joslas; ha 1, akkor a jéslas a, az el6z6 megfeleld bajt értéke; ha 2, akkor
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a képelem feletti képelem megfeleld bajtja, b a joslas; ha 3, akkor L(a + b)/2J a joslés;
végiil, ha 4, akkor a Paeth-j6slast hasznaljuk: legyen a képelem feletti képelem eldtti
megfelel6 bajt c; a jéslas a, b és ¢ koziil az, amelyik legkézelebb van a + b — c-hez. A
joslas segitségével konvertalt sorokat egymas utdn irjuk és gzip-ben is hasznalt , deflate”
tomoritéssel tomoritjiik.

Lehetdség van , el6hivodd” tomoritésre is: a képet a bal felsé sarokbdl kiindulva
(maximum) 8 x 8 képelemes részekre osztjuk, majd a

EN IS IEN IRJCREN B BEN e
EN I IEN < IS B~ PN Jo)
ENIESIEN ITNOPN (G RPN TN
EN I NIEN T~ NN B NP fo)
EN IS IEN RPN IS PN QO
EN IR IEN <IN S PN o)
EN IS IEN ISP (S PN TN
EN I NIEN - NN B NP o)

tablazattal megadott sorrend szerint olvassuk: elGszor az egész képbdl az 1-esek helyén
allé képelemeket, majd a 2-esek helyén allé képelemeket, stb. Dekddolasnal amikor az 1-
es helyén all6 képelem megérkezik, az egész (maximum) 8 x 8-as blokkot ennek megfelelé
szintire festjiik. Amikor a 2-es helyén all6 képelem megérkezik, a blokk jobb felét atfestjiik
a megfelel6 szinre, stb.

A PNG formatum a GIF (Graphics Interchange Format) f4jl formdtum tovabbfej-
lesztésének tekinthetd, amely csak sziirkedrnyalatos és ,paletta”-szines képeket kezel,
nem haszndl jéslast, és a compress parancshoz nagyon hasonlé LZW-tipusi té6moritést
haszndl.

* 9.2.33. JPEG. A Joint Photographic Experts Group &ltal kidolgozott szabvany-
bdl csak a digitalizalt képek veszteséges tomoritésére kidolgozott valtozat, annak is az
alapverzidja terjedt el. (A veszteségmentes valtozat a PNG-hez hasonld.) Csak az egyik
(veszteséges) alapvéltozatot ismertetjiik vazlatosan, a sokféle paraméterezési lehetdséget
nem. J6é mindségili képeknél 10-20-szoros tomorités érheto el.

A tomorités elsd 1épése — csak szines képeknél — az RGB koordinatdk transzfor-
macidja egy masik koordinatarendszerbe az

Y = 77R/256 + 150G /256 + 29B /256,
Cy, = —44R /256 — 87G /256 + 131B/256 + 128,
C, = 131R/256 — 110G/256 — 21B/256 + 128

transzforméciéval. Ez a koordinata-rendszer azért elényodsebb, mert az Y fizikai jelentése
a képpont viladgossaga, Cy illetve C,. jelentése pedig, hogy a szin a fehértél mennyire tér
el a kék illetve voros felé. A szemiink sokkal érzékenyebb a vilagossag valtozdsaira, mint
a szindrnyalatok valtozasaira, igy az Y ,vildgossag” koordindtat nagyobb pontossaggal
fogjuk atvinni, mint a Cj és C). , szinesség” koordinatakat.
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Maésodik 1épésként szines képnél — csak vizszintesen vagy fiiggblegesen is — felére
csOkkentjiik a Cy, és C. képek felbontdsat. A tovabbiakban a harom képet egymds utan,
fiiggetleniil kezeljiik. (Persze, ha a kép nem szines, csak az Y kép van.) Mindegyiket
8 x 8 képelem méretli blokkokra bontjuk, sziikség szerint az utolsé ismétlésével tovabbi
oszlopokkal és sorokkal egészitve ki.

Minden blokkra kétdimenzids diszkrét koszinusz transzforméciét alkalmazunk. A
kapott transzformaltakat linedrisan kvantaljuk, de a kvantdlds a c;  egytitthatéra (nagy-
jabdl) j + k novekedésével egyre durvul. A kvantdlds finomsagat az Y képre, illetve a
Cyp és C, képekre tablazat adja meg. Altalénosségban azt mondhatjuk, hogy a kvantalas
finomabb az Y, mint a C} és C, képre. A kvantdlds utan az egyiitthaték maéatrixdban
altaldban csak néhany nem nulla elem marad.

Elészor sorfolytonosan olvasva a ¢y egyiitthatokat vissziik at. Ez az egyiitthaté
az adott blokk atlagat reprezentalja. Mivel dltaldban a szomszédos blokkok atlaga nem
nagyon tér el, az els6 blokk egyiitthatdja utan a tobbi blokkra csak az egyiitthatd el6zotol
valé eltérését vissziik at. Ezutdn a tobbi egyiitthatd atvitele kovetkezik: az egyiitthatok
matrixat cikcakkban jarjuk be, majd a kdvetkezd blokkra tériink at, sorfolytonosan. Az
atvitel el6tt futamkddoldst, majd prefix kddot alkalmazunk.

A dekddolds a kddolds forditottja. Nyilvan alkalmazhatd ,,el6hivédé” dekdédolds:
mar az Y kép co o egyiitthatéi egy durva és nem szines képet adnak.

* 9.2.34. DjVu. Az AT&T terméke a DjVu (ejtsd: dézsa vii) képtomorité mddszer.
Igen nagy, szkennelt képek esetében akir 1000-szeres tomoritést lehet vele elérni. Az
alapgondolat, hogy a képet harom képre bontjuk fel: S hattér”, ,el6tér” és  maszk”. A
hattér és az el6tér arnyalatos és dltaldban szines képek, a maszk pedig egy bindris kép,
bitjei azt mondjdk meg, hogy az adott pont a hattérhez vagy az el6térhez tartozik. Mind-
harom kép kiilon-kiilon jol tomorithetd: a hattér és az el6tér felbontdsat vizszintesen és
fliggblegesen is altaldban harmadéra csokkenthetjiik a minéség romldsa nélkiil, és mind-
ketté nagy homogén teriileteket tartalmaz, mig a maszk bindris, ezért tomorithetd jél.
A héttér és az elStér tomoritésére mds eljarast haszndlunk, mint a maszk tomoritésére.
Az algoritmus, amely a képet hattérre, el6térre és maszkra bontja, az alabbi:

Kezdetben tekintsiik az egész képet egy blokknak, a hattér szine legyen kezdetben
fehér, az el6téré fekete, majd minden képpontot soroljunk be annak megfelel6en, hogy a
szine a hattéréhez vagy az el6téréhez all-e kozelebb, a kettd koziil az egyikhez: ez adja a
maszkot. Az 1ij hattér szin a hattérhez tartozé képpontok szinének atlaga, mig az el6tér
szine az el6térhez tartozd képpontok szinének atlaga. Addig ismételjiik az eljardst, amig
a hattér, illetve az elétér szine stabilizalédik (azaz mér elegendben keveset véltozik). Ez
az els6 1épés. Mar ez a 1épés felbontja a képet, ha csak két szin van, de dltaldban nem
ez a helyzet.

Osszuk fel a blokkot kisebb blokkokra, majd minden blokkra ismételjiik meg a fenti
eljarast, de most a nagyobb blokk hattér és el6tér szinével indulva, és a kisebb blokk
hattér illetve el6tér szinét gy szamolva, hogy 0,2 sillyal a nagyobb blokk, 0,8 sullyal
pedig az oda sorolt képelemek szinét vessziik figyelembe. Ismételjiik ezt a 1épést is, amig
a hattér és az el6tér szine stabilizalodik. Ez a masodik 1épés.

Minden blokkot kisebb blokkokra osztva, ismételjiik meg minden kisebb blokkra a
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masodik 1épést. Ezt addig folytatjuk, amig elég finom nem lesz a felosztds.

Az, hogy a mdsodik 1épésben mindig figyelembe vessziik a nagyobb blokk héttér
illetve el6tér szinét is, akkor valik fontossd, ha egy kisebb blokk csak el6tér, vagy csak
hattér pontokat tartalmaz. Ekkor a silyozds nem engedi, hogy az el6tér, illetve a hattér
szine ,,elmasszon”.

A pontos algoritmus tovabbi ,, sziir6ket” tartalmaz, amelyek a fenti alapalgoritmus
hibait kiiszobolik ki. A dekdédolds nyilvinvald.

* 9.2.35. Mozgdkép-tomorités: MPEG. Mozgdkép-tomoritésre dltaldnosan elter-
jedt az MPEG (Moving Pictures Experts Group) eljards 1-es valtozata, és terjed a 2-es
és 4-es valtozat is. Csak az MPEG-1-ben haszndlt alapelveket ismertetjiik vazlatosan.

Nyilvén egy filmnél vagy videdfelvételnél két egymds utdni kép (frame) altaldban na-
gyon hasonlit egymasra, legtobbszor csak elmozdulnak egy kicsit a képrészletek. Az elsd
képet mint alloképet vissziik at. A tovabbi képek dtviteléhez az el6z6 képet hasznaljuk
»joslasra”: a képet kis részekre bontjuk, majd megkeressiik a leginkdbb hasonlé képrész-
letet az el6z6 képen, atvissziitk az elmozduldsvektort, és a képrészletek kiilonbségét.

Ha minden tovabbi képre ezt az eljarast hasznalnank, a felhalmozédé hibak miatt
a képek hamar hasznédlhatatlannd vadlndnak. Ezért néhdny megjdsolt (predicted, P) kép
utan djra egy teljes bemend (intra, I) képet kell dtvinniink. Tovabbi tomérités érhe-
t6 el, ha észrevessziik, hogy bizonyos képrészletek csak egy késébbi képbdl jésolhatok,
példdul egy mozgé targy mogott feltiind hattér. Az I illetve P képek kozé tehat kéti-
ranyu (bidirectional, B) képeket célszer(i beiktatni, amelyek részleteit egy el6ttiik vagy
mogottitk 16ve I illetve P kép segitségével jésoljuk. Természetesen ezeket csak akkor
lehet kédolni illetve dekddolni, ha mar rendelkezésre all nemcsak az el6ttiik, hanem
a mogottiikk 1évé P vagy T kép is. Tehdt a képek sorozata példaul a kovetkezd lehet:
IBBBPBBBPBBBPBBBIBBBPB....

Konkrétabban, az MPEG-1 szabvany szerint a hang és kép tovabbitasa 1ényegében
fiiggetleniil, bar szinkronizalva torténik. A hangatvitellel mar foglalkoztunk. A képatvitel
legkisebb egysége a makréblokk. Ez 16 x 16 képelem vildgossag adatait tartalmazza négy
8 x 8-as blokkra bontva, valamint mindkét iranyban fele akkora felbontassal a kétféle
szinességi adatot két 8 x 8-as blokként. Az I képek atvitele a JPEG-nél megismerthez
nagyon hasonléan torténik, ezt nem részletezziik.

A P képek atvitelénél néhany makrdéblokk lehet T tipusi, ezeket 1igy kédoljuk, mint
az I képeknél. A makréblokkok nagy része azonban P tipusi: tartozik hozza egy elmoz-
dulasvektor, és csak az el6z6 1 vagy P kép igy megadott részétdl vald eltérés kodoljuk.
A kédoléas egyébként hasonld, mint az I tipusi makrdéblokkndl, de a kvantéldsi tabla
mas. Mivel az elmozduldsvektorok nagyon hasonléak, csak a kiillonbségiiket taroljuk,
azaz a j6slas mindig az el6z6 makréblokk elmozdulasvektora: A kép sorfolytonosan olva-
sott makréblokkjainak folyaméat szeletnek nevezett részekre bontjuk. A szelet elején, és
még néhany mas esetben, példdul T tipusi makréblokk esetén, a jésolt elmozduldsvektor
nulldzédik. Mivel a makréblokkok nagy része nulla lesz, ezért minden makréblokk tar-
talmaz egy ,,ugrds” kddot, hogy utdna hany nulla makréblokk kovetkezik. Még a nem
nulla makréblokkokndl is az egyes blokkok gyakran nulldk, ezért a makréblokk tartalmaz
egy hat bites maszkot, amely megmondja, mely blokkok szerepelnek, a tobbi nulla.
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A B képek atvitele nagyon hasonlé a P képek atviteléhez, de itt minden blokkhoz a
P képnél szerepld ,,elére” elmozdulasvektoron kiviil egy ,,hatra” tipusiu elmozduldsvektor
is tartozhat. Ha csak ,elore” vektor szerepel, a blokkhoz a jéslast az eléz6 I vagy P kép
adja, ha csak ,hatra” vektor szerepel, akkor a kovetkezo I vagy P kép, ha mindkettd,
akkor az el6z6 és a kovetkez6 1 illetve P képbdl adédd joslas szamtani kézepének alsd
egész része.

Az 0sszes fent emlitett paraméter (elmozduldsvektor, hat bites maszk, ugrdskdd,
stb.) egyenként vagy csoportosan kiilén az adott célra optimalizdlt prefix kdddal van
kédolva. A dekddolés elég gyors, a kddolas viszont meglehetésen idéigényes: az ideélis
elmozduldsvektorok keresése nem egyszerii. Léteznek mas eljardsok gyorsabb kédolassal,
de kisebb teljesitménnyel példdul videotelefonhoz.

9.3. Hibakorlatozo kddolas

Langné-Gonda: O.K.; Gonda kiegészités; Gonda bevmat3; Gonda kddolaselmé-
let; Jako; Salomon; Ivanyi Informatikai algoritmusokl; Cormen Leiserson Rivest: O.K.;
Rényai Ivanyos Szabd: O.K.; Demetrovics Denev Pavlov; Knuth TAOCP; Birkhoff
Bartee.

A hibakorliatozé kédokat két csoportba sorolhatjuk: hibajelzé kddok és hibajavitd
kédok. Mindkét tipussal foglalkozunk.

9.3.1. Paritasbites kéd. A hibajelz6 kédok feladata, hogy a vétel helyén észre-
vegyiik, ha az atvitel soran az adat megvaltozott. Minden hibat természetesen nem
lehet felderiteni, hiszen abban az esetben, ha egy elkiildott kddszé gy valtozik, hogy a
vétel helyére egy masik kédszo érkezik, akkor a vevOnek semmi joga nincs afeldl kétel-
kedni, hogy az elkiildott kédszd mas volt, mint ami megérkezett. Minden olyan esetben
azonban, amikor az érkezo jelsorozat kiilonbozik valamennyi lehetséges kddszotol, a vevd
biztos lehet benne, hogy az atvitel sordan sériilt a jelsorozat. A legegyszeriibb hibajelz6
kéd a paritasbites kéd. Legyen példaul az iizenethalmaz az mn-bites bindris jelsorozatok
halmaza, és egészitsiik ki ezeket a jelsorozatokat egy n + 1l-edik bittel, az tgynevezett
paritasbittel: amennyiben egy iizenetben az 1-esek szdma paratlan, akkor irjunk a bit-
sorozat végére egy 0-t, mig az ellenkez6 esetben egy 1-et (vagy forditva, de egy adott
kédban mindig ugyanazon szabdly szerint). Az igy kiegészitett, n + 1-bites szavak mind-
egyikében paratlan sok 1-es van. Ha most egy ilyen kdédszot elkiildiink, és a vevéhoz olyan
sz6 érkezik, amelyben az egyesek szama pdros, akkor biztos, hogy hiba tortént az atvitel
soran. Ha viszont az egyesek szdma péaratlan, akkor feltessziik (de nem &llithatjuk), hogy
nem tortént hiba. Konnyen beldthatjuk, hogy az elébbi eset akkor kovetkezik be, ha az
atvitel soran paratlan sok helyen sériil a kdédszd, mig az utébbi akkor, ha paros sok helyen
torténik valtozds. Ez azt jelenti, hogy minden olyan esetben észrevessziik a hibat, ha egy
hiba torténik, de van olyan eset, amikor két hiba térténik, és ezt nem vessziik észre (sét,
a konkrét esetben két hiba esetén mindig ez a helyzet). Ez indokolja az aldbbi definicidt.
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9.3.2. Hibajelzo kéd. Egy kéd t-hiba jelz6, ha minden olyan esetben jelez, amikor
egy elkiildott kédszo legfeljebb t helyen valtozik meg. A kéd pontosan t-hiba jelz6, ha
t-hiba jelz6, de nem t + 1-hiba jelzO, azaz van olyan t + 1 hiba, amelyet a kod nem jelez.

A hibakorlatozé kédokkal kapcsolatban mindig feltessziik, hogy az egyes kddszavak
hossza azonos, és az atvitel soran nincs szinkronhiba, vagyis a vétel helyére ugyanannyi
szimbdlum érkezik meg, mint amennyit elkiildtiink. Ekkor konnyi olyan feltételt adni,
amely jellemzi a t-hiba jelzd, illetve a pontosan ¢-hiba jelzd kédokat.

9.3.3. Kdédok tavolsaga és siilya. A kédabécé két egyforma hosszu szavanak, u-
nak és v-nek a Hamming-tdvolsdga, d(u,v), az azonos poziciéban 1év§ kiilonboz6 jegyek
szdma, és a kdd tdvolsdga, d(C'), a kiilonboz6 kddszéparok tdvolsdgainak minimuma. A
kéd tavolsaga csak akkor van értelmezve, ha legalabb két kddszé van. Ha a kddabécé
additiv Abel-csoport, akkor a kédabécé egy u szavanak a w(u) Hamming-silya a nullatél
kiilonboz6 jegyeinek szdma, mig a kéd w(C) siilya a nem nulla kédszavak silyainak
minimuma (ha van nem nulla kédszg).

A Hamming-tavolsag rendelkezik a tavolsag szokasos tulajdonsigaival, vagyis bar-
mely u, v, z-re
(1) d(u,0) = 0
(2) d(u,v) = 0 akkor és csak akkor, ha u = v;

(3) d(u,v) = d(v,u) (szimmetria);
(4)

4) d(u,z) < d(u,v) + d(v, z) (hdromszig-egyenlGtlenség).

Azt is konnyl beldtni, hogy d(u,v) = w(u — v), és w(u) = d(u,0). Ha még az is
igaz, hogy a kédszavak a koordindtankénti miivelettel maguk is Abel-csoportot alkotnak,
akkor d(C) = w(C), ahol C a kédszavak halmaza.

A tovédbbiakban egy kéd tavolsagat d és a silyat w jeloli. (A megadott jelolések kissé
pontatlanok, hiszen ugyanaz a beti jeloli a fiiggvényt, mint két kodsz6 valamint a kéd
tavolsagat, és hasonléd igaz a silyra is, de a kérnyezet alapjan mindig vilagos lesz, hogy
éppen minek a jellésérél van sz46). Mivel két kddszo legaldbb d helyen kiilonbozik, igy,
ha egy elkiildott kodsz6 az atvitel sordn ennél kevesebb helyen sériil, akkor az igy kapott
sz6 biztosan nem kdédsz6. Ugyanakkor van a kédban két olyan kédszd, amelyek pontosan
d helyen kiilonb6znek, és ha az egyiket kiildik, és ez gy valtozik, hogy éppen a masik
érkezik meg, akkor d hiba tortént, de ezt a vétel helyén nem vessziik észre, nem tudunk
jelezni. Ebbdl kévetkezik, hogy a bevezetett tavolsagfogalommal egy kdd akkor és csak
akkor t-hiba jelzo, ha t < d, és akkor és csak akkor pontosan t-hiba jelz6, ha t = d — 1.

A paritéasbites kdd esetén a kéd tavolsdga 2. Az eredeti lizenethalmaz elemei kdzotti
tavolsdg ugyanis legaldbb 1, és vannak olyan n-bites sorozatok, amelyek éppen egy helyen
kiilonb6znek. Ekkor az egyik iizenetben az 1-esek szdma pdaros, a masikban paratlan,
vagyis a kiegészité bit kiilonbozni fog a két kddszéban, és igy a két kddszo éppen két
helyen kiilonbozik egymastol, a két kodszé tavolsdga 2. Ugyanakkor azok a kiegészitett
bitsorozatok, amelyek eredetileg legaldbb két helyen tértek el egymdstol, a kiegészités
utdn is legalabb két helyen fognak kiilonbozni, vagyis ezek tavolsdga ismét minimum 2,
és igy a kdd tavolsdga valéban pontosan 2. Ez azt jelenti, hogy ez a kdd pontosan 1-hiba
jelz6, ahogy azt fentebb mar megallapitottuk.
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A paritasbites kdddal a hibat csak érzékelni, jelezni tudjuk, de a hibés jelsorozatot
nem tudjuk kijavitani. A hiba javitasdhoz tudni kellene, hogy a beérkezett jelsorozat
melyik pozicién sériilt, és a sériilt helyen mi volt eredetileg (bindris kid esetén, és csak
ekkor, a hiba javitdsahoz elegendé a hiba helyét ismerni). Abbdl, hogy az egyesek szdma
paros, tehat tudjuk, hogy tortént hiba, még nem tudjuk megallapitani, hogy melyik bit
hibdsodott meg, ugyanis barmelyik (egyetlen, vagy paratlan szdmi) bit hibasodik meg,
az ugyanuigy azt eredményezi, hogy az egyesek szama paros lesz.

9.3.4. Minimalis tavolsagu dekédolas. Csupan a vett adatbdl nem mindig tud-
juk megdllapitani, tortént-e hiba, hiszen barmely elkiildott kdédszé megvaltozhat tgy
az atvitel soran, hogy barmely masik sz6, példdul akarmelyik kddszo érkezzen meg a
vétel helyére. Mindazonaltal az megallapithatd, hogy egy adott jelsorozat milyen valé-
szinliséggel szarmazik egy adott atviteli csatorna és adott tizenethalmaz esetén valamely
kédsz6bdl. A hibajavitdshoz meg kell adni egy igynevezett dontési fiiggvényt, amely
barmely lehetséges jelsorozathoz hozzarendel egy és csak egy kédszot. (Az is lehetséges,
hogy nem minden sz6 esetén akarunk donteni.) Ezt a dontési fliggvényt kell igy meg-
hatdrozni, hogy a dontési hiba, vagyis az a hiba, hogy egy beérkezett jelsorozathoz nem
a ténylegesen elkiildott kédot rendeljiik, a leheté legkisebb legyen. Az elébbi feltétel-
nek megfelel6 legjobb fiiggvény nem csupan az atviteli csatornatol fiigg, ezért helyette
altaldban egy méasik dontési fiiggvényt alkalmazunk. Elég természetesnek tlinik (bar ez
nem mindig igaz), hogy egy vett széban el6fordulé kevesebb hiba valdszintibb, mint a
tobb hiba, vagyis nagyobb valdsziniiséggel kiildtek egy olyan kdédszét, amely a vett szotol
kevesebb helyen tér el, mint amely tobb helyen kiilonbozik. Mdasként szdlva, egy vett
sz6 esetén arra a kddszéra dontiink, amely téle a lehetd legkevesebb helyen tér el, azaz
a tavolsiga a vett sz6tél minimélis. Az ilyen déntési fiiggvény dltal meghatirozott de-
kédolast minimalis tavolsagu dekdédoldasnak mondjuk. Ilyenkor eléfordulhat, hogy egy
adott széhoz egynél tobb minimadlis tavolsagra 1évé kédszé van. Ekkor vagy kivalasztunk
ezek koziil egyet, és az lesz a dontés eredménye (de egy adott dontési fiiggvény esetén az
ilyen vett sz6 esetén mindig ugyanarra a kivalasztott, minimélis tavolsagra 1év6 kédszora
dontiink!), vagy az ilyen sz6 esetén nem dontiink, csupén jelezziik a hibét.

Legyen példdul {0010,0100, 1111} egy bindris kéd. Ekkor az egyes négybites szavak-
tél minimadlis tavolsagra 1év6 kddszavakat a 9.10. tdblazat mutatja. Lathatd, hogy négy
esetben nem egyértelmi a helyzet. Egy lehetdség, hogy ezekben az esetekben is dekddo-
lunk, és példaul az eldl all6 kédszavakra déntiink. A maésik lehetdség, hogy amennyiben
a vett szd az el6bbi négy sz6 valamelyike, akkor nem dontiink, csak jelezziik a hibat.
Ha példdul a harom kédsz6é harom szint, mondjuk a fehéret, feketét és pirosat kédolja
a példaban megadott sorrendben, és mondjuk a kédolt iizenet a fekete volt, mig a vétel
helyén a 0000 sz6t kell dekddolni, akkor a tablazat alkalmazasaval a fehérre dekddolunk,
ami adott esetben igen rossz dontés lehet. Ebben az esetben célszeriibb nem donteni,
hanem jelezni a hibat, és ha lehet, akkor megismételtetni ezt az tizenetet, vagy valamilyen
mas mddon, példaul a kérnyez6 pontok szine alapjan dénteni. Azt azért megismételjiik,
hogy a dontési fiiggvényt a rendszer tervezésekor rogzitettiik, és a tovabbiakban mindig
ugyantgy kell eljArnunk az adott rendszer keretein beliil. A dontési fiiggvény tdblazattal
valé megadasa egyszerti, de rendkiviil helyigényes.
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0000 — 0010 0100
0001 — 0010 0100
0010 — 0010
0011 — 0010
0100 — 0100
0101 — 0100
0110 — 0100 0010
0111 — 1111
1000 — 0100 0010
1001 — 1111
1010 — 0010
1011 — 111
1100 — 0100
1101 — 1111
1110 — 1111
1111 — 1111

9.10. tablazat

9.3.5. Hibajavité kéd. Egy kéd t-hiba javité, ha minden olyan esetben helyesen
javit, amikor egy elkiildott kédszo6 legfeljebb t helyen valtozik meg. A kéd pontosan t-
hiba javité, ha t-hiba javitd, de nem t + 1-hibajavito, azaz van olyan t + 1 hiba, amelyet
a kéd helyteleniil javit, vagy nem javit.

Egy d tavolsagi kdéd esetén minimélis tavolsdgi dekddoldssal ¢ < d/2 hiba esetén
biztosan jél dontiink, hiszen a haromszog-egyenlotlenség kivetkeztében az eredetileg el-
kiildott kédsz6tdl kiilonbozé barmely mas kddszé biztosan d/2-nél t6bb helyen tér el a
vett sz6tdl. Viszont ¢ > d/2 esetén nincs olyan dontési fiiggvény, amely t-hiba javitd,
mert a kddban van két olyan kédszd, mondjuk w és v, amelyek pontosan d helyen kiilon-
jegyet, és jeloljiik az igy kapott szét z-vel. A z az u-tdl ¢ helyen kiilonbozik, mig v-tél
d—t < d/2 <t helyen. Ha a dekddolds t-hiba javitd lenne, akkor z-t egyrészt u-ra, més-
részt v-re kellene javitani. Tehat egy d-tavolsagu kéd minimadlis tavolsagu dekddolassal
minden t < d/2-re t-hiba javité, és pontosan | (d — 1)/2]-hiba javité.

A tovébbiakban feltessziik, hogy minimadlis tdvolsdgi dekddolas esetén a dontési
fliggvény teljes, vagyis minden vett szohoz hozzarendel egy kddszat.

9.3.6. Ismétléses kéd. Legyen egy bindrisan kddolt {izenethalmazunk, és kiildjiik
el az lizenetet igy, hogy minden egyes bitet meghdromszorozunk, azaz ugyanazt a bitet
hiromszor egymas utan kiildjiik. A vétel helyén a hiarom osszetartozd bit koziil legalabb
kettd azonos lesz, igy a minimdlis tavolsdgi dekddolds esetén a vett harom bithez a
tobbségi dontés alapjan rendeliink egy bitet. A dontési hiba csokkenthetd, ha az eredeti
egy bit helyett nem harom, hanem 5,7,9,... ,2n+ 1, stb., az eredeti bittel azonos jegyet
kiildiink. Meghatarozott feltételek esetén igazolhatd, hogy n novekedésével a dontési
hiba valdsziniisége a 0-hoz tart. Ebbdl azonban hiba lenne arra kovetkeztetni, hogy
megtaldltuk a szinte biztosan hibatlan adatatvitel modjat. Egyrészt, mint emlitettiik,
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az el6bbi eredmény csak bizonyos feltételek esetén teljesiil. Mdsrészt nézziik meg, hogy
mi ennek az dra. Az egyes bitek atviteléhez adott, 0-nal hosszabb id6re van sziikség,
igy n novekedésével az iizenet egy-egy bitjének atviteléhez sziikséges idd is nd, és tart a
végtelenhez, vagyis az 1 valdszinliséggel hibatlan atvitel esetén egyetlen bitnyi iizenetet
sem tudunk tovabbitani. Az atviteli id6 névekedése egyben az atvitel koltségét is noveli,
az is tart a végtelenhez. Szerencsére a helyzet nem ennyire rossz. Shannon egy tétele
szerint bizonyos feltételek teljesiilése esetén lehet az iizeneteket gy kddolni, hogy az
atvitel sebessége egy, csak a csatornétdl fiiggo értéket, a csatornakapacitast tetszolegesen
megkozelitsen, mikozben a dekddolas hibdja tetszélegesen kis érték ald szorithatd. A tétel
elméleti jelent6ségli, ugyanis ilyen kédot nem sikeriilt konstrudlni, és, még ha sikeriilne
is, akkor is haszndlhatatlan lenne a gyakorlatban, olyan nagy lenne a kédszavak hossza,
és olyan nagy lenne a kdd mérete. A lényege a tételnek mégis dridsi, ugyanis azt igazolja,
hogy lehetséges olyan kédot konstrudlni, amelynél mind a sebesség, mind a dontési hiba
kielégit egy redlis elvarast.

9.3.7. Kétdimenzids paritasellendrzés. A kordbban targyalt paritdselemes kéd
ismeretében konnyen tudunk egy minimalis tdvolsdgi dekddoldssal 1-hiba javité kddot
konstrualni. Legyenek az {izenetek n-bites szavak. Egészitsiink ki minden kddszot egy
paritasbittel mondjuk paratlan paritassal, majd m ilyen kédszébdl alkossunk egy blokkot.
frjuk egymads ald a blokk n+ 1-bites kddszavait, és most az egy-egy oszlopban all6 m-bites
sorozatokat egészitsiik ki egy-egy paritasbittel példaul paros paritasuva. Az igy kapott
n—+ 1-bites szdval kiegészitve a blokkot kapjuk az eredeti m tizenet kédjat, amelyet a 9.11.
tédblazat mutat. (A gyakorlatban az egyes szavak nyolc bitbdl allé béjtok, vagyis n = 8.
Ilyenkor szokds az egyes bajtok ellenérzését végzo paritasbiteket VRC-nek nevezni, ami a
Vertical Redundancy Check, keresztiranyu ellenérzés kezdbetiiibdl all6 rovidités, mig az
ellenérz6 bajt az LRC, azaz Longitudinal Redundancy Check, a hosszirdnyt ellendrzés.)

boyg e b07j e bO,nfl bgm
bi,() . bi,j . bi,n—l bi,n
bm—l,(] o bm—l,j s bm—l,n—l bm—l,n
b0 s by T Do

9.11. tablazat

Ez a rendszer egyetlen hiba esetén képes azt javitani. Ha ugyanis b; ; és csak ez a
bit hibas, akkor pontosan egy hiba van az i-edik széban, tehat ennek ellendrzése soran
hibajelzést kapunk. Az sszes tobbi sz6 ellenérzése azt adja, hogy azokban nincs hiba, és
hasonléan, a j-edik és csak a j-edik oszlop ellendrzésénél hibajelzésre keriil sor, vagyis a
két eredménybdl azt kapjuk, hogy az i-edik szé j-edik bitje és csak ez a bit hibds, amit
ennek a bitnek az invertdlasaval kijavithatunk. Minden olyan esetben azonban, amikor
az i-edik és csak az i-edik széban valamint a j-edik oszlopban és csak a j-edik oszlopban
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kapunk hibajelzést, azt gondoljuk, hogy ez a bit hibdsodott meg, és ezt ,javitjuk”, vagyis
valtoztatjuk az ellenkezdjére. Pedig konnyen belathatjuk, hogy ellendrzéskor ugyanerre
az eredményre jutunk akkor is, ha minden oszlopban és minden széban, kivéve a j-edik
oszlopot és i-edik sz6t, paros szdmu hiba 1ép fel (ebbe beleértve a hibétlan esetet is
0 hibédval), mig a kitiintetett i-edik sz6ban és j-edik oszlopban a hibdk szdma paratlan.
Tlyen példaul, ha az i-edik széban a j+ 1-edik bit, valamint az ¢+ 1-edik sz6 j-edik és j+1-
edik bitje hibdsodik meg, és mas hiba nem torténik. A vétel helyén semmilyen médszerrel
nem tudjuk eldénteni, hogy valéban egy hiba tortént-e, és igy helyesen javitunk, vagy a
megfigyelt hibajelzés tobb hiba egyiittes hatdsa, aminek kiovetkeztében vagy egy addig
helyes bitet javitunk helytelenre, vagy egy tényleg hibas bitet javitunk, de még tovabbi,
felderitetlen hiba is van a vett {izenetben. Hasonldéan el6fordulhat, hogy volt hiba, de
mi nem vessziik észre, nevezetesen, ha minden széban és minden oszlopban a hibdk
szama paros. Ennek tipikus példaja, amikor négy hiba egy téglalap négy sarkdban 1ép
fel, ahol a téglalap két éle egy-egy széban van. Végiil el6fordulhat, hogy egynél tobb
szoban illetve egynél tobb oszlopban kapunk hibajelzést, amikor biztosan tudjuk, hogy
volt hiba, de a hibdk szdma egynél nagyobb, igy javitasra ebben a rendszerben nincs
lehet6ségiink. Ennek legegyszertibb példaja, amikor pontosan két hiba 1ép fel. A most
ismertetett rendszert nevezhetjiik kétdimenziés paritasellenérzésnek. Ilyet haszndlnak
nagy magnesszalagos taroléknal (egy bizonyos rogzitési mod esetén, mert tébbféle is
létezik), ahol egymads mellé irjak ki egy kiegészitett bdjt 9 bitjét, és az adatokat mindig
blokkosan taroljak. Ebben az esetben keresztirdnyban paratlanra, mig hosszirdnyban
parosra egészitenek ki.

9.3.8. Linedris kéd. Ahhoz, hogy a kddolas és a dekddolds minél egyszeriibb le-
gyen, a kédolashoz olyan rendszereket célszerii alkalmazni, amelyek rendelkeznek vala-
milyen belsé struktiaraval. Jé kédok konstrudlhatdak algebrai rendszerek segitségével. A
gyakorlatban alkalmazott kédok jelentds része linedris kod. Ha K test, akkor a K elemei-
bdl alkotott rendezett n-esek a komponensenkénti 6sszeadassal, valamint az n-es minden
elemének ugyanazzal az elemmel valé szorzdsaval egy K feletti n-dimenzids linearis teret
alkotnak. Ennek a térnek barmely altere egy linedris kod. Ha az altér k-dimenzids, a kéd
tavolsaga d, és a test elemeinek szdma g, akkor az ilyen kédot [n, k, d]4 kédnak nevezziik.
Ha nem lényeges a megaddsa, akkor elhagyhaté a jel6lésbdl d illetve ¢. Linearis kédnal
a szavak tekinthetdk polinomoknak is, a betiiket nullatdl indexelve.

A paritasellen6rzd kéd altalaban nem linedris, de ha parosra egészitiink ki, akkor mér
linearis. Tovabbi egyszert linearis kédok az igynevezett CRC vagyis Cyclic Redundancy
Check, ciklikus ellenérzés kédok. A test a kételemii test. A k bites kédolandé sz6 elejére
irunk m = n — k darab nullat, majd a megfelel$ polinomot osztjuk egy adott m-ed foku
polinommal, a kédpolinommal. Végiil a kapott maradékkal kicseréljiik a nulldkat. Mivel
a kételemii test felett minden polinom megegyezik az ellentettjével, a kddszavakat az
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jellemzi, hogy oszthatdk a kédpolinommal. Néhdny gyakran hasznalt CRC-kdédpolinom:

CRC-1 (paritdsbit) z+1

CRC-5-USB o+ a2?+1

CRC-8 i+ ar+1

CRC-16-1BM 20 5 22 41

CRC-16-CCITT 20 1?2 425 41

CRC-32 (Ethernet, 232 4+ 220 4 2B 4+ 2?2 + 2'0 + 21?2 4 M
FDDI, gzip, PNG) +ax0 2 4"+t 22+ +1

CRC-64-1SO 4+ +1

9.3.9. Generdtormitrix, ellen6rzé matrix. A K véges test feletti [n, k] linedris
kédnal célszerti a kédoldsi eljarast egy K*-t C C K™-re képez6 linedris leképezésnek
valasztani, ahol C' a kdédszavak altere. Ezt a méatrixdval jellemezhetjiik, ez a kdédolas
generdtormatrixa. A dekdédoldsra haszndlhaté egy H : K" — KF sziirjektiv linedris
leképezés, amelynek a magja C. Egy ilyen leképezés matrixat a kéd ellenérz6 matrixanak
nevezziik. Ha v € K™, akkor az s = Hv szindréma pontosan akkor nulla, ha v kddszé.

9.3.10. Szindréma-dekédolds. Az elézé pont jeldléseivel, ha s € K" F, legyen
e(s) a {v: Hv = s} halmaz egy olyan vektora, amelynek silya minimalis. Ezt mellék-
osztalyvezetének fogjuk nevezni. Ha ¢ € K™ egy kddsz6, v € K™ a vett sz6, e = v — ¢
a hiba, és w(e) < d/2, akkor He(s) = s = Hv = He, igy w(e(s)) < w(e), ahonnan
w(e —e(s)) < d. De H(e —e(s)) = 0, igy a kiilonbség kédsz6, tehdt e = e(s), a
hiba javithaté. A szindréma-dekddolds tarigenye sokkal kisebb, mint a tdblazattal vald
dekédolasé, de még mindig nagyon nagy lehet.

9.3.11. Singleton-korlat. Ha adott egy ¢ elemii abécé betiiibdl allé6 n hosszia kdd-
szavakat tartalmazé C kdéd, amelynek tavolsdga d, akkor minden kddszébdl elhagyva
d — 1 betiit (ugyanarrél a d — 1 helyrél) még mindig kiilonboznek a kédszavak, de csak
n —d + 1 hossziiak. Innen a kédszavak szdmdra azt kapjuk, hogy §(C) < ¢" 9!, ez a
Singleton-korldt. Mindkét oldal logaritmusat véve d + log, §(C) < n + 1. Egy linedris
[n, k, d]g-k6dnél azt kapjuk, hogy d + k < n + 1. Ha egyenléség &ll, a linedris kédot
maximalis tdvolsagu szeparabilis kédnak, MDS-kédnak nevezziik. A szeparabilis (elvé-
laszthatd) kéd elnevezést az indokolja, hogy bdrmely rogzitett d — 1 = n — k helyen
allé betiiket elhagyva a kédszavakbdl, ¢ kiilonboz6 szé6 marad, ezért a linedris kédolast
valaszthatjuk Ugy, hogy barmely adott k helyen a kédolandé szé bettii alljanak, igy az
ellenérz6 betiik elvalaszthaték a kédolandd betiiktdl.

* 9.3.12. Hamming-kdd. Az tgynevezett Hamming-kéd egy hiba javitdsara alkal-
mas linedris kdd. Csak a bindris, azaz a kételemti test feletti specidlis esettel foglalkozunk.
Legyen r > 2 egész szdm, n = 2" — 1, és k = n — r. Készitsiink egy r X n méretli matri-
xot, amelyben az 0 < j < n indexre a j-edik oszlopban a j szdm kettes szamrendszerbeli
felirdsanak jegyei taldlhatéak, vagyis a matrix i-edik sordnak j-edik oszlopdban h;; all
(0<i<r 0<j<n),ahol j= E:;S h; 2t (Mivel 1 < j < n < 27, ezért j biztosan
felirhat6 r jeggyel a bindris szdmrendszerben). Legyen példdul r = 3, akkor n = 7 és
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k = 4, tovabba

1 01 0101
0110011
0001111

Mivel r > ¢t € N esetén 2! kettes szamrendszerben valé felirdsa olyan, amelyben a 0-tél
kezd6d6 indexelés mellett a t-edik és csak a t-edik jegy 1, az 6sszes t&bbi 0, ezért a matrix
r darab oszlopa, amelyek a 2¢ indexhez tartoznak, egy egységmdtrixot adnak (az el6bbi
példdban az 1., a 2. és 4.), igy a métrix rangja r, tehat a megfelelé H linearis leképezés
sziirjektiv. Legyen C' azon n-dimenziés bindris vektorok halmaza, amelyekre Hc = 0.
Az ilyen vektorokban k komponens szabadon véalaszthatd. (Persze nem barmelyik k,
csak azok, amelyekkel a kimaradt komponensekhez tartozé indexek a matrix reguldris
részmatrixat hatdrozzak meg, példaul a fenti példdban nem j6 valasztds az utolsé négy
komponens, mert a matrix els6 hdrom oszlopa linedrisan sszefiiggd.) Legyenek ezért a
kédolando tizenetek k bitesek, és egy-egy ilyen {izenetet egészitsiink ki r bittel gy, hogy
a kapott n-bites vektor eleme legyen a C' halmaznak. Tegyiik fel, hogy egy ilyen n-bites
iizenet az atvitel sordn megsériil. Ez azt jelenti, hogy bizonyos bitek az ellenkezdjiikre
valtoznak, amit gy is megkaphatunk, ha ezekhez az eredeti bitekhez 1-et adunk modulo
2, vagyis tegyiik fel, hogy c az eredeti n-bites vektor, e = e; ... e, a hibavektor, és a vétel
helyére v = ¢ + e érkezik. Ha a H métrix j-edik oszlopat hj;-vel jeloljiik, akkor

Hv=H(c+e)=Hc+ He=He= Zhj’

ej:1

hiszen e; értéke csak 0 és 1 lehet. Ha pontosan egy hiba lépett fel, akkor egy és csak egy
indexre, mondjuk s-re lesz e; nullatdl kiilonb6zd, és ekkor Hv = hs. De H konstrukcidja
kovetkeztében hg éppen s kettes szdmrendszerbeli felirdsa, vagyis Hv pontosan a hiba
helyét adja.

Legyen példaul az elébbi 3 x 7-es matrixhoz ¢ = 0100101, akkor ellenérizhetd, hogy
Hce = 0, vagyis ¢ kddszo, és tegyiik fel, hogy e = 0000100, vagyis az 5. bit és csak ez a
bit az iizenet atvitele soran megsériil. Ekkor a vétel helyén a v = 0100001 bitsorozatot
kapjuk, és s = Hv = 101, ami mint binaris szam éppen 5, a hiba helye. Megvaltoztatva
a vett iizenetben az 5. bitet, a 0100101 bitsorozatot kapjuk, egyezésben az elkiild6tt
bitsorozattal. Amennyiben e = 0000101, akkor s = 010, és ,javitdas” utan a 0000000
bitsorozatot kapjuk, ami nem egyezik az eredeti sorozattal, vagyis rosszul javitottunk. A
Hamming-kéd pontosan 1-hiba javité kdd. Erdemes megnézni, hogy mi a helyzet, ha a
hibavektor e = 1110000.

9.3.13. Reed—Solomon-kdédok. Legyen K egy véges test, a test egy nem nulla «
elemének multiplikativ rendje n és 0 < k < n. Ekkor az o, 0 < i < n elemek péronként
kiilonboznek, és mindegyik gyoke az 2™ — 1 € KJ[z] polinomnak, ezért megadjik ezen

. . vy 2 T n—1 i
polinom Osszes gyokét. Igy ™ —1=[[.", (x — o*).

Legyen m = n —k és g = [[I, (z — o). Ez a polinom egy K folotti, m-edfoki
f8polinom, és osztdja az 2™ — 1 polinomnak. A C' = {ag : a € K[z],deg(a) < k)} halmaz
a g (vagy az «) altal generalt Reed Solomon-kéd, és g a kéd generdtorpolinomja. A C
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elemei n-nél alacsonyabb foki polinomok. A ¢ : a — ag leképezés K* injektiv linedris
leképezése C-re, amibdl az is kovetkezik, hogy C' a K™ egy k-dimenzids altere.

Most tekintsiik a C' egy c elemét. Ekkor g osztdja c-nek, tehat g minden gydke gyoke
c-nek, vagyis c(a?) = 0, ha 1 < i < m. Forditva, ha u € K", és minden 1 < i < m-re
u(a?) = 0, akkor valamennyi i-re x — o' osztéja u-nak, de akkor ezek legkisebb kozos
tobbszordse, azaz a szorzatuk, tehat g is osztdja u-nak, vagyis ez esetben u a kédhoz tar-
tozik. Ez azt jelenti, hogy u € K™ akkor és csak akkor eleme a kédnak, ha g valamennyi
gyoke egyben u-nak is gyoke, vagyis ha minden 1 < ¢ < m-re Z;:S (ai)juj = 0. fgy a
hij; = a”,1<i<m,0<j<nmatrix egy ellen6rzé matrix, a hozza tartozé H linedris
leképezésre Hu = 0 akkor és csak akkor, ha u € C. Legyen 0 < j; < ...J, <n, és néz-
ziik a matrix j; indexii oszlopait. Ezek a matrix egy m-edrendii kvadratikus részmatrixat
adjék, amelynek [l-edik oszlopdban az i-edik elem h;; = (a’)" = (a’t)’. Most nézziik
ezen részmatrix determindnsit. A determindns [-edik oszlopdban minden elembdl kie-
melhetd aft. Mivel a kiemelt elem nem nulla, ezért az eredeti determindns akkor és csak
akkor 0, ha a kiemelés utan kapott determindns értéke 0. A kapott determindns [-edik
oszlopdban ot egymds utdn kovetkezd hatvanyai allnak, a 0 kitevés hatvdnnyal kezdve,
vagyis ez egy ugynevezett Vandermonde-tipusi determindns. A méret szerinti indukci-
6val nem nehéz latni, hogy a determindns értéke [[, - ;cp, (09* —adt) # 0 (vonjuk ki
minden sorbdl az felette 4ll6 o/ -szeresét). Ez viszont azt jelenti, hogy a métrix barmely
m oszlopa linedrisan fiiggetlen. Ebbol egyrészt az kovetkezik, hogy rangja m = n — k,
tehat a kdd egy ellendrzé méatrixat kaptuk, masrészt, hogy egy legfeljebb m = n—k silyua
e vektorra He # 0, tehdt a kdd tavolsdga d = n — k+ 1, azaz a kéd maximélis tdvolsagu.
Ez mutatja, hogy megfelel6 kéddal egynél tobb hiba is javithaté.

9.3.14. A Reed—Solomon-kéd dekédolasa. A Reed—Solomon-kéd linedris, tehat
a hiba javithaté példdul a szindréma-dekddoldssal, de mutatunk egy ennél 1ényegesen
praktikusabb hibajavitast.

Legyen adott egy [n, k] Reed Solomon-kéd, m =n—k, g = [[}", (z — o) a kdd ge-
neratorpolinomja, e a hibavektor, és L = Heﬁéo(l—oﬂ z) az ugynevezett hibahelypolinom.
Ennek ismeretében a hibdk helye meghatdrozhaté: megkeressiik, hogy mely a=7-k gyokei
L-nek, és a j-k megadjidk a hibdk helyét. Legyen E = Zeﬁéo ale;L; az igynevezett

hibaérték-polinom, ahol L; = L/(1 — a’z), ha e; # 0. Ha még ezt is ismerjiik, akkor a
hiba javithaté, mert rogzitett j esetén L;(a~7) akkor és csak akkor nem nulla, ha i = j,
ezért

_ B

A kovetkezd tétel lehetOvé teszi a két polinom meghatirozasat.

9.3.15. Tétel. Az el6z6 pont jeloléseivel legyen s a szindrémahoz tartozo polinom.
Tegyiik fel, hogy a hibahelyek szdma, azaz L fokszdma legfeljebb m/2. Végezziink bévi-
tett euklidészi algoritmust az a = 2" és b = s polinomokkal. Az ottani jelblésekkel legyen
[ a legkisebb index, amelyre deg(ry) < m/2, és legyen r; = ax; + by;. Ekkor y;(0) # 0 és

L=y/yi(0), E =r/y:(0).
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* Bizonyitds. Elészér megmutatjuk, hogy 2™ osztja az E— Ls polinomot. Valéban,

= Zoﬂejh —ZeJLZ o) Tai= Z(oﬂeJL - e]LZ oﬂ

e; #0 e;#0
J

—Z(aeJL —aeJL 1(ajz) )

by aodz

. , 1= (adz)™

= Z (oﬂeij —ale;L;(1— oﬂz)i.)

S70 1-aiz
=z" Z oMt e I,

ej7é0

Ez azt jelenti, hogy alkalmas f polinommal E = fz™ + Ls. fgy z™ és s legnagyobb
kozos osztéja osztdja E-nek, és fokszama legfeljebb annyi, mint F fokszama, ami kisebb,
mint m/2. Igy van olyan maradék az euklidészi algoritmus alkalmazdsa sordn, amelynek

fokszdma kisebb, mint m/2. Az E = f2™ + Ls egyenlet y;-szeresébél kivonva az

ry = ax; + by = 2Mx; + sy
egyenlet L-szeresét, azt kapjuk, hogy
(1) By, — Lry = (fy — Lx) 2"

Azt akarjuk megmutatni, hogy a zardjelben 4ll6 polinom nulla.

A bovitett euklidészi algoritmus az rq = a, 1 = b, xg =1, 21 =0,y =0,y = 1

kezd6értékkel indul. Megmutatjuk, hogy

(2) deg(y;) = deg(a) — deg(r;-1)
és .
Ty — xyj—1 = (—=1)77,
ha 7 > 0. Mindkét allitds teljesiil j = 1-re. Indukcidval
deg(y;+1) = deg(yj—1 — q;y;) = deg(q;y;) = deg(q;) + deg(y;)

= deg(rj—1) deg(r;) + deg(a) — deg(rj—1)
= deg(a) — deg(r;)

és

Ty — Ty = (Y1 — qyy) — (51 — gizy)y; = (—1)7.
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Térjiink vissza (1)-hez. Mivel [ vélasztdsa és (2) miatt
deg(y;) = deg(a) — deg(ri—1) <m —m/2 =m/2,

deg(E) < m/2, deg(r;) < m/2, deg(L) < m/2, a bal oldal foka kisebb, mint m, gy
(1)-ben a zdrdjelben csak nulla dllhat. Innen Ey; = Lry és fiy; = Lxy. Mivel definiciéjuk
szerint E és L relativ primek, valamint (3) szerint x; és y; is, innen az kovetkezik, hogy
L osztéja y;-nek és y; osztdja L-nek, tehat asszocidltak, azaz L = cy; valamely nem nulla
konstanssal. Innnen E = cr; ugyanazzal a konstanssal. Mivel L fépolinom, kapjuk az
allitast.

* 9.3.16. Példa. Legyen K = Z11, n =10, k = 6 tehdt m =n — k = 4. A Z;; test
elemei helyett a legkisebb nem negativ reprezentansukat fogjuk irni hexadecimélisan.
Zyi1-ben 22 =4 #£ 1,65 25 = (22)22 =422 = A # 1, ezért 2 rendje 10. Mivel m =n—k =
4, a kéd generatorpolinomja H?:] (2 —2%) = 2% + 322 + 522 + 82 + 1. A kéd elemeit
ugy kapjuk, hogy a generdtorpolinomot megszorozzuk a Z,; feletti legfeljebb 6todfoku
polinomokkal. Legyen egy ilyen polinom 2z* 4+ 5z + 4, ekkor a megfelel6 kédszé

w=22%+62T+ A28 + A2® + Azt 4+ 42° + 52% + 42 + 4,

vagyis u = 4454AAA620. A kéd tavolsdga d = 5, tehat a kdd képes 2 hibat helyesen
javitani. Legyen példaul e = 0030200000 a hibavektor, ekkor a vett sz6 v = 44841 A A620.
Az ellen6rzé matrix most

1 2 48 5 A 9 7 3 6
1 45 9 3 1 45 9 3
1 8 9 64 A 3 2 5 7]’
1 53 4 9 1 5 3 4 9
és a szindréma
Hv = 0A25,

igy az 4tvitel sordan hiba keletkezett. Végezziink euklideszi algoritmust a z™ = z* vala-
mint a szindrémahoz tartozé s = 52° +222+10z polinomra addig, amig a maradékpolinom
foka el6szor lesz kisebb, mint m/2, és kozben szamitsuk ki sorban az y; polinomokat, ahol
y; a kiterjesztett euklideszi algoritmusban meghatarozott egyiitthatéja az s polinomnak,
vagyis amivel r; = z™x;+sy;. Mint ismert, ha yo = 0ésy; = 1, akkor y;11 = yj—1—q;¥;,
ahol g; a j-edik osztds hdnyadosa.

A konkrét esetben

240224022 40240:52°+222 +A24+40=92+3
32240z +3
y1=0—(92+3)-1=22+38

524+ 222+ A2 +0:3224+02+3=82+7
2240
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Yo =1— (82+T7)(22+8) =422 + T2 +9,

vagyis ry = 2z és y» = 422 + 7z + 9. Szorozzuk meg yo-t 12(0) = 9 inverzével, 5-tel:

c sz

van, ugyanis 4 = 22, és 5 = 2%. Meg kell még hatdrozni a hibak értékét: E = 5ry = Az,
Lo=1-5z6s Ly =1—4z, igy

B(4) 8
= — = — = 3
2T R, 1.8
és
EGY) 2

€4 = —F = = 27
TG 5.9
vagyis a kiszdmolt hibavektor e = 0030200000.
A példa ravilagit a matematika szépségére. Egy olyan régi algoritmusnak, mint az
euklideszi algoritmus, egy igen fontos és hasznos alkalmazasat lathatjuk, amelyre akkor,
amikor magat az algoritmust megalkottdk, még gondolni sem lehetett.

* 9.3.17. Kédrovidités. Néhany kéd, példdul a Reed Solomon-kéd csak meghatéro-
zott hosszakban konstrudlhaté. Ilyenkor segit a kédrévidités. Tetszoleges kodra gytjtsiik
Ossze mindazokat a kédszavakat, amelyekben egy adott helyen egy adott beti 4ll. Csak
ezeket fogjuk haszndlni, és a kédolds utan az adott helyen 4ll6 adott betiit kihagyjuk,
a dekddolas el6tt pedig djra beirjuk. Nyilvanvald, hogy a kédrovidités nem csckkenti a
tavolsdgot (ha a roviditett kddnak egyaltalan még van tavolsiga).

Linedris kodnéal azokat a kddszavakat érdemes felhaszndlni a roviditett kédban, ame-
lyekben az adott helyen nulla all, mert ekkor a roviditett kéd is linedris lesz. Ha egy
[n, k,d], linedris kédot igy roviditiink, akkor azon kddszavak C’ altere, amelyekben az
adott helyen nulla &ll, az eredeti kédszavak C alterének egy alterét, igy a C' Abel-
csoportnak egy részcsoportjat alkotja, toviabba barmely két C-beli kddszd kiilonbsége,
amelyekben az adott helyen ugyanaz a betii 4ll, a C’-ben van, igy C’ indexe C-ben leg-
feljebb ¢, ahonnan C’-nek legaldbb ¢*~! eleme van. fgy k vagy nem valtozik, vagy eggyel
csokken. Ha az eredeti kéd MDS-kéd volt, és k > 1, akkor a roviditett is az marad,
mert a d =n — k + 1 egyenl6ségben a bal oldalon d csak néhet, a jobb oldalon n eggyel
csokken, k viszont legfeljebb eggyel csdkkenhet, igy a Singleton-korlat miatt egyik oldal
sem véaltozhat.

* 9.3.18. Kdédok direkt szorzata. I’ng7 mint a kétdimenzids paritdsellendrzésnél,
két kéd felhasznaldsaval készithetiink egy harmadik kédot: el6bb keresztiranyban kédo-
lunk az elsé kéddal, majd hosszirdnyban a maésodikkal, vagy forditva. Az igy kapott
kéd a kédok direkt szorzata. Ha az egyes kddok tavolsaga d; illetve da, akkor a direkt
szorzatuk téavolsaga legaldbb d;ds; valéban, két kiillonb6z6 kédszé ha valamely sorban
kiilonbozik, akkor ott legaldbb d; helyen kiilonbozik, és legalabb dy ilyen sornak kell len-
nie, mert egyébként nem lehetne olyan oszlop, amelyben a két kédszé legalabb ds helyen
kiilonbozik.

Példdul a DVD-n az adatokat (egyebek kozt) egy [208,192]256 és egy [182,172]a56
roviditett Reed Solomon-kéd direkt szorzata védi.
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* 9.3.19. Kaszkdd kédok. Egy tovabbi k6dotvozé eljards a kaszkad kéd. Tegyiik
fel, hogy egy kdéd betiii megfeleltetheték egy masik kéd adott hosszisdgi szavainak.
Kdédoljunk el6szor az elsé kéddal, majd a kapott kddszd betiiit kodoljuk a masodik kéddal.
Ha az els6 kdéd tavolsaga di, a masodiké di, akkor a kaszkdd kod tavolsaga legalabb
dids, hiszen két kiilonb6z6 kddszé az elsé kddolds utan legaldbb d; betiiben, és ezek
mindegyikének a kddja a méasodik kédolds utan legalabb ds helyen kiilonbozik.

A legegyszeriibb példa kaszkid kddra, amikor egy [n, k]256 Reed—Solomon-kéd utdn
bajtonként paritasbitet képeziink.

* 9.3.20. Adatatszovés. Az dtvitel sordn a hibdk gyakran hibacsomdkban, idegen
szoval burst-okben jelentkeznek. Bar példaul a Reed—Solomon-kédok alkalmasak rovi-
debb hibacsomdk javitasara is, a hosszabb hibacsomdk tulterhelik a kédot. Ez ellen
ugy védekezhetiink, hogy a kdédolas utdn az egyes blokkok adatait szétszorjuk: ez az
adatatszovés. A legegyszeriibb esetben valahdny adott hosszisagi blokkot sorfolytono-
san helyeziink el egy matrixban, majd az adatokat oszlopfolytonosan olvassuk ki onnan,
dekddolas elétt pedig forditva végrehajtva ezt, visszadllitjuk az eredeti sorrendet.



