
9. K�DOLǑS
L ngn�-Gonda: O.K.; Gonda kieg�sz¡t�s; Gonda bevmat3; Gonda k¢dol selm�-let; J k¢; Salomon; Iv nyi Informatikai algoritmusok1; Cormen{Leiserson{Rivest: O.K.;R¢nyai{Ivanyos{Szab¢: O.K.; Demetrovi
s{Denev{Pavlov; Knuth TAOCP; Birkho�{Bartee.Ebben a fejezetben a k¢dol s alapjaival foglalkozunk. Els�k�nt megn�zz�k, hogyhogyan t�rt�nik az adatok  tvitele. Ezut n k�t k�rd�ssel foglalkozunk r�szletesebben, agazdas gos, valamint a hibakorl toz¢ k¢dol ssal.9.1. Kommunik 
i¢ �s k¢dol sL ngn�-Gonda: O.K.; Gonda kieg�sz¡t�s; Gonda bevmat3; Gonda k¢dol selm�-let; J k¢; Salomon; Iv nyi Informatikai algoritmusok1; Cormen{Leiserson{Rivest: O.K.;R¢nyai{Ivanyos{Szab¢: O.K.; Demetrovi
s{Denev{Pavlov; Knuth TAOCP; Birkho�{Bartee.A kommunik 
i¢ sor n inform 
i¢t hordoz¢ adatokat visz�nk  t egy 
satorn n ke-reszt�l az inform 
i¢forr st¢l, az ad¢t¢l az inform 
i¢ 
¡mzettj�hez, a vev�h�z. Ezt nagyvonalakban az 9.1.  bra mutatja.

9.1.  bra



160 9. K¢dol sAz  bra szerint az inform 
i¢  tvitele t�rben t�rt�nik. Val¢j ban minden inform -
i¢ tvitel t�rben �s id�ben t�rt�nik, �s egyes esetekben az egyik, m¡g m s esetekben am sik dimenzi¢ a domin ns. Ha telefon lunk, akkor az id� nem l�nyeges, ugyanakkor azinform 
i¢ lemezre val¢ r�gz¡t�se, �s egy k�s�bbi id�pontban val¢ visszaolvas sa eset�n ahelyv ltoz s kev�sb� fontos. A tov bbiakban  ltal ban £gy besz�l�nk az adat tvitelr�l,mintha az t�rben t�rt�nne, de ebbe mindig bele�rtj�k az id�beli  tvitelt is.A modellel kap
solatban felmer�l n�h ny k�rd�s:(1) mi az inform 
i¢, �s hogyan m�rhet� az inform 
i¢;(2) hogyan t�rt�nik az inform 
i¢  tvitele;(3) milyen kap
solat van az elk�ld�tt �s a vett adat k�z�tt.9.1.1. Inform 
i¢, bit, entr¢pia. Az inform 
i¢r¢l mindenkinek van valamilyenintuit¡v fogalma. A nagysz m£ de�n¡
i¢ k�z�l itt azt eml¡tj�k meg, amely szerint azinform 
i¢ £j ismeret. Az inform 
i¢t Shannon nyom n az  ltala megsz�ntetett bizony-talans ggal m�rj�k. Tegy�k fel, hogy egy inform 
i¢forr s nagy sz m£, �sszesen n �zene-tet bo
s jt ki. Az �sszes t�nylegesen el�fordul¢ k�l�nb�z� �zenet legyen a1, a2, . . . , am(m ∈ N+). Ha az ai �zenet ki-szer fordul el�, akkor azt mondjuk, hogy gyakoris ga
ki, relat¡v gyakoris ga pedig pi = ki/n. A p1, p2, . . . , pm sz m-m-est az �zenetek el-oszl s nak nevezz�k. Nyilv n ∑m

i=1 pi = 1. Az ai �zenet egyedi inform 
i¢tartalma
Ii = − logr pi, ahol r egy 1-n�l nagyobb val¢s sz m. A logaritmus alapja az infor-m 
i¢ egys�g�t hat rozza meg. Amennyiben az alap 2, akkor az inform 
i¢ egys�gea bit, �s ilyenkor logr pi helyett egyszer�en log pi-t ¡runk. T�bbnyire nem az egyes�zenetek egyedi inform 
i¢tartalma, hanem az �zenetforr s  ltal kibo
s tott �zenetek
Hr(p1, . . . , pm) = −∑m

i=1 pi logr pi  tlagos inform 
i¢tartalma �rdekes, ez a forr s ent-r¢pi ja, amely 
sak az �zenetek eloszl s t¢l f�gg.Ǒltal nosabban, egy m tag£ eloszl s egy pozit¡v val¢s sz mokb¢l  ll¢ p1, p2, . . . , pmsorozat, amelyre∑m
i=1 pi = 1. Az eloszl s entr¢pi j t aHr(p1, . . . , pm) = −∑m

i=1 pi logr pi�sszef�gg�ssel �rtelmezz�k.
◦* 9.1.2. Seg�dt�tel. Legyen p1, . . . , pm egy eloszl s. Egy I ⊂ R intervallumonszigor£an konvex f : I → R f�ggv�nyre

f
(
∑m

i=1 piqi
)

≤
m

∑

i=1 pif(qi), ha q1, . . . , qm ∈ I,�s egyenl�s�g pontosan akkor teljes�l, ha q1 = q2 = · · · = qm.Bizony¡t s. Ha m = 1, akkor nin
s mit bizony¡tani. Az m = 2 esetben az  ll¡t s aszigor£ konvexs�g de�n¡
i¢j b¢l k�vetkezik. Induk
i¢val, legyen p = ∑m
i=1 pi. Ekkor

m+1
∑

i=1 pif(qi) = p

m
∑
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)

,



9.1. Kommunik 
i¢ �s k¢dol s 161�s egyenl�s�g pontosan akkor teljes�l, ha q1 = q2 = · · · = qm �s qm+1 = ∑m
i=1 piqi/p =

qm. �9.1.3. T�tel. B rmilyen eloszl shoz tartoz¢ entr¢pi raHr(p1, p2, . . . , pm) ≤ logr m,�s egyenl�s�g pontosan akkor teljes�l, ha p1 = p2 = · · · = pm = 1/m.Az  tlagos inform 
i¢tartalom maximuma teh t logm bit.* Bizony¡t s. Mivel − logr szigor£an konvex f�ggv�ny,
−Hr(p1, . . . , pm) = m

∑

i=1 pi logr pi = − m
∑

i=1 pi logr(1/pi)
≥ − logr( m

∑

i=1 pi/pi) = − logr m. �9.1.4. K¢dol s. A k�vetkez� k�t k�rd�st egy�tt t rgyaljuk. Ahhoz, hogy az adatottov bb¡tani tudjuk, el�sz�r is olyan alakra kell hozni, hogy k�pesek legy�nk a 
�ljainknakmegfelel�en manipul lni. A k¢dol s a leg ltal nosabb �rtelemben az �zenetek halmaz -nak egy m sik halmazba val¢ lek�pez�s�t jelenti. Ha a lek�pez�s injekt¡v, akkor aztmondjuk, hogy a k¢dol s felbonthat¢ vagy egy�rtelm�en dek¢dolhat¢, egy�bk�nt veszte-s�ges.Gyakran az �zenetet valamilyen karakterk�szlet elemeib�l alkotott sorozattal adjukmeg. Ez az elj r s is egy k¢dol s. Az ¡r s p�ld ul egy k¢dol s. K¢dol s teh t a k¡nai¡r s, �s hasonl¢an k¢dol s a latin bet�s ¡r s. Mindk�t esetben arr¢l van sz¢, hogy egyk¢doland¢ �zenetet meghat rozott m¢don felbontunk egym shoz 
satlakoz¢, el�re r�gz¡-tett olyan elemi r�szekre | nem teljesen pontosan fogalmazva az els� esetben szavakra,a m sodikban hangokra | , hogy minden �zenet el� lljon ilyen elemi r�szek egym sut n f�z�s�vel, de egyetlen �zenetet se lehessen k�tf�lek�ppen felbontani ezekre az elemir�szekre. Az ilyen r�szeknek megadjuk a k¢dj t, �s a teljes �zenetet £gy k¢doljuk, hogyaz el�bbi r�szek k¢dj t egym s ut n l n
oljuk. A k¢dol shoz teh t megadjuk az elemir�szek k¢dj t, amelyet egy sz¢t r tartalmaz, �s ezek seg¡ts�g�vel k¢doljuk az �zeneteket.Az ilyen k¢dol st bet�nk�nti k¢dol snak nevezz�k (l�teznek m s k¢dok is). A bet�ketgyakran sz mokk  k¢doljuk: jelenleg elterjedt k¢d az £gynevezett ASCII-k¢d, amellyel128 k�l�nb�z� jel k¢dolhat¢, illetve ennek a k¢dnak a kiterjeszt�sei, amelyekkel 256 vagy65536 jelet lehet k¢dolni.A val¢s gban az egyes �zenetek k�l�nb�z� gyakoris ggal fordulnak el�. Ez a felis-mer�s vezetett ahhoz a gondolathoz, hogy 
�lszer� a gyakrabban el�fordul¢ �zeneteketr�videbb k¢ddal megadni. Egy ilyen k¢dol s t�m�r¡t�st v�gez, amelynek sor n 
s�k-kentj�k az eredeti jelsorozatban megl�v� redundan
i t. A redundan
ia, vagy m s n�vena terjeng�ss�g azt fejezi ki, hogy a mondand¢nkat l�nyegesen hosszabban fejezz�k ki,mint amennyire az sz�ks�ges lenne. P�ld ul a nyilv noss g sz¢ 12 bet�b�l  ll, holottlegfeljebb �t bet� az �sszes magyar sz¢ k¢dol s ra el�g lenne.Az els�k�nt eml¡tett k¢dol st nevezz�k �zenetk¢dol snak, m¡g a m sodikat gazda-s gos k¢dol snak. A k�t l�p�st egy�ttesen forr sk¢dol snak nevezik.



162 9. K¢dol s

9.2.  braA 
satorn n  thalad¢ jel torzul st szenved, ¡gy a v�tel hely�re nem pontosan az ajelsorozat �rkezik, mint amit a 
satorna bemenet�re bet pl ltak. Amennyiben b rmilyenjelsorozat egy lehets�ges �zenet, akkor a m¢dosul st nem vessz�k �szre, a v�tel hely�nsemmilyen m¢don nem tudjuk eld�nteni egy vett jelsorozatr¢l, hogy az megegyezik-e azeredetileg elk�ld�tt �zenettel, vagy egy m sik �zenet v ltozott meg, �s ¡gy kaptuk a vettjelsorozatot. A biztons gosabb  tvitel �rdek�ben £gynevezett hibakorl toz¢ k¢dol stv�gz�nk a 
satorna bemenet�n. Ezzel a k¢dol ssal sz nd�kosan visz�nk redundan
i t ak¢dolt �zenetbe. Gondoljuk meg, hogy az �l� nyelvek redundan
i j nak k�sz�nhet�, hogyzajos k�r�lm�nyek k�z�tt is meg�rtj�k, amit egy el�ad¢ mond, j¢llehet az  ltalunk hallottsz�veg nem teljesen azonos azzal, ami eredetileg elhangzott. A megfelel� hibakorl toz¢k¢d kiv laszt sa f�gg a 
satorn t¢l is, ez�rt ezt a k¢dol st 
satornak¢dol snak nevezik.V�gezet�l a k¢dolt �zenetet t�nylegesen, �zikailag is  t kell vinni a 
satorn n. Az tvitelhez olyan alakra kell transzform lni az �zenetet, amely forma �zikailag alkalmasa nagy t vols gra t�rt�n� tov bb¡t sra. Ilyen p�ld ul, ha le¡rjuk az �zenetet, �s lev�lform j ban k�ldj�k el, vagy ha elektromos jell� alak¡tjuk  t, �s p�ld ul telefonvonalonkereszt�l tov bb¡tjuk. Ezt a berendez�st most | kiss� pontatlanul | modemnek fogjuknevezni.B r a k�zvetlen t�m nkhoz nem szorosan kap
sol¢dik,  m mindenk�ppen a kom-munik 
i¢val kap
solatos a titkoss g �s a hiteless�g k�rd�se, vagyis az adat tvitel sor n,



9.2. Forr sk¢dol s 163amennyiben sz�ks�ges, gondoskodni kell az �zenet titkos¡t s r¢l �s hiteles¡t�s�r�l is. Azut¢bbit p�ld ul al ¡r ssal lehet megval¢s¡tani.Az el�bbiek alapj n a kommunik 
i¢ r�szletesebben a 9.2.  bra szerint val¢s¡tha-t¢ meg. Az  br n is jelzett �sszevon sok, valamint a rejtjelez�ssel kap
solatos r�szekelhagy sa ut n a 9.3.  bra szerinti egyszer�bb modellt kapjuk.

9.3.  bra9.2. Forr sk¢dol sL ngn�-Gonda: O.K.; Gonda kieg�sz¡t�s; Gonda bevmat3; Gonda k¢dol selm�-let; J k¢; Salomon; Iv nyi Informatikai algoritmusok1; Cormen{Leiserson{Rivest: O.K.;R¢nyai{Ivanyos{Szab¢: O.K.; Demetrovi
s{Denev{Pavlov; Knuth TAOCP; Birkho�{Bartee.9.2.1. Bet�nk�nti k¢dol s. Mint m r eml¡tett�k, a bet�nk�nti k¢dol s sor naz eredeti �zenetet meghat rozott m¢don egym shoz  tfed�s n�lk�l 
satlakoz¢ r�szekrebontjuk, egy-egy ilyen r�szt egy sz¢t r alapj n k¢dolunk, �s az ¡gy kapott k¢dokat azeredeti sorrendnek megfelel�en egym shoz l n
oljuk. Az  ltal noss g 
sorb¡t sa n�lk�lfeltehetj�k, hogy a sz¢t r alapj n k¢doland¢ elemi �zenetek egy A  b�
� (a k¢doland¢



164 9. K¢dol s b�
�) bet�i, �s egy-egy ilyen bet� k¢dja egy m sik (az el�bbit�l nem felt�tlen�l k�-l�nb�z�) B  b�
�, a k¢d b�
� bet�ivel fel¡rt sz¢, vagyis ezen  b�
�b�l vett bet�k v�geshossz£s g£ sorozata, a sorozat elemeit egyszer�en egym s mell� ¡rva. A tov bbiakbanmindk�t  b�
�r�l feltessz�k, hogy nem �res �s v�ges. Ha a B  b�
� egyelem�, k�telem�,h romelem�, stb., akkor rendre un ris, bin ris, tern ris, stb., k¢dr¢l besz�l�nk. Az A b�
� bet�ivel fel¡rhat¢ �sszes (legal bb egy bet�t tartalmaz¢) sz¢ halmaz t A+, m¡g azegyetlen bet�t sem tartalmaz¢ �res sz¢val, (jele: ∅ vagy λ) kib�v¡tett halmazt A∗ jel�li.Az el�bbiek alapj n a bet�nk�nti k¢dol st egy ϕ : A → B∗ lek�pez�s hat rozza meg,amelyet £gy terjeszt�nk ki egy ψ : A∗ → B∗ lek�pez�ss�, hogy ha a1a2 . . . an = α ∈ A∗(teh t n ∈ N, �s ai ∈ A, ha 1 ≤ i ≤ n), akkor α k¢dja ψ(α) = ϕ(a1)ϕ(a2) . . . ϕ(an). Nyil-v n ha ϕ nem injekt¡v, vagy az �res sz¢ benne van az �rt�kk�szlet�ben, akkor a kapott
ψ k¢dol s nem felbonthat¢, ez�rt bet�nk�nti k¢dol sn l mindig fel fogjuk tenni, hogy ϕinjekt¡v �s B+-ba k�pez.9.2.2. P�lda. Tipikus p�lda bet�nk�nti k¢dol sra a 9.1. t bl zatban l that¢Morse-k¢d. bet� k¢d bet� k¢d bet� k¢dA ·− J ·−−− S ···B −··· K −·− T −C −·−· L ·−·· U ··−D −·· M −− V ···−E · N −· W ·−−F ··−· O −−− X −··−G −−· P ·−−· Y −·−−H ···· Q −−·− Z −−··I ·· R ·−·sz m k¢d sz m k¢d ¡r sjel k¢d0 −−−−− 5 ····· . ·−·−·−1 ·−−−− 6 −···· , −−··−−2 ··−−− 7 −−··· ? ··−−··3 ···−− 8 −−−·· : −−−···4 ····− 9 −−−−· - −····−9.1. t bl zatItt a k¢doland¢  b�
� az angol  b�
�, m¡g a k¢dol¢  b�
� k�t bet�t tartalmaz, apontot �s a von st, �s p�ld ul az ad sz¢ k¢dja �·−−··". Ezt ¡gy nem tudn nk dek¢dolni,mert nem injekt¡v a megfeleltet�s. P�ld ul az emi sz¢ k¢dja megegyezik az el�bbi k¢d-dal. A val¢s gban term�szetesen az egyes jelek, tov bb  az egyes bet�k ad sa k�z�ttmeghat rozott sz�netet tartanak, �s ¡gy m r a k¢dol s egy�rtelm� lesz. Konkr�tan egyvon s h romszor annyi ideig tart, mint egy pont, �s minden jel ut n egy egys�gnyi sz�netk�vetkezik, majd a bet� k¢dja v�g�n m�g tov bbi k�t egys�gnyi sz�net van (egy pont tvitel�hez sz�ks�ges id�t tekintve egys�gnek). Ha egy egys�gnyi hossz£s g£ jelet egy1-es, �s az egys�gnyi hossz£s g£ sz�netet 0 jel�li, akkor p�ld ul a B k¢dja, amely azeredeti, ponttal �s von ssal megadott rendszerben �−···", most 111010101000 lesz.



9.2. Forr sk¢dol s 165�gy m r egy�rtelm�en dek¢dolhat¢ a vett �zenet, hiszen minden bet� k¢dja h romnull ra v�gz�dik, �s nin
s olyan bet�, amelyn�l a k¢d belsej�ben, vagy a k¢dsz¢ elej�nlenne h rom nulla. Enn�l a k¢dn l a h rom null nak �nmag ban is van jelent�se, ez a sz¢-k�z k¢dja, vagyis ez v lasztja el egym st¢l az egym s ut n k�vetkez� szavak k¢dj t (¡gyegy sz¢ k¢dj nak a v�g�n hat darab nulla  ll). Ekkor ad k¢dja 101110001110101000000,m¡g emi k¢dja 10001110111000101000000, ¡gy a k�t k¢d j¢l megk�l�nb�ztethet� �s ak¢d egy�rtelm�en megfejthet�.9.2.3. Pre�x, szuÆx, in�x. Legyen α, β �s γ az A  b�
�vel fel¡rt h rom sz¢.Ekkor α pre�xe (vagy el�tagja) �s γ szuÆxe (vagy ut¢tagja) az αγ sz¢nak, β pedigin�xe (vagy bels� tagja) αβγ-nak. Szavak egy halmaza pre�xmentes halmaz, ha nin
sbenne k�t olyan k�l�nb�z� sz¢, hogy egyik a m sik pre�xe.Ha α egy sz¢, akkor az �res sz¢ �s α mind pre�xe, mind szuÆxe, mind pedig in�xe
α-nak. Ezek az α trivi lis pre�xei, trivi lis szuÆxei �s ei. A pre�x, szuÆx illetve in�xval¢di pre�x, val¢di szuÆx, illetve , ha nem egyezik meg α-val.9.2.4. K¢dfa. A bet�nk�nti k¢dol s j¢l szeml�ltethet� ir ny¡tott fa seg¡ts�g�vel.Legyen ϕ : A → B∗ egy injekt¡v lek�pez�s, ahol A a k¢doland¢  b�
� �s B a k¢d b�
�,mindkett� v�ges. A ϕ �rt�kk�szlet�ben l�v� k¢dszavak �sszes pre�xeinek halmaza r�sz-benrendezett a �pre�xe" rel 
i¢ra. K�sz¡ts�k el ennek a rel 
i¢nak a Hasse-diagramj t.Nyilv n egy ir ny¡tott f t kapunk, amelynek gy�kere az �res sz¢, �s minden sz¢ a hossz -nak megfelel� szinten van. A gr f �leit sz¡nezz�k £gy, hogy ha β = αb valamely b ∈ B-re,akkor a β-b¢l α-ba vezet� �l sz¡ne legyen b. Nyilv n b rmely 
s£
s eset�n a 
s£
sb¢lkivezet� �lek mind k�l�nb�z� sz¡n�ek. A k¢dfa valamely 
s£
s t, amely nem lev�l, teljes
s£
snak illetve 
sonka 
s£
snak nevezz�k, att¢l f�gg�en, hogy minden sz¡nhez tartozik-ea 
s£
sb¢l kiindul¢, az adott sz¡nnel sz¡nezett �l. A k¢dfa 
s£
sait is kisz¡nezhetj�k: az
a ∈ A k¢dj nak megfelel� 
s£
s sz¡ne legyen a, azon 
s£
sok sz¡ne, amelyek nin
senek ϕ�rt�kk�szlet�ben, legyen �res. Vegy�k �szre, hogy minden lev�l ki van sz¡nezve.Az el�bbi konstruk
i¢t meg is ford¡thatjuk. Tekints�nk egy v�ges �lsz¡nezett ir ny¡-tott f t, ahol a sz¡nek halmaza B. Tegy�k fel, hogy az egy 
s£
sb¢l kiindul¢ �lek mindk�l�nb�z� sz¡n�ek. K�pezz�k le az A v�ges  b�
�t a fa 
s£
saira k�l
s�n�sen egy�rtel-m�en £gy, hogy minden lev�l fell�pjen k�pk�nt. Az a ∈ A bet� k¢dja legyen az a sz¢,amelyet £gy kapunk, hogy a gy�k�rt�l az a-nak megfelel� 
s£
sig halad¢ ir ny¡tott £ton�sszeolvassuk az �lek sz¡neit.9.2.5. Pre�x k¢d, egyenletes k¢d �s vessz�s k¢d. Tegy�k fel, hogy a ϕ :
A→ B+ injekt¡v lek�pez�s rng(ϕ) �rt�kk�szlete B+ pre�xmentes r�szhalmaza. A ϕ  ltalmeghat rozott ψ : A∗ → B∗ bet�nk�nti k¢dol s nyilv n k�nnyen dek¢dolhat¢, mert haegym s ut n �rkeznek a k¢d b�
� bet�i, �s n�zz�k az addig be�rkezett szimb¢lumokb¢l�ssze ll¢ sz¢t, akkor amint ez a k¢doland¢  b�
� valamely bet�j�nek k¢dja, azonnaldek¢dolhat¢, hiszen a folytat s val kapott jelsorozat m r egyetlen bet�nek sem lehet ak¢dja. Ezen dek¢dol si m¢dszer miatt szok s az ilyen k¢dot pre�x k¢dnak nevezni. (Apre�xmentes k¢d elnevez�s is haszn latos, mivel a dek¢dol s rng(ϕ) pre�xmentess�g�nm£lik.) Pe�x k¢d nyilv n felbonthat¢.Egy bet�nk�nti k¢d egyenletes k¢d, vagy �x hossz£s g£ k¢d, ha a bet�k k¢djainakhossza azonos. Mivel egy ilyen k¢d nyilv n pre�x, ez�rt felbonthat¢.



166 9. K¢dol sEgy bet�nk�nti k¢d vessz�s k¢d, ha van olyan ϑ sz¢, a vessz�, hogy ϑ mindenk¢dsz¢nak szuÆxe, de egyetlen k¢dsz¢ sem  ll el� αϑβ alakban nem �res β sz¢val. Egyvessz�s k¢d pre�x k¢d, mert a vessz� egy�rtelm�en jelzi a be�rkezett jelsorozatban egy-egy k¢dsz¢ v�g�t, �s ha ezt folytatjuk, akkor m r biztosan nem kapunk k¢dsz¢t, hiszenebben a meghosszabb¡tott sorozatban a vessz� in�x lenne. Ha egy bet�nk�nti k¢dbannin
s vessz�, akkor a k¢d vessz�mentes.A Morse-k¢dn l l ttuk, hogy az eredeti, a 
sak a ponttal �s von ssal megadottbet�nk�nti k¢d nem felbonthat¢, m¡g az 1-gyel �s 0-val val¢  t¡r s ut n kapott szab lyvessz�s k¢d, ahol a 000 jelsorozat a vessz�.Egy bet�nk�nti k¢d pontosan akkor pre�x k¢d, ha a k¢df j nak 
sak a levelei k¢d-szavak.9.2.6. P�ld k. Az fenti jel�l�sekkel legyen A = {a, b, 
}, �s B = {0, 1}.(1) Legyen ϕ(a) = 10, ϕ(b) = 1 �s ϕ(
) = 00. Ez a k¢d egy�rtelm�en fejthet�, teh t
ψ injekt¡v. Tegy�k ugyanis fel, hogy valameddig m r dek¢doltuk a be�rkezett k¢dolt�zenetet, �s most �rkezik egy £jabb jel. Ha ez a jel 0, akkor ut na 
sak egy 0 k�vetkezhet,�s ez a 00 
sup n a 
 k¢dja lehet. Amennyiben az el�z� jel 1, akkor ezt m�g nem tudjukdek¢dolni. Amennyiben ez ut n az 1 ut n ism�t 1 k�vetkezik, akkor m r tudjuk, hogyaz els� 1 egy b k¢dja, de a m sodik 1-et nem tudjuk dek¢dolni. Mindaddig, am¡g 
sak1-ek k�vetik egym st, az utols¢k�nt be�rkez� 1 kiv�tel�vel valamennyit egy�rtelm�endek¢dolunk b-be. Abban az esetben, ha az 1 ut n v�ge van az ad snak, akkor eztaz utols¢k�nt maradt 1-et szint�n egy�rtelm�en b-k�nt dek¢doljuk. Ha viszont az 1ut n 0 k�vetkezik, akkor mindaddig, am¡g vagy egy 1 nem �rkezik, vagy v�ge nin
s azad snak, nem tudunk dek¢dolni. Amikor viszont vagy egy 1 �rkezik, vagy v�ge van azad snak, akkor h tulr¢l visszafel� v�grehajthat¢ a dek¢dol s: minden k�t-k�t 0-t 
-nekdek¢dolunk, �s a v�g�n vagy egy egyed�l  ll¢ 1 marad, ami a b k¢dja, vagy 10 lesza marad�k, ami viszont az a k¢dja. K�nnyen ellen�rizhet�, hogy m sk�nt az el�bbijelsorozat nem dek¢dolhat¢. Ez teh t egy felbonthat¢ k¢d.(2) Legyen ϕ(a) = 00, ϕ(b) = 1 �s ϕ(
) = 01. A k¢dszavak halmaza pre�xmentes, �s¡gy ez egy pre�x k¢d. Az el�bbi p�ld ban nem ez volt a helyzet, mert az 1-et �nmag bannem tudtuk dek¢dolni. Minden pre�x k¢d egy�rtelm�en dek¢dolhat¢ k¢d.(3) Legyen ϕ(a) = 10, ϕ(b) = 11 �s ϕ(
) = 01. Ez egyenletes k¢d, ¡gy egyben pre�xk¢d. (4) Legyen ϕ(a) = 0010, ϕ(b) = 10 �s ϕ(
) = 010. Enn�l a k¢dn l minden k¢dsz¢10-ra v�gz�dik, vagyis 10 mindegyiknek szuÆxe, de az 10 egyetlen k¢dsz¢nak sem val¢dipre�xe, �s nem is val¢di in�xe. Ez a k¢d teh t vessz�s k¢d, ¡gy pre�x k¢d.(5) Legyen ϕ(a) = 10, ϕ(b) = 1 �s ϕ(
) = 01. Ekkor ψ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) = 101 =
ϕ(b)ϕ(
) = ψ(b
), teh t ez a k¢d nem dek¢dolhat¢.A 9.4.  bra mutatja a fenti k¢dokhoz tartoz¢ k¢df kat. A teli k�r�k jel�lik a k¢d-szavakat. A h rom k�z�ps� k¢d mindegyike pre�x, �s ezekn�l a k¢dokn l 
sak a levelekk¢dszavak.9.2.7. T�tel: M
Millan-egyenl�tlens�g. Legyen A = {a1, . . . , an} �s B k�t b�
�, B elemeinek a sz ma r ≥ 2, �s ϕ : A → B+ injekt¡v lek�pez�s. Ha a ϕ  ltalmeghat rozott bet�nk�nti k¢dol s felbonthat¢, akkor li = ∣

∣ϕ(ai)∣∣ jel�l�ssel ∑n
i=1 r−li ≤
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9.4.  bra1. Ford¡tva, ha l1, . . . , ln olyan pozit¡v eg�sz sz mok, hogy ∑n

i=1 r−li ≤ 1, akkor van az
A-nak a B elemeivel val¢ olyan pre�x k¢dol sa, hogy az ai bet� k¢dj nak hossza li.A fenti t�telben szerepl� egyenl�tlens�g a M
Millan-egyenl�tlens�g , amely l�nyeg�-ben v�ve azt fejezi ki, hogy egy felbonthat¢ k¢dban az  tlagos sz¢hossz£s g nem lehett£ls gosan ki
si (mert ha a sz¢hossz£s g ki
si, akkor r megfelel� negat¡v kitev�s hatv -nya nagy, viszont az �sszeg �rt�ke nem haladhatja meg az 1-et). A t�tel m sodik r�szeazt mutatja, hogy egy nem pre�x, de felbonthat¢ k¢dnak nin
s nagy jelent�s�ge, hiszenugyanolyan hosszakkal k�sz¡thet� pre�x k¢d is. A m sodik r�sz bizony¡t sa konstrukt¡v:algoritmust ad a k¢d megkonstru l s ra.* Bizony¡t s. Tekints�k a ϕ : A → B+ injekt¡v lek�pez�s  ltal meghat rozott fel-bonthat¢ k¢dot. Jel�lj�k C-vel rng(ϕ) ⊂ B+-t,M -mel a ∑n

i=1 r−li �sszeget. Induk
i¢valmegmutatjuk, hogy ∑

α∈Ci r−|α| = M i. Ha α ∈ Ci+1, akkor α megadhat¢ α = α1α2alakban, ahol α1 ∈ Ci �s α2 ∈ C, �s ha a k¢d felbonthat¢, akkor ez a felbont s egy�rtel-m�.
∑

α∈Ci+1 r−|α| = ∑

α1∈Ci

∑

α2∈C

r−|α1α2| = ∑

α1∈Ci

∑

α2∈C

r−
(

|α1|+|α2|)= ∑

α1∈Ci

∑

α2∈C

r−|α1|r−|α2| = ∑

α1∈Ci

r−|α1| ∑

α2∈C

r−|α2|=M iM =M i+1,ahol az els� egyenl�s�gn�l haszn ltuk ki, hogy a k¢d felbonthat¢.Ezt az �sszeget m sk�pp is ki tudjuk sz m¡tani, ha az �sszegben szerepl� tagokata kitev�kben szerepl� hosszak n�vekv� sorrendje szerint ¡rjuk, �s az azonos kitev�h�ztartoz¢ tagokat �sszevonjuk. Legyen w(i)
k a Ci-beli k hossz£s g£ szavak sz ma (a szavakhossz t mint B+-beli szavak hossz t �rtve), �s L a C-beli szavak hossz nak maximuma.Ekkor a Ci-beli szavak hossz nak maximuma iL, �s

M i = ∑

α∈Ci

r−|α| = iL
∑

k=1w(i)
k r−k ≤

iL
∑

k=1 rkr−k = iL,mert r szimb¢lummal maximum rk k�l�nb�z� k hossz£s g£ sz¢ ¡rhat¢ fel. A fentiekszerint minden pozit¡v eg�sz i-re M i ≤ iL, vagyis M i/i ≤ L. Ha M > 1, akkor i ≥ 2
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L ≥

M i

i
= (1 + (M − 1))i

i
= 1
i

i
∑

j=0 (

i

j

)(M − 1)i > 1
i

(

i2)(M − 1)2 = i− 12 (M − 1)2,ami ellentmond s.A t�tel m sodik  ll¡t s nak bizony¡t s hoz feltehetj�k, hogy l1 ≤ l2 ≤ . . . ≤ ln,�s legyen 1 ≤ k ≤ n-re ck = ∑k−1
i=1 r−li . Ez a sorozat szigor£an monoton n�, azels� eleme 0, �s a ∑n

i=1 r−li ≤ 1 felt�tel alapj n minden tagja kisebb 1-n�l. Mivel
rlkck = ∑k−1

i=1 rlk−li < rlk , �s a bal oldalon egy nem negat¡v eg�sz sz m  ll, hiszen ahosszak rendez�se k�vetkezt�ben az �sszeg tagjainak kitev�je nem negat¡v eg�sz sz m,
rlkck fel¡rhat¢ az r alap£ sz mrendszerben pontosan lk hosszban (a fel¡r s kezd�dhetnull val is). Ez lesz az ak k¢dja, a sz mjegyeket ki
ser�lve B bet�ire. (M sk�nt, az 1-n�lkisebb ck nem negat¡v val¢s sz m r-alap£ sz mrendszerben pontosan fel¡rhat¢ t�rtr�-sz�ben lk jeggyel, �s ezek a jegyek adj k az ak k¢dj t.) Amennyiben 1 ≤ j < k ≤ n,akkor

rlk(ck − cj) = k−1
∑

i=1 rlk−li −

j−1
∑

i=1 rlk−li = k−1
∑

i=j

rlk−li ≥ rlk−lj ,ez�rt a megfelel� k¢dok els� lj sz mjegye k�z�l legal bb egy k�l�nb�z�, teh t a megadottk¢d pre�x k¢d. �9.2.8. Ǒtlagos sz¢hossz£s g, optim lis k¢d. A gazdas gos k¢dol s szempont-j b¢l d�nt� a k¢d  tlagos sz¢hossz£s ga. Legyen A = {a1, . . . , an} a k¢doland¢  b�
�,
p1, . . . , pn a bet�k eloszl sa egy k¢dol s sor n, ϕ : A → B+ egy bet�nk�nti k¢dol s,
li az ai k¢dj nak hossza. Ekkor l = ∑n

i=1 pili a k¢d  tlagos sz¢hossz£s ga. Ha egyfelbonthat¢ bet�nk�nti k¢d  tlagos sz¢hossz£s ga minim lis, akkor optim lis k¢dnak ne-vezz�k. Els� pillant sra nem vil gos, hogy van-e optim lis k¢d, mivel val¢s sz mok egyr�szhalmaz ban nem felt�tlen�l van minim lis elem. V lasszunk azonban egy tetsz�legesfelbonthat¢ k¢dot, �s legyen ennek  tlagos sz¢hossz£s ga l. Mivel pili > l eset�n a k¢dnem lehet optim lis, el�g azon k¢dokat tekinten�nk, amelyekre li ≤ l/pi, ha i = 1, . . . , n.Ilyen k¢d 
sak v�ges sok van, ¡gy van k�zt�k minim lis  tlagos hossz£s g£. Mint tudjuk,ez v laszthat¢ pre�x k¢dnak is.9.2.9. Shannon t�tele zajmentes 
satorn ra. Az el�z� de�n¡
i¢ jel�l�seivel, le-gyen B elemeinek sz ma r. Ha a bet�nk�nti k¢dol s felbonthat¢, akkorHr(p1, . . . , pn) ≤
l, ahol Hr az eloszl s entr¢pi ja.* Bizony¡t s. A M
Millan-egyenl�tlens�get, − logr szigor£ konvexs�g�t �s a 9.1.2.



9.2. Forr sk¢dol s 169seg�dt�telt haszn lva,
l −Hr(p1, . . . , pn) = n

∑

i=1 pili + n
∑

i=1 pi logr pi= − n
∑

i=1 pi logr r
−li −

n
∑

i=1 pi logr

1
pi= − n

∑

i=1 pi logr

r−li

pi
≥ − logr

(

n
∑

i=1 r−li
)

≥ − logr 1 = 0. �9.2.10. T�tel: Shannon-k¢d l�tez�se. Az el�z� t�tel jel�l�seivel, n > 1 eset�nvan olyan pre�x k¢d, amelyre l < Hr(p1, . . . , pn) + 1.A bizony¡t s konstrukt¡v, algoritmust ad a k¢d meghat roz s ra.* Bizony¡t s. V lasszunk olyan l1, . . . , ln term�szetes sz mokat, amelyekre r−li ≤
pi < r−li+1, ha i = 1, . . . , n. Ekkor ∑n

i=1 r−li ≤
∑n

i=1 pi = 1, ¡gy a 9.2.7. t�tel szerintvan pre�x k¢d az adott hosszakkal. Mivel li < 1− logr pi, erre
n

∑

i=1 pili <

n
∑

i=1 pi(1− logr pi) = 1 +Hr(p1, . . . , pn). �9.2.11. T�tel: optim lis k¢d konstruk
i¢ja. Az el�z� t�tel jel�l�seivel legyen
n > 1 �s a k¢dszavak hossz nak maximuma L. Egy optim lis pre�x k¢dra(1) ha pi > pj , akkor li ≤ lj ;(2) a k¢df ban legfeljebb 
sak az L− 1-edik szinten van 
sonka 
s£
s;(3) a k¢df ban minden nem lev�l 
s£
sb¢l legal bb k�t �l indul ki.Tov bb (4) van olyan optim lis pre�x k¢d, amelynek k¢df j ban legfeljebb egy 
sonka 
s£
svan;(5) ha egy optim lis pre�x k¢d k¢df j ban nin
s 
sonka 
s£
s, akkor2 + ((n− 2) mod (r − 1)) = r,ha pedig egy 
sonka 
s£
s van, akkor annak kifoka2 + ((n− 2) mod (r − 1));(6) ha n ≤ r, akkor egybet�s k¢dszavakat v lasztva, optim lis pre�x k¢dot kapunk;



170 9. K¢dol s(7) legyen β1, . . . , βn az r-elem� k¢d b�
�vel megadott, a p1, . . . , pn eloszl shoz tarto-z¢ optim lis k¢d, amelynek a k¢df j ban nin
s 
sonka 
s£
s. Ha 2 ≤ m ≤ r, a
pn+1, . . . , pn+m val¢s sz mokra ∑m

i=1 pn+i = pk, �smax{pn+1, . . . , pn+m} ≤ min{p1, . . . , pn},akkor
β1, . . . , βk−1, βk+1, . . . , βn, βkb1, . . . , βkbm,ahol b1, . . . , bm a B k�l�nb�z� elemei, a
p1, . . . , pk−1, pk+1, . . . , pn, pn+1, . . . , pn+meloszl shoz tartoz¢ optim lis k¢d.Bizony¡t s. Ha (1) nem teljes�l, akkor0 < (pi − pj)(li − lj) = (pili + pjlj)− (pilj + pjli),�s innen pilj + pj li < pili + pj lj , azaz a k�t bet� k¢dj t fel
ser�lve 
s�kken az  tlagossz¢hossz£s g.Ha (2) nem teljes�l, �s a t-edik szinten van 
sonka 
s£
s, ahol t < L − 1, akkoregy L-edik szinten l�v� levelet a hozz  vezet� �llel  thelyezve erre a 
sonka 
s£
sra, �sesetleg az  thelyezett �lt  tsz¡nezve, a lev�lhez tartoz¢ bet� k¢dj nak hossza L-r�l t+1-rev ltozik, vagyis 
s�kken az  tlagos sz¢hossz£s g.Ha (3) nem teljes�l, �s egy 
s£
sot 
sak egy �l hagy el, akkor elhagyva ezt az �lt,�s az ennek az �lnek a m sik v�g�n l�v� 
s£
sb¢l kiindul¢ r�szf t  thelyezve az el�bbi
s£
sba, az  thelyezett r�szfa leveleihez tartoz¢ k¢dszavak hossza eggyel 
s�kken, �s ¡gyaz  tlagos sz¢hossz£s g is 
s�kken.Legyen egy optim lis k¢d k¢df j ban k�t k�l�nb�z� 
sonka 
s£
s. Az el�bbiek szerintezek azonos szinten vannak, ¡gy egyik�kr�l az egyik �lhez tartoz¢ levelet az �llel egy�tt thelyezve a m sik 
sonka 
s£
sra, �s esetleg ezt az �lt  tsz¡nezve, az  tlagos sz¢hossz£s gnem v ltozik. Ilyen  thelyez�sekkel viszont vagy a fogad¢ 
s£
s tel¡t�dik, teh t a 
sonka
s£
sok sz ma 
s�kken, vagy a m sik 
sonka 
s£
son legfeljebb egy �l maradna, ami azel�bbi pont alapj n optim lis k¢d k¢df j n lehetetlen. Ezzel bel ttuk (4)-et.Hogy bel ssuk (5)-�t, tekints�nk egy n levelet tartalmaz¢ k¢df t. T�r�lj�k ebben af ban az egyik 
s£
shoz tartoz¢ valamennyi levelet, a 
sonka 
s£
shoz tartoz¢ levelekkelkezdve, ha van 
sonka 
s£
s. Ha t sz m£ levelet t�r�lt�nk, akkor az £j f ban t− 1-gyelkevesebb lev�l lesz. Folytassuk az elj r st mindaddig, am¡g a v�g�n 
sak a gy�k�r maradmeg. Ha �sszesen s l�p�st hajtottunk v�gre, akkor t− 1 + (s− 1)(r − 1) = n− 1, vagyis

n− 2 = (s− 1)(r − 1) + (t− 2), �s 0 ≤ t− 2 < r − 1.A (6)-ban megadott k¢d nyilv n optim lis pre�x k¢d. (7)-ben egy lev�lhez kap
sol¢-d¢ k¢dsz¢t helyettes¡t�nk m k¢dsz¢val, amelyek szint�n lev�len helyezkednek el. Jel�ljea kapott k¢dot ϕ. Tegy�k fel, hogy az  ll¡t s nem igaz, �s legyen ϕ∗ a
p1, . . . , pk−1, pk+1, . . . , pn, pn+1, . . . , pn+m



9.2. Forr sk¢dol s 171eloszl shoz tartoz¢ optim lis pre�x k¢d. Ekkor ϕ∗  tlagos hossza kisebb, mint ϕ  tlagoshossza. Az  ltal noss g 
sorb¡t sa n�lk�l feltehetj�k, hogy ϕ∗ k¢df j ban is legfeljebb
sak egy 
sonka 
s£
s van. A ϕ∗ k¢d konstruk
i¢j b¢l, illetve (5)-b�l mindk�t k¢dbanegyszerre van 
sonka 
s£
s, �s ha van, akkor a kifoka ugyanannyi, m, ha pedig nin
s,akkor m = r. Mivel ϕ∗ optim lis k¢d, ez�rt az m darab legkisebb val¢sz¡n�s�ghez tarto-z¢ k¢dsz¢ a legmagasabb szinten van a k¢df ban, �s ugyanezen a szinten vannak azok ak¢dszavak, amelyek az esetleges 
sonka 
s£
shoz tartoznak. Mivel k¢dszavak 
ser�je, haazok azonos szinten vannak, nem v ltoztatja meg a k¢d  tlagos hossz t, ez�rt feltehetj�k,hogy mindk�t k¢dban az m legkisebb val¢sz¡n�s�g� k¢dsz¢hoz tartoz¢ lev�l ugyanahhoza 
s£
shoz tartozik. Ezeket t�r�lve, mindk�t k¢d  tlagos hossza ugyanannyival v lto-zik. �gy a ϕ∗-b¢l kapott k¢d  tlagos hossza kisebb lesz, mint a ϕ-b�l kapott k¢d�, amilehetetlen, hiszen feltett�k, hogy a ϕ-b�l kapott k¢d optim lis k¢d. �9.2.12. Hu�man-k¢d. Optim lis k¢dot ad az £gynevezett Hu�man-k¢d, amelyetaz el�z� t�tel (6){(8) pontjai alapj n tudunk megszerkeszteni. Rendezz�k a relat¡v gya-koris gok 
s�kken� sorrendj�ben a bet�ket, majd osszuk el n− 2-t r − 1-gyel, �s legyen
t a marad�k plusz 2. Els� l�p�sben helyettes¡ts�k a sorozat t utols¢ bet�j�t egy £jabbbet�vel, amelyhez az elhagyott bet�k relat¡v gyakoris gainak az �sszeg�t rendelj�k, �s az¡gy kapott gyakoris goknak megfelel�en helyezz�k el az £j bet�t a sorozatban. Ezek ut nism�telj�k meg az el�z� reduk
i¢t, de most m r minden l�p�sben r bet�vel 
s�kkentve ak¢doland¢ halmazt, m¡gnem m r 
sak r bet� marad (feltehetj�k, hogy indul skor t�bb,mint r bet� volt, ellenkez� esetben a reduk
i¢ elmarad). Most a reduk lt  b�
� legfeljebb
r bet�t tartalmaz, �s ha volt reduk
i¢, akkor pontosan r bet�t. Ezeket a k¢dol¢  b�
�elemeivel k¢doljuk, majd a reduk
i¢nak megfelel�en visszafel� haladva, az ott �sszevontbet�k k¢dj t az �sszevon sk�nt kapott bet� m r megl�v� k¢dj nak a k¢dol¢  b�
� k�-l�nb�z� bet�ivel val¢ kieg�sz¡t�s�vel kapjuk.9.2.13. P�lda. Mutatunk egy p�ld t a Hu�man- �s a Shannon-k¢dra. Mindk�tesetben ugyanazon forr st fogjuk k¢dolni, ¡gy �sszehasonl¡that¢ a k�t k¢d hat�konys ga.Legyen a k¢doland¢  b�
� 10-elem� (mondjuk az angol  b�
� els� 10 bet�j�vel je-l�lve), az egyes bet�k relat¡v gyakoris ga rendre 0,17, 0,02, 0,13, 0,02, 0,01, 0,31, 0,02,0,17, 0,06, 0,09, �s a k¢dol¢  b�
� {0, 1, 2}. Mivel 10−2 = 4 · (3−1)+0, az els� l�p�sben0+2 = 2 bet�t kell �sszefogni, majd a tov bbi l�p�sekben h rmat-h rmat (9.2. t bl zat).Amikor m r 
sak 3 bet�b�l  ll az  b�
�, akkor ezt a h rom bet�t rendre 0-val, 1-gyel �s2-vel k¢doljuk, majd visszafel� haladva el� ll¡tjuk a k¡v nt k¢dot (9.3. t bl zat).A k¢d  tlagos sz¢hossz£s ga 1,79, m¡g az entr¢pia �rt�ke 1,73, ¡gy a k¢d  tlagossz¢hossz£s ga igen j¢l megk�zel¡ti az elm�letileg el�rhet� legkisebb �rt�ket.Ugyanezen  b�
�t fogjuk most a Shannon-k¢ddal k¢dolni. Most is sorba kell rendezniaz  b�
�t a relat¡v gyakoris gok 
s�kken� sorrendj�ben. Meghat rozzuk a sz�ks�gessz¢hossz£s gokat. Mivel 0,31, 0,17, 0,13 kisebbek mint 1/3, de nem kisebbek, mint 1/9,f, a, h �s 
 k¢dhossza 2. Hasonl¢an j �s i k¢dhossza 3, m¡g b, d �s g k¢dhossza 4, v�g�le k¢dhossza 5. Az f k¢dja 00, az a k¢dja 01, a h k¢dja 02, �s ehhez a h rmas alap£sz mrendszerben 1-et adva kapjuk 
 k¢dj t, amely ¡gy 10. Ehhez 1-et adva 11-et kapunk,de j k¢dj nak hossza 3, ez�rt ezt m�g jobbr¢l ki kell eg�sz¡teni egy darab 0-val, teh t j



172 9. K¢dol sf 0,31 f 0,31 f 0,31a 0,17 a 0,17 a 0,17h 0,17 h 0,17 h 0,17
 0,13 
 0,13 
 0,13j 0,09 j 0,09 j 0,09i 0,06 i 0,06 ((g, e), b, d) 0,07b 0,02 (g, e) 0,03 i 0,06d 0,02 b 0,02g 0,02 d 0,02e 0,01f 0,31 (a, h, 
) 0,47
(j, ((g, e), b, d), i) 0,22 f 0,31a 0,17 (j, ((g, e), b, d), i) 0,22h 0,17
 0,139.2. t bl zat(a, h, 
) 7→ 0 a 7→ 00h 7→ 01
 7→ 02f 7→ 1

(j, ((g, e), b, d), i) 7→ 2 j 7→ 20
((g, e), b, d) 7→ 21 (g,e) 7→ 210 g 7→ 2100e 7→ 2101b 7→ 211d 7→ 212i 7→ 229.3. t bl zatk¢dja 110. Hasonl¢an haladva megkapjuk a teljes k¢dot, amelyet a 9.4. t bl zat mutat(bal oldalon a szavak n�vekv� sorrendj�ben, jobbr¢l a bet�k sorrendj�ben). Most a k¢d tlagos sz¢hossz£s ga 2,3, amely nagyobb, mint a Hu�man-k¢dn l volt, de kisebb, mintaz entr¢pia plusz 1.Az 9.5. �s 9.6.  bra mutatja a k�t k¢d k¢df j t.Megadjuk az �kezet n�lk�li bet�k magyar nyelvben val¢ el�fordul s nak relat¡vgyakoris gaihoz tartoz¢ bin ris Hu�man- �s Shannon-k¢dot (9.5. t bl zat) (a Shannon-k¢dn l a Q hossz t az egy�bk�nt el�fordul¢ hosszak maximum nak vett�k). Az adotteloszl shoz tartoz¢ entr¢pia �rt�ke 4,1289, m¡g a Hu�man-k¢d  tlagos sz¢hossz£s ga4,1528, a Shannon-k¢d� pedig 4,5989. Ugyanakkor a Morse-k¢d 0-val �s 1-gyel val¢ k¢-



9.2. Forr sk¢dol s 173bet� k¢d bet� k¢df 00 a 01a 01 b 1120h 02 
 10
 10 d 1121j 110 e 12000i 111 f 00b 1120 g 1122d 1121 h 02g 1122 i 111e 12000 j 1109.4. t bl zat
9.5.  bra
9.6.  bradol s n l az  tlagos sz¢hossz£s g ugyanezekkel a gyakoris gokkal (
sak a bet�k k¢dj t�gyelembe v�ve) 9,299. L that¢, hogy mekkora javul s �rhet� el. Ennek egyik oka, hogya vessz� hat rozottan n�veli az  tlagos sz¢hossz£s got.9.2.14. A k¢doland¢  b�
� kiterjeszt�se. Egyszer� m¢don el tudjuk �rni, hogyegy felbonthat¢ k¢dban az egy bet�re jut¢  tlagos sz¢hossz£s g tetsz�legesen megk�-zel¡tse az entr¢pia �rt�k�t. Ehhez az eredeti  b�
�b�l elk�sz¡tj�k az �sszes k�tbet�s,h rombet�s, stb. sz¢t, �s egy-egy ilyen sz¢t tekint�nk egy £j  b�
� egy-egy bet�j�nek,ahol egy-egy ilyen £j bet�h�z a benne szerepl� bet�k relat¡v gyakoris gainak szorzat trendelve kapjuk a megfelel� eloszl st. Az ¡gy kapott k¢d az eredeti k¢d k�tszeres, h -romszoros, stb. kiterjeszt�se. Ha m bet� egybefog s b¢l  ll az  b�
�, akkor van olyan



174 9. K¢dol sbet� val¢sz¡n�s�g Hu�man-k¢d Shannon-k¢dA 0,1247 100 0010B 0,0190 000011 101100C 0,0065 01101110 10111101D 0,0197 000010 101011E 0,1407 001 000F 0,0078 0110110 10111100G 0,0326 01100 10011H 0,0165 011010 101101I 0,0444 1110 01111J 0,0105 0000000 1011100K 0,0541 1100 01110L 0,0605 1010 01100M 0,0352 01001 10010N 0,0638 0111 0101O 0,0683 0101 0100P 0,0096 0000001 1011101Q 0,0000 0110111111 10111110001001R 0,0367 01000 10001S 0,0600 1011 01101T 0,0761 0001 0011U 0,0226 11011 101001V 0,0199 000001 101010W 0,0009 011011110 10111110000X 0,0001 0110111110 10111110001000Y 0,0261 11010 101000Z 0,0437 1111 100009.5. t bl zatk¢d, amelynek egy bet�re jut¢  tlagos sz¢hossz£s ga
l < −

n
∑

i=1 pi logr pi + 1
m
,ahol n az eredeti  b�
� bet�inek sz ma, �s a pi-k az eredeti  b�
� bet�inek relat¡vgyakoris gai. A m¢dszer sz�ps�ghib ja, hogy p�ld ul a k�tszeres kiterjeszt�sn�l azonossz mot rendel ty-hoz �s yt-hez, holott a magyar nyelvben a k�t bet�kombin 
i¢ m�gmegk�zel¡t�leg sem azonos gyakoris ggal fordul el�. Ha a p rok val¢di gyakoris gaittekintj�k, m�g jobb k¢dot kapunk.9.2.15. Sz¢t rk¢dok. A bet�nk�nti k¢dol s akkor igaz n hat�kony, ha az egym sut n k�vetkez� bet�k egym st¢l f�ggetlenek, vagyis egy bet� megjelen�se f�ggetlen at-t¢l, hogy el�tte milyen bet�ket bo
s jtott ki az ad¢. Egy �l� nyelven megadott sz�veg ltal ban nem ilyen: a magyar nyelvben a t ut n sokkal gyakoribb az y, mint p�ld ul



9.2. Forr sk¢dol s 175az r ut n. A kor bban eml¡tett kiterjeszt�s sem megold s erre a probl�m ra. Egy m -sik probl�ma, hogy amennyiben egy �zenet nem tipikus sz�veg, vagyis benne a bet�kel�fordul s nak val¢sz¡n�s�ge elt�r a szok sost¢l, akkor egy r�gz¡tett k¢dt bla, amely atipikus sz�vegek bet�gyakoris ga alapj n �p�l fel, nem biztos¡t optim lis k¢dot m�g aHu�man-k¢d eset�n sem. Ha viszont egy ilyen esetben a konkr�t sz�veg statisztik jaalapj n hozzuk l�tre a k¢dt bl t, akkor ezt is tov bb¡tani kell, ami n�veli a k¢dolt sz�veghossz t.A sz¢t rk¢dok alapgondolata, hogy egy ϕ ∈ A∗ → B∗ sz¢t rat haszn lunk fel ak¢dol sra, amelynek �rtelmez�si tartom nya tartalmazza A-t, azaz a k¢doland¢  b�
�t.A sz¢t r lehet  lland¢ (statikus) vagy v ltoz¢ (dinamikus).* 9.2.16. Futamk¢dol s. Bizonyos sz�veg llom nyokban gyakran fordulnak el� is-m�tl�d� karakterek (p�ld ul ism�tl�d� sz¢k�z�k). Ilyenkor 
�lszer� lehet £gy t�m�r¡teni,hogy a karaktert 
sak egyszer adjuk meg, majd megadjuk az ism�tl�sek sz m t. A gon-dot az okozza, hogy az ilyen sz mokat el kell v lasztani a sz�veg karaktereit�l. Egyiklehet�s�g, hogy a legal bb (mondjuk) h romszor ism�tl�d� karaktert h romszor le¡rjuk,majd ut na ¡runk egy de
im lis sz mjegyet, hogy m�g h nyszor ism�tl�dik. P�ld ul a40 karakter hossz£         gugogogogol                     sor ¡gy t�m�r¡tve    5gugogogogol   9   6lesz; a 21 ism�tl�d�st 
sak �k�t r�szletben" tudtuk le¡rni, mert nin
s 9-n�l nagyobbde
im lis sz mjegy. (Persze, a de
im lis sz mjegy helyett egy eg�sz b jt is jelezhetn� azism�tl�d�st, de az elv nem v ltozna.)Ha van olyan bet� az  b�
�ben, amely biztosan nem fordul el� a sz�vegben, p�ld ula �, akkor azt haszn lhatjuk �es
ape" karakternek, jelezve, hogy az ut na k�vetkez�sz mjegy nem r�sze a sz�vegnek, hanem az el�z� bet� ism�tl�d�seinek sz m t k¢dolja (0sz mjegy egy ism�tl�s, stb.). Ezzel a sz�veg �6gugogogogol �9 �8lesz. Ha # egy m sik �es
ape" karakter, akkor p�ld ul felhaszn lhatjuk annak jelz�s�re,hogy ut na k�t sz mjegy ¡rja le az eddig m�g nem k¢dolhat¢ sz m£ ism�tl�d�seket (00tizenegy ism�tl�s, stb.). �gy a sz�veg �6gugogogogol #09lesz. Egy tov bbi lehet�s�g, hogy ismert sz�veghossz eset�n az egyik �es
sape" azt jelzi,hogy a sz�veg v�g�ig m r 
sak egy �trivi lis" karakter | jelen esetben a sz¢k�z |ism�tl�dik. A fenti p�ld b¢l ¡gy  �6gugogogogol#



176 9. K¢dol slesz. L tsz¢lag gondot okoz �es
ape" karakterek keres�se. Ha azonban a futamk¢dol stegy pre�x k¢ddal kombin ljuk, akkor annyi �es
ape" karaktert gy rthatunk, amennyitakarunk. S�t, az es
ape karaktert �s az ut na k�vetkez� sz mot egybefoghatjuk, �s ezek-hez a p rokhoz rendelhet�nk egy pre�x k¢dsz¢t, vagy ak r a bet�t, az es
ape karaktert�s az ut na k�vetkez� sz mot fogjuk �ssze, �s ehhez a h rmashoz rendel�nk pre�x k¢d-sz¢t. Fax k¢dol s ra elterjedt elj r s egy ilyen k¢d. Csak fekete �s feh�r k�pelemekvannak, egy sor 1664 k�pelem, soronk�nt olvasunk. A futamhosszak: 0, 1, 2, . . . , 63 �s64, 128, 192, 256, . . . , 2560. A k¢dhosszakat a 9.7. t bl zat tartalmazza.feh�r bin ris fekete bin ris tetsz�leges bin risfutam k¢d futam k¢d futam k¢dhossza hossza hossza hossza hossza hossza0 8 0 10 1792 . . .1920 111 6 1 3 1984 . . .2560 122 . . . 7 4 2 . . . 3 28 . . . 10 5 4 312 . . .17 6 5 . . . 6 418 . . .28 7 7 529 . . .63 8 8, 9 664 . . . 128 5 10 . . . 12 7192 6 13 . . . 14 8256 7 15 9320 . . .640 8 16 . . . 18 10704 . . .1600 9 19 . . . 25 111664 6 26 . . . 63 121728 9 64 10128 . . .448 12512 . . .1728 139.6. t bl zat* 9.2.17. LZ77. Ennek a sz¢t r t¡pus£ k¢dol snak az �tlet�t Lempel �s Ziv egy 1977-ben megjelent 
ikke tartalmazza. A m�g nem k¢dolt sz�vegb�l egy l hossz£s g£ �ablakot"�gyel�nk, m¡g a m r k¢dolt sz�vegnek az ablak el�tti L hossz£s g£ r�sze a �sz¢t r". Azablakban elhelyezked� sz�veg egy legal bb m hossz£ pre�x�t keress�k a sz¢t rban, asz¢t r v�g�t�l kezdve. Ha t�bb pre�xet is tal lunk, a leghosszabbat v lasztjuk, �s ha azt�bb helyen is el�fordul, akkor a sz¢t r v�g�hez legk�zelebb  ll¢ el�fordul st. Ilyenkoraz (n, d) p r ker�l a k¢dolt sz�vegbe, ahol n a tal lt pre�x hossza, m ≤ n ≤ l, a dpedig a t vols g a sz¢t r utols¢ bet�j�t�l, 0 ≤ d < L. Ha nem tal lunk el�g hossz£pre�xet, akkor az ablak els� bet�je ker�l a k¢dsz�vegbe. P�ld ul ha a k¢doland¢ ASCIIsz�veg gugogogogol, l = 8, L = 16, m = 2, akkor a k¢d gugo(1, 8)l lesz. Ha n helyett
n−m+128 �rt�k�t ¡rjuk a sz�vegbe, akkor a k¢d hexade
im lis 6775676FF186C lesz. Ak¢dsz�veget  ltal ban tov bb k¢doljuk egy pre�x k¢dol ssal.



9.2. Forr sk¢dol s 177* 9.2.18. A gzip paran
s. Ez a paran
s a �de
ate" t�m�r¡tett adatform tumothaszn lja egyes blokkokra, de ha nem siker�l t�m�r¡t�st el�rni, a program £gy is d�nthet,hogy egy r�szt 
sak  tm sol. A de
ate adatform tum r�szletes le¡r s t l sd: NetworkWorking Group RFC 1951. (RFC: Request for Comment.) Sok m s hasonl¢ program �sa zlib t�m�r¡tett k�nyvt rform tum (l sd RFC 1950) haszn lja a de
ate form tumot. Ade
ate form tum az LZ77 elj r st kombin lja k�t pre�x k¢ddal.A de
ate els� l�p�se egy LZ77-v ltozat, amely b jtsorozaton dolgozik l = 258,
L = 215, m = 3 param�terekkel. Az elj r s annyiban m¢dosul, hogy az ablak m -sodik bet�j�vel kezd�d� in�xre is v�geznek keres�st a sz¢t rban, �s ha erre nagyobb nhosszt siker�l el�rni, akkor az els� b jtot egyed�l viszik ki. (A paran
s param�terez�s�vel�lebut¡thatjuk" a keres�st, �s a program gyorsabb lesz, de a dek¢dol s nem v ltozik.)A m sodik l�p�s a pre�x k¢dol sok alkalmaz s b¢l  ll. A k¢dt bl k lehetnek el�rede�ni ltak vagy v ltoz¢ak. Az n hosszat az n 7→ n − m + 257 transzform 
i¢val a257 . . . 512 tartom nyba viszik  t; 256 kimarad, az a blokk v�g�t jelzi. Az el�re de�ni ltk¢dt bl kat a 9.7. t bl zat tartalmazza. Az xx. . .x-szel jel�lt r�sz bin ris sz ml l¢. Hav ltoz¢ k¢dt bl t haszn lunk, akkor azt is  t kell vinni. Ezt £gy oldj k meg hat�konyan,hogy az xx. . .x-szel jel�lt bin ris sz ml l¢kat nem vonj k be a k¢dba. A k¢dfa helyett
sak a k¢dhosszakat t rolj k sorrendben, az el� nem fordul¢ esetekhez nulla hosszatadva meg. Ebb�l az inform 
i¢b¢l a 9.2.7. t�tel bizony¡t s n l megadott algoritmussala k¢dfa m r fel�p¡thet�. A k¢dhosszakat maximum 15-re korl tozz k �s futamk¢dolj k,majd pre�xk¢dolj k, �s 
sak ennek a pre�x k¢dnak a k¢dhosszt bl j t t rolj k.* 9.2.19. LZW-k¢dok. Lempel �s Ziv m¢dszereinek egyik tov bbfejleszt�se Wel
h-t�l sz rmazik. A k¢dszavak pre�x k¢dot alkotnak, p�ld ul �x hossz£s g£ak. Kiindul s-kor a k¢dt bla 
sak a k¢doland¢ sz�veg  b�
�j�nek bet�ihez tartoz¢ k¢dszavakat tartal-mazza, �s ez b�v�l a k¢dol s valamint a dek¢dol s sor n £gy, hogy bizonyos bet�soro-zatok k¢dj t adjuk meg. Tegy�k fel, hogy valameddig m r k¢doltuk az eredeti sz�veget,�s kezdj�k el olvasni a k¢doland¢ sz�veget ett�l a pontt¢l kezdve. Az els� olvasott bet�k¢dj t tartalmazza a k¢dt bla. Olvassuk ki a k�vetkez� bet�t. Ha az els� k�t bet�b�l ll¢ sz�veg is szerepel a k¢dt bl ban, akkor olvassuk ki a harmadik bet�t, �s ezt foly-tassuk mindaddig, am¡g egy olyan bet�h�z nem �r�nk, hogy a megel�z� bet�ig terjed�sz�vegnek m r van k¢dja, de az utols¢ bet�vel kieg�sz¡tett sz�vegnek m�g nin
s. Legyena kiolvasott sz�veg a1 . . . anan+1, ahol n ∈ N+. Az el�bbiek szerint teh t a1 . . . an-nekm r l�tezik k¢dja, de a1 . . . anan+1-nek nem. Ekkor elk�ldj�k az n-hossz£s g£ sz�veg is-mert k¢dj t, �s amennyiben a k¢dt bl ban m�g van szabad hely, akkor a soron k�vetkez�k¢dsz¢t a1 . . . anan+1-hez rendelj�k, a k¢dt bl hoz pedig hossz adjuk az a1 . . . anan+1-b�l �s a k¢dj b¢l  ll¢ rendezett p rt. Amennyiben betelt a k¢dt bla, akkor nem b�v¡tj�ktov bb.A dek¢dol s hasonl¢an t�rt�nik. Az els� vett k¢dsz¢ biztosan egyetlen bet� k¢dja,amelynek a v�tel hely�n is ismert a megfejt�se. Ism�t tegy�k fel, hogy m r valamed-dig eljutott az ad s, �s egy £jabb k¢dsz¢ �rkezik. Ha az el�z� k¢dsz¢nak megfelel�string a1 . . . an, �s a most vett k¢dsz¢ dek¢dol s ban az els� bet� u, akkor az ad¢n la most elk�ld�tt k¢dsz¢ el�tt a k¢dt bla soron k�vetkez� eleme az a1 . . . anu bet�so-rozatot fogja k¢dolni, vagyis a vev� is ezt a jelsorozatot rendeli a k¢dt bla soron k�-



178 9. K¢dol sbet� bin ris bin risvagy hossz k¢d t vols g k¢d0 . . . 143 00110000. . .10111111 0 . . . 3 00000. . .00011144 . . . 255 110010000. . .111111111 4 . . . 5 00100x256 . . . 264 0000000. . .0001000 6 . . . 7 00101x265 . . . 266 0001001x 8 . . . 11 00110xx267 . . . 268 0001010x 12 . . . 15 00111xx269 . . . 270 0001011x 16 . . . 23 01000xxx271 . . . 272 0001100x 24 . . . 31 01001xxx273 . . . 276 0001101xx 32 . . . 47 01010xxxx277 . . . 280 0001110xx 48 . . . 63 01011xxxx281 . . . 284 0001111xx 64 . . . 95 01100xxxxx285 . . . 288 0010000xx 96 . . .127 01101xxxxx289 . . . 296 0010001xxx 128 . . .191 01110xxxxxx297 . . . 304 0010010xxx 192 . . .255 01111xxxxxx305 . . . 312 0010011xxx 256 . . .383 10000xxxxxxx313 . . . 320 0010100xxx 384 . . .511 10001xxxxxxx321 . . . 336 0010101xxxx 512 . . .767 10010xxxxxxxx337 . . . 352 0010110xxxx 768 . . .1023 10011xxxxxxxx353 . . . 368 0010111xxxx 1024 . . .1535 10100xxxxxxxxx369 . . . 384 11000000xxxx 1536 . . .2047 10101xxxxxxxxx385 . . . 416 11000001xxxxx 2048 . . .3071 10110xxxxxxxxxx417 . . . 448 11000010xxxxx 3072 . . .4095 10111xxxxxxxxxx449 . . . 480 11000011xxxxx 4096 . . .6143 11000xxxxxxxxxxx481 . . . 511 11000100xxxxx 6144 . . .8191 11001xxxxxxxxxxx512 11000101 8192 . . .12287 11010xxxxxxxxxxxx12288 . . .16383 11011xxxxxxxxxxxx16384 . . .24575 11100xxxxxxxxxxxxx24576 . . .32767 11101xxxxxxxxxxxx9.7. t bl zatvetkez� elem�hez, �s ¡gy a tov bbiakban m r ezt a k¢dot is tudja dek¢dolni. Egyetlenesetben lehet probl�ma a dek¢dol sn l. Ha a k¢dol sn l a m r k¢dolt sz�veg ut n az
a1 . . . anan+1 . . . an+m sz�veg olyan, hogy a1 . . . an-nek m r van k¢dja, de a1 . . . anan+1-nek m�g nin
s, �s an+1 . . . an+m = a1 . . . anan+1, akkor az a1 . . . an k¢dj nak elk�ld�seut n az ad¢n l beker�l a k¢dt bl ba a1 . . . anan+1 k¢dja, �s ¡gy a k�vetkez� k¢doland¢sz�veghez, a1 . . . anan+1-hez m r lesz bejegyz�s, teh t tudjuk k¢dolni (de a k�vetkez�bet�vel meghosszabb¡tott sz�veg m�g biztosan nem k¢dolhat¢, hiszen ellenkez� esetbenaz algoritmusunk alapj n m r az el�z� l�p�sben tudtuk volna a1 . . . anan+1-et k¢dolni).Ugyanakkor a v�tel hely�n a1 . . . anan+1 k¢dj t az el�z�, a1 . . . an-hez tartoz¢ k¢d de-k¢dol sa, valamint a most be�rkezett, az a1 . . . anan+1 k¢dj nak visszafejt�sekor kapottsz�veg els� bet�je alapj n tudn nk meghat rozni, ami lehetetlen, hiszen az aktu lis de-



9.2. Forr sk¢dol s 179k¢dol shoz a m�g ismeretlen, �ppen most meghat rozand¢ sz�veget kellene ismerni. Adek¢dol s azonban m�gis elv�gezhet�. Ha a vett k¢dsz¢ m�g nem szerepel a v�tel hely�na k¢dt bl ban, az 
sak az�rt lehets�ges, mert a k¢doland¢ sz�veg a fent le¡rt alak£, teh t
an+1 . . . an+m = a1 . . . anan+1, amib�l viszont k�vetkezik, hogy an+1 = a1, teh t a k¢d-t bl ban m�g nem tal lhat¢, �s �ppen most be�rkezett, dek¢doland¢ sz�veg a1 . . . ana1,¡gy el tudjuk v�gezni a dek¢dol st, �s tov bb tudjuk �p¡teni a vev�n�l is a k¢dt bl t.* 9.2.20. P�lda az LZW-k¢dra. Legyen a k¢d hexade
im lis, a k¢dszavak hossza2 (¡gy a k¢dt bla maxim lis m�rete 256 bejegyz�s), �s az alaphelyzetben haszn ljunkASCII-k¢dot. P�ld ul 
 k¢dja 63, ¡gy a k¢dt bl ban az egyik bejegyz�s a (
, 63) p r.K¢doljuk a gugogogogol sz�veget.Mivel g k¢dja 67, ugyanakkor gu m�g nem szerepel a k¢dt bl ban, ¡gy elk�ldj�ka 67-es k¢dsz¢t, �s a k¢dt bl ba be¡rjuk (gu, 80)-at. A tov bbiakban az ugogogogolsz�veget kell k¢dolnunk. Az u k¢dja ismert, de ug k¢dja nem. K�ldj�k u k¢dj t, ami75, �s a k¢dt bl ba be¡rjuk az (ug, 81) p rt. Maradt a gogogogol sz�veg. Most ismertg k¢dja, de ismeretlen a go sz�veg, teh t megy a 67-es k¢dsz¢, �s a t bl ba be¡rjuk a(go, 82) p rt. Most az ogogogol sz�veg bal sz�l�n�l tartunk. Tudjuk o k¢dj t, de m�gismeretlen az og k¢dja. A 6F-es k¢d elk�ld�s�n k¡v�l az (og, 83) bejegyz�ssel megadjukog k¢dj t. A gogogol sz�veg maradt. Tudjuk g �s go k¢dj t, de m�g nin
s k¢dja a gogh rmasnak, ¡gy elk�ldj�k 82-t, �s a t bl ba beker�l a (gog, 84) p r. K�vetkezik a gogolk¢dol sa. M r tudjuk k¢dolni g-t, go-t, gog-ot, de m�g nem tal lkoztunk gogo-val, ¡gyel tudjuk k�ldeni a 84-es k¢dsz¢t, �s felvessz�k a k¢dt bl ba (gogo, 85)-�t. M�g ol vanh tra. Ebb�l 
sak az o-t tudjuk k¢dolni, az elk�ld�tt k¢d 6F, �s b�v�l a k¢dt bla, ahov (ol, 86) ker�l. V�g�l egyetlen karakter, az l maradt, amelynek a k¢dja 6C. Ezt elk�ldj�k,�s a t bl ba m r semmit nem kell bejegyezn�nk.Most n�zz�k a dek¢dol st. Az �rkez� k¢dszavak sorozata 6775676F82846F6C. Mivel67-b�l g-t, 75-b�l u-t dek¢dolunk, a k¢dt bl ba bejegyezz�k a (gu, 80) p rt. Az 67-b�lism�t g-t dek¢dolunk, a t bl ba beker�l az (ug, 81) p r. Mivel 6F az o k¢dja, teh t azeddig visszafejtett sz�veg gugo, �s a t bl ba (go, 82)-t ¡runk. K�vetkezik a 82 dek¢dol sa.A k¢dt bl ban a (go, 82) bejegyz�s tal lhat¢, ¡gy az eddig dek¢dolt teljes sz�veg gugogo.Mivel az el�z� k¢dsz¢ 6F, m¡g a most dek¢dolt sz�veg els� karaktere g volt, ez�rt ak¢dt bl ba (og, 83) ker�l. Most 84-et kell dek¢dolnunk,  m a t bl nkban ilyen k¢dnin
s. Ebb�l arra k�vetkeztet�nk, hogy a 84megfejt�se az utols¢ dek¢dolt sz�veg, jobbr¢lkieg�sz¡tve az el�bb dek¢dolt karaktersorozat bal sz�ls� karakter�vel, vagyis a konkr�tesetben 84 megfejt�se gog, �s gyorsan be¡rjuk a k¢dt bl ba a (gog, 84) p rt. A h tral�v�k¢d fejt�se m r k�nny�, az els�� az o, �s a k¢dt bla b�v�l a (gogo, 85) be¡r ssal, majd6C megfejt�se l, �s a k¢dt bl ba feljegyezz�k az (ol, 86) p rt.Az el�bbi k¢dol st �s dek¢dol st mutatja a 9.8. �s 9.9. t bl zat.A 9.8. t bl zatban az 1. oszlopban a m�g nem k¢dolt sz�veg, a 2. oszlopban az adottmenetben k¢dolt sz�vegr�sz tal lhat¢. A 3. oszlop mutatja az elk�ld�tt k¢dsz¢t, m¡g a4. a t bl ba ker�l� bejegyz�st.A 9.9. t bl zat 1. oszlop ban az �ppen vett k¢dsz¢ l that¢, ut na j�n a t bla meg-felel� bejegyz�se, majd a dek¢dolt sz�vegr�sz. A 4. oszlopban tal lhat¢ a t bla aktu lisbejegyz�se.



180 9. K¢dol sgugogogogol g 67 (gu, 80)ugogogogol u 75 (ug, 81)gogogogol g 67 (go, 82)ogogogol o 6F (og, 83)gogogol go 82 (gog, 84)gogol gog 84 (gogo, 85)ol o 6F (ol, 86)l l 6C9.8. t bl zat67 (g, 67) g75 (u, 75) u (gu, 80)67 (g, 67) g (ug, 81)6F (o, 6F) o (go, 82)82 (go, 82) go (og, 83)84 (gog, 82) gog (gog, 84)6F (o, 6F) o (gogo, 85)6C (l, 6C) l (ol, 86)9.9. t bl zatProgramoz sn l zavar¢ lehet, hogy a p rok els� koordin t ja v ltoz¢ hossz£s g£sztring. Ezt k�nnyen kik�sz�b�lhetj�k £gy, hogy 
sak az utols¢ bet�t t roljuk, �s egypointert a pre�xre, ami m r a t bl ban van. Ha a k¢d egyenletes k¢d, a dek¢dol sn l a
ϕ f�ggv�ny inverz�t t bl zatban t rolhatjuk. A k¢dol s sor n a ϕ f�ggv�nyt mint p rokhalmaz t kezelj�k. Ez hash-transzform 
i¢val val¢s¡that¢ meg hat�konyan.* 9.2.21. A 
ompress paran
s. LZW-t¡pus£ k¢dot haszn l a 
ompress paran
s. Az£jdons g, hogy a k¢dhosszat dinamikusan v ltoztatjuk. Kezdetben a k¢dhossz 9 bit, �sa b jtok k¢djait tartalmazza. Ha betelik a sz¢t r, 10 bitre n�velj�k a k¢dhosszat. Ak¢dhossz maxim lis �rt�ke param�terezhet�, de maximum 16 bit. Ha el�rt�k a maxim lisk¢dhosszat �s betelt a sz¢t r, a program akkor is �gyeli, hogy mekkora t�m�r¡t�st siker�ltel�rni. Ha ez egy adott �rt�k al  megy, eldobjuk a sz¢t rat, �s £j sz¢t r �p¡t�s�be kezd�nk.* 9.2.22. Digitaliz l s. Egy val¢s �rt�k� f�ggv�nyt, anal¢g jelet sz m¡t¢g�pben k�z-vetlen�l nem tudunk reprezent lni, ez�rt mintav�telez�ssel sorozatt  alak¡tjuk, majd akapott val¢s sz mokat eg�sz sz mokk  alak¡tva kvant ljuk. A k�t l�p�s egy�tt a digita-liz l s.Egy t 7→ F (t) f�ggv�nyt (amit legt�bbsz�r az id� f�ggv�ny�nek gondolunk, b r eznem sz�ks�gszer�) mintav�telez�ssel alak¡thatunk (mindk�t ir nyba v�gtelen) sorozatt :legyen fk = F (τ0+kτ), ha k ∈ Z, ahol τ0 ∈ R �s 0 < τ ∈ R r�gz¡tettek. A mintav�telez�speri¢dusideje τ , ennek re
iproka, 1/τ a mintav�teli frekven
ia. Term�szetesen, ha a jel
sak egy v�ges intervallumon van �rtelmezve, akkor a minta is v�ges sorozat lesz.Tekints�k p�ldak�nt a t 7→ sin(2π(t − τ0)/T ) jelet, amelynek peri¢dusa T (azaz
f(t + T ) = f(t) minden t ∈ R-re), frekven
i ja ¡gy 1/T . Ennek mintav�telez�s�vel az
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fk = sin(2πk/T ), k ∈ Z sorozatot kapjuk. �szrevehetj�k, hogy ha a jel frekven
i jaa mintav�teli frekven
ia fele, azaz ha 2/T = 1/τ , akkor fk = sin(πk) = 0, ami meg-egyezik az azonosan nulla jel mintav�telez�s�vel kapott sorozattal. Ez azt mutatja, hogya mintav�teli frekven
ia fel�n�l nem kisebb frekven
i j£ jel�sszetev�k a mintav�teln�lelveszhetnek. Ez�rt a mintav�teli frekven
ia az  tvinni k¡v nt jel legmagasabb frekven
i- j£ �sszetev�je frekven
i j nak t�bb mint k�tszerese kell legyen: ez Shannon mintav�telit�rv�nye.K�tdimenzi¢s (x, y) 7→ F (x, y) jeln�l, p�ld ul k�pn�l k�tdimenzi¢s mintav�telez�stalkalmazunk:

fi,j = F (ξ0 + iξ, η0 + jη).H romdimenzi¢s (x, y, t) 7→ F (x, y, t) jeln�l, p�ld ul mozg¢k�pn�l a mintav�telez�s ish romdimenzi¢s:
fi,j,k = F (ξ0 + iξ, η0 + jη, τ0 + kτ).A mintav�telez�ssel kapott jel m�g nem t rolhat¢ a sz m¡t¢g�pben: kerek¡t�sseldigitaliz lni kell. Ǒltal ban eg�szre kerek¡t�nk valamilyen szab ly szerint. A kerek¡t�sel�tt rendszerint egy v 7→ q(v) kvant l si f�ggv�nyt alkalmazunk a mintav�telez�sselkapott �rt�kekre. A kvant l si f�ggv�ny gyakran line ris, q(v) = av + b alak£. Min�lnagyobb a, ann l kisebb v ltoz s el�g v-ben, hogy m sik eg�sz sz mot kapjuk a kerek¡t�sut n, teh t ann l �nomabb a kvant l s. A b konstanssal p�ld ul el�rhetj�k, hogy akvant lt �rt�kek nemnegat¡vak legyenek, b teh t szinteltol st jelent.A kvant l s sajnos azt is jelenti, hogy �zajt" visz�nk be a jelbe. A hang (egys�gnyifel�letre es�) teljes¡tm�nye a hangnyom s n�gyzet�vel ar nyos. A mikrofon a hangnyo-m ssal ar nyos fesz�lts�get hoz l�tre, a teljes¡tm�ny ennek a n�gyzet�vel ar nyos. F�l�nk�rz�kenys�ge logaritmikus jelleg�: k�t hang k�z�tt akkor �rz�nk ugyanolyan hangoss g-k�l�nbs�get, ha teljes¡tm�ny�k ar nya ugyanaz az �rt�k. Ez�rt hangjel kvant l s n llogaritmikus jelleg� kvant l si f�ggv�nyt �rdemes alkalmazni, mert ekkor ugyan han-gosabb jeln�l a zaj is hangosabb lesz, de a teljes¡tm�ny�k ar nya ugyanaz marad, ¡gyegyform n �rezz�k zajosnak a k�l�nb�z� r�szeket. P�ld ul a telefont rsas gok az USA-ban �s Jap nban a

v 7→ a sgn(v) log(1 + µ|v|
)f�ggv�ny haszn lj k alkalmas a �s µ v laszt ssal. Az is lehet, hogy egy m r (line ri-san, �noman) kvant lt jelet kvant lunk £jra nemline ris kvant l ssal. (P�ld ul digit listelefonn l a fenti f�ggv�nnyel tulajdonk�ppen 14 bites line risan kvant lt �rt�ket kvan-t lnak £jra, hogy 8 bites �rt�ket kapjanak.) Term�szetesen amikor a digitaliz lt jeletvisszaalak¡tjuk anal¢g jell�, a kvant l si f�ggv�ny inverz�t kell alkalmaznunk.Ǒltal ban a digitaliz l s mindk�t l�p�s�ben elv�sz az inform 
i¢ egy r�sze, ¡gy  lta-l ban minden digitaliz l st haszn l¢ k¢dol s eleve vesztes�ges.N�h ny t�m�r¡t� elj r s vektorkvant l st haszn l: �sszetartoz¢ mennyis�geket (p�l-d ul egy sz¡nes k�ppont sz¡nkoordin t it) egy�tt vektornak tekint�nk, �s egy vektorokattartalmaz¢ k¢dt bl b¢l keress�k ki a hozz  legk�zelebbi vektort.* 9.2.23. DFT �s IDFT. Tekints�nk egy T > 0 peri¢dus szerint peri¢dikus val¢sv ltoz¢s F f�ggv�nyt (azaz F (t + T ) = f(t) minden t ∈ R-re), legyen a mintav�teli
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ia az 1/T �alapfrekven
ia" n-szerese, ahol n > 2 egy term�szetes sz m, azazlegyen τ = T/n, �s legyen τ0 = 0. A mintav�telez�ssel kapott fj , j ∈ Z sorozat n szerintperiodikus, azaz fj+n = fj minden j ∈ Z-re, ¡gy egy Zn-en �rtelmezett f f�ggv�nynekis tekinthet�, vagyis az f0, f1, . . . , fn−1 �rt�kek egy�rtelm�en jellemzik. Ezt a f�gg-v�nyt szeretn�nk �eltolt szinuszos" jelek line ris kombin 
i¢jak�nt el� ll¡tani. Tekints�ka Hk(t) = 
os(2πkt/T ) + i sin(2πkt/T ), k ∈ Z ugyan
sak T szerint peri¢dikus komplex�rt�k� f�ggv�nyeket. A Hk f�ggv�ny mintav�telez�s�vel az ωjk
n , j ∈ Z sorozatot kapjuk,ahol ωn = 
os(2π/n)+ i sin(2π/n) az els� n-edik egys�ggy�k. Legyen f̂k = ∑n−1

j=0 fjω
−jk
n(azaz az (f0, f1, . . . , fn−1)�s az

(

ω0
n, ω

k
n, . . . , ω

(n−1)k
n

)

Cn-beli vektorok bels� szorzata), ha k ∈ Z. A f̂k, k ∈ Z sorozat is n szerint periodikus,hiszen ωn
n = 1, ¡gy

f̂k+n = n−1
∑

j=0 fjω
−j(k+n)
n = n−1

∑

j=0 fjω
−jk
n = f̂k.Teh t az f sorozathoz az f̂ sorozatot rendel� lek�pez�s a Zn-en �rtelmezett komplex �rt�-k� f�ggv�nyek n-dimenzi¢s komplex vektorter�t �nmag ba k�pezi le. Ezt a lek�pez�st ne-vezz�k diszkr�t Fourier transzform 
i¢nak, DFT-nek. A diszkr�t Fourier-transzform 
i¢olyan fontos lek�pez�s, hogy gyors v�grehajt s ra integr lt  ramk�r�ket gy rtanak, sz -mos m�szaki alkalmaz ssal. A DFT nyilv n line ris.Vegy�k �szre, hogy

n−1
∑

j=0(ωk
n)j = (ωk

n)n − 1
ωk

n − 10, ha ωk
n 6= 1, �s nyilv n n, ha ωk

n = 1. Ebb�l k�vetkezik, hogy a H0, H1, . . . , Hn−1f�ggv�nyek mintav�telez�s�vel kapott hk : Zn → C vektorok p ronk�nt ortogon lisak �smindegyiknek az �nmag val vett bels� szorzata n. Innen a
t 7→

1
n

n−1
∑

k=0 f̂kHk(t)f�ggv�ny a mintav�telez�s t = jτ pontjaiban megegyezik az F f�ggv�nnyel. Spe
i lisan,a DFT invert lhat¢, �s �majdnem" saj t maga az inverze: t = jτ helyettes¡t�ssel
fj = 1

n

n−1
∑

k=0 f̂kω
jk
n = ^̂

f−jA DFT inverz�t inverz diszkr�t Fourier transzform 
i¢nak, IDFT-nek nevezz�k.



9.2. Forr sk¢dol s 183Tov bbi hasznos �szrev�tel, hogy�̂fk = n−1
∑

j=0 �fjω
−jk
n = n−1

∑

j=0 fjω
jk
n = f̂−k.�gy ha az fj sorozat val¢s, akkor f̂k = �̂fk = f̂−k. Val¢s fj sorozat eset�n az f0H0(t) tagkonstans, ha pedig 0 < k < n/2, fk = r(
osϕ+ i sinϕ), akkor

fkHk(t) + f−kH−k(t) = r(
osϕ+ i sinϕ)(
os(2πkt/T ) + i sin(2πkt/T ))+ r(
osϕ− i sinϕ)(
os(2πkt/T )− i sin(2πkt/T ))= 2r 
os(2πkt/T + ϕ),azaz egy 2r amplit£d¢ju koszinuszos jel ϕ f ziseltol ssal, teh t az eredeti jelet l�nyeg�benharmonikus jelek �sszeg�re bontottuk.V�g�l vegy�k m�g �szre, hogy ha az fj sorozat p ros, akkor
fj = f−j = 1

n
^̂
f j ,ahonnan

f̂k = 1
n

^̂̂
fk = f̂−k,azaz f̂ is p ros. Ha az fj sorozat val¢s �s p ros, akkor a f̂k sorozat p ros �s f̂k = �̂fk =

f̂−k = f̂k, azaz val¢s is. Hasonl¢an, ha az fj sorozat p ratlan, akkor
−fj = f−j = 1

n
^̂
f j ,ahonnan

−f̂k = 1
n

^̂̂
fk = f̂−k,azaz f̂ is p ratlan. Ha az fj sorozat val¢s �s p ratlan, akkor a f̂k sorozat p ratlan �s

f̂k = �̂fk = f̂−k = −f̂k, azaz k�pzetes.* 9.2.24. FFT. A gyors Fourier-transzform 
i¢ (Fast Fourier Transform, FFT) adiszkr�t Fourier-transzform lt gyors kisz m¡t s ra szolg l. Legyen n r�gz¡tett, �s azegyszer�s�g kedv��rt vezess�k be az ω = ωn = ω−1
n jel�l�st. Vegy�k �szre, hogy az el�z�pontban haszn lt jel�l�sekkel f̂k nem m s, mint az f (0)(x) = ∑n

j=0 fjx
j polinom xk = ωkhelyen felvett �rt�ke. Az f̂k �rt�kek gyors kisz m¡t s hoz vezet� tr�kk: ha n = n1n2,akkor y = xn1 jel�l�ssel

f (0)(xn1j2+j1) = n1−1
∑

j1=0 xj1f (1)j1 (y),
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f
(1)
j1 (y) = n2−1

∑

j2=0 fn1j2+j1yj2 , j1 = 0, 1, . . . , n1 − 1.Ha x = ωj1
n , ω

j1+n2 , . . . , ωj1+(n1−1)n2 , akkor y ugyanaz, ¡gy minden kisz m¡tott f (1)j1 (y)�rt�k t�bbsz�r is felhaszn lhat¢. P�ld ul, ha n1 = 2, akkor az f (0) polinom ωj �s ωj+n/2helyen felvett �rt�keit egyszerre sz molhatjuk ki (azt is felhaszn lva, hogy ωn/2 = −1)az al bbi pillang¢ m�velettel:
f (0)(ωk) = f

(1)0 (ω2k) + ωkf
(1)1 (ω2k)

f (0)(ωk+n/2) = f
(1)0 (ω2k)− ωkf

(1)1 (ω2k)P�ld ul, ha n = 8, n1 = 2, akkor x = ωk �s x = ωk+4 eset�n y �rt�ke ω2k, ¡gy az
f0 + f2y + f4y2 + f6y3�s
f1 + f3y + f5y2 + f7y3�rt�keket k�tszer is tudjuk haszn lni, ¡gy a munk t nagyj b¢l megfelezt�k. Term�szetesenrekurz¡van is alkalmazhatjuk ezt a tr�kk�t. Az al bbi, egy�tthat¢ikkal adott polinomok�rt�keit kell kisz molnunk a megadott helyeken:

(

f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7
ω0, ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6, ω7 )

(

f0, f2, f4, f6
ω0, ω2, ω4, ω6 )

(

f0, f4
ω0, ω4 )

(

f0
ω0 ) (

f4
ω0 )

(

f2, f6
ω0, ω4 )

(

f2
ω0 ) (

f6
ω0 )

(

f1, f3, f5, f7
ω0, ω2, ω4, ω6 )

(

f1, f5
ω0, ω4 )

(

f1
ω0 ) (

f5
ω0 )

(

f3, f7
ω0, ω4 )

(

f3
ω0 ) (

f7
ω0 )A fentiek alapj n rekurz¡v programot ¡rhatunk a diszkr�t Fourier-transzform 
i¢elv�gz�s�re. Az n = 2m esetben 
�lszer�bb azonban a rekurzi¢t 
ikluss  kibontani.Vezess�k be az [dsds−1 . . . d2d1℄ = ∑s

j=1 dj2j−1 jel�l�st. Legyen
f
(s)
j1,j2,... ,js

= 2m−s−1
∑

j=0 f[jjsjs−1...j2j1℄xj , ha j1, . . . , js ∈ {0, 1}.
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j1,j2,... ,jm

polinomok konstansok, �rt�k�k f[jmjm−1...j2j1℄. Az
f
(s)
j1,j2,... ,js

(ωk2s) = f
(s+1)
j1,j2,... ,js,0(ωk2s+1) + ωk2s

f
(s+1)
j1,j2,... ,js,1(ωk2s+1)

f
(s)
j1,j2,... ,js

(ωk2s+n/2) = f
(s+1)
j1,j2,... ,js,0(ωk2s+1)− ωk2s

f
(s+1)
j1,j2,... ,js,1(ωk2s+1)pillang¢-m�velet seg¡ts�g�vel rendre az s = m−1,m−2, . . . , 1, 0 �rt�kekre sz m¡tjuk ki af�ggv�ny�rt�keket. Egyetlen n elem�A t�mb�t haszn lunk, f (s)j1,j2,... ,js

(ω2s[km−skm−s−1...k2k1℄)�rt�ke A[k1k2 . . . km−sj1j2 . . . js℄-be ker�l, ahol k1, k2, . . . , km−s, j1, . . . , js ∈ {0, 1}. �gyaz al bbi algoritmust kapjuk:* 9.2.25. FFT algoritmus. Az el�z� pont jel�l�seivel, az algoritmus az
A[jmjm−1 . . . j2j1℄ = f[jmjm−1...j2j1℄, j1, . . . , jm ∈ {0, 1}sorozat Fourier transzform ltj t sz molja ki. Az eredm�ny az A t�mbben keletkezik, de

f̂[kmkm−1...k2k1℄ = A[k1k2 . . . km−1km℄, ha k1, . . . , km ∈ {0, 1}.A sz m¡t s haszn l egy T seg�dt bl zatot, amely az ω hatv nyait tartalmazza, alkalmassorrendben:
T [jm−1 . . . j2j1℄← ω[j1j2...jm−1℄, ha j1, . . . , jm ∈ {0, 1}.(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen l← 2m−1.(2) [Menet kezdete.℄ Legyen j ← 0 �s t← 0.(3) [Pillang¢sorozat kezdete.℄ Legyen k ← j + l �s w ← T [t℄.(4) [Pillang¢.℄ Legyen x ← A[j℄ �s y ← wA[j + l℄, majd legyen A[j℄ ← x + y �s

A[j + l℄← x− y, v�g�l legyen j ← j + 1.(5) [Pillang¢sorozat v�ge?℄ Ha j < k, menj�nk vissza (4)-re.(6) [Menet v�ge?℄ Ha k + l < n, legyen j ← k + l, t← t+ 1 �s menj�nk vissza (3)-ra.(7) [V�ge?℄ Legyen l← ⌊l/2⌋. Ha l > 0, menj�nk vissza (2)-re, egy�bk�nt az algoritmusv�get �rt.Az eredm�ny kiolvas s hoz, illetve a T t bla felt�lt�s�hez sz�ks�ges �bitford¡t s" el-tol sokkal t�rt�nhet: a sz mot balra tolva, egyenk�nt megkapjuk bitjeit, �s azokat jobbratol ssal �sszerakjuk ford¡tott sorrendben. M�g egyszer�bb a k�vetkez� sz m bitford¡tott-j t az el�z� bitford¡tottj b¢l sz m¡tani, a legnagyobb helyi�rt�k� bithez 1-et hozz adva,�s az  tvitelt az ala
sonyabb helyi�rt�kek (si
!) fel� v�gezve.Vegy�k �szre, hogy ugyanaz a T t bl zat k�l�nb�z� m �rt�kekre is megfelel, ha amaxim lis m �rt�kre sz moljuk ki.



186 9. K¢dol s* 9.2.26. IFFT algoritmus. Az el�z� pontban megadott algoritmus megford¡that¢:ha a meneteket ford¡tott sorrendben hajtjuk v�gre, l = 1, 2, . . . , 2m−1-re, �s a (4) pillang¢m�veletet invert ljuk, akkor a transzform 
i¢ inverz�t kapjuk:(4') [Inverz pillang¢.℄ Legyen x← A[j℄, y ← A[j + l℄, majd A[j℄← (x+ y)/2, A[j+ l℄←(x− y)/(2w), v�g�l j ← j + 1.A felhaszn lt T t bl zat ugyanaz. A kett�vel val¢ oszt sokat elhagyhatjuk, ha azeg�sz algoritmus elej�n vagy v�g�n az A t�mb minden elem�t osztjuk 2m-mel. Vegy�k�szre azt is, hogy 1/w = w, ¡gy nin
s sz�ks�g oszt sra, szorz ssal is dolgozhatunk.* 9.2.27. Gyors szorz s FFT-vel. Legyen f = ∑n−1
j=0 fjx

j , g = ∑n−1
j=0 gjx

j , �s haz f �s g polinomok szorzata. Mivel f̂k = f(ω−k
n ), ĝk = g(ω−k

n ), azt kapjuk, hogy
h(ω−k

n ) = f̂kĝk, vagyis ha h foksz ma kisebb, mint n, azaz h = ∑n−1
j=0 hjx

j , akkor
ĥk = f̂kĝk, 0 ≤ k < n. Innen h meghat rozhat¢ IFFT-vel. �gy gyors algoritmustkaptunk polinomszorz sra.A q alap£ sz mrendszerben fel¡rt f(q) = ∑n−1

j=0 fjq
j �s g(q) = ∑n−1

j=0 gjq
j sz mokszorzata h(q) = ∑n−1

j=0 hjq
j , ha a megfelel� f �s g polinomok szorzata az n-n�l ala
so-nyabb fok£ h = ∑n−1

j=0 hjx
j polinom. �gy gyors algoritmust kaptunk sz mok szorz sra.* 9.2.28. DCT �s IDCT. A m�rn�ki gyakorlatban jobban szeretnek val¢s sz msoro-zathoz val¢s transzform lt sorozatot rendelni. Tekints�nk egy val¢s v ltoz¢s val¢s �rt�k�2T szerint periodikus p ros F f�ggv�nyt. Legyen a mintav�teli frekven
ia az 1/(2T )�alapfrekven
ia" 2n-szerese, ahol n > 2 egy term�szetes sz m, azaz legyen τ = T/n, �slegyen τ0 = τ/2. A mintav�telez�ssel kapott fj, j ∈ Z sorozatot az f0, f1, . . . , fn−1 �rt�-kek egy�rtelm�en jellemzik, mert a sorozat 2n szerint periodikus, azaz fj+2n = fj minden

j ∈ Z-re, �s f−j−1 = fj, ha 0 ≤ j < n. A F f�ggv�nyt szeretn�nk �koszinuszos" jelekline ris kombin 
i¢jak�nt el� ll¡tani. Tekints�k a Hk(t) = 
os(πkt/T ), k ∈ Z ugyan
sak2T szerint peri¢dikus p ros f�ggv�nyeket. A Hk f�ggv�ny mintav�telez�s�vel a
os πk(j + 1/2)
n

, j ∈ Zsorozatot kapjuk. Legyen
ck = n−1

∑

j=0 fj 
os πk(j + 1/2)
n(azaz az (f0, f1, . . . , fn−1) �s a

(
os πk2n , 
os 3πk2n , . . . , 
os (2n− 1)πk2n )

Rn-beli vektorok bels� szorzata), ha k ∈ Z. Az(f0, f1, . . . , fn−1) 7→ (c0, c1, . . . , cn−1)



9.2. Forr sk¢dol s 187lek�pez�s Rn-et �nmag ba k�pezi le. Ezt a lek�pez�st nevezz�k diszkr�t koszinusz transz-form 
i¢nak, DCT-nek. A DCT nyilv n line ris.Vegy�k �szre, hogy 2n−1
∑

j=0 (ωk4n)2j+1 = ωk4n

(ω2k4n)2n − 1
ω2k4n − 1 = 0,ha −2n < k < 2n, k 6= 0. Mivel a koszinusz p ros �s periodikus,

n−1
∑

j=0 
os πk(j + 1/2)
n

= 12 n−1
∑

j=−n


os πk(j + 1/2)
n

= 12 n−1
∑

j=−n


os πk(j + 1/2)
n= 12 2n−1

∑

j=0 
os πk(j + 1/2)
n

= 12 2n−1
∑

j=0 
os πk(j + 1/2)
n= 2n−1

∑

j=0 (

ω
k(2j+1)4n + ω

−k(2j+1)4n

) = 0,ha −2n < k < 2n �s k 6= 0. Ebb�l k�vetkezik, hogy a H0, H1, . . . , Hn−1 f�ggv�nyekmintav�telez�s�vel kapott hk ∈ Rn vektorok bels� szorzata
〈hk1 , hk2〉 = n−1

∑

j=0 
os πk1(j + 1/2)
n


os πk2(j + 1/2)
n= 12 n−1

∑

j=0(
os π(k1 + k2)(j + 1/2)
n

+ 
os π(k1 − k2)(j + 1/2)
n

)

,azaz ha 0 ≤ k1, k2 < n, k1 6= k2, akkor 0, ha 0 = k1 = k2, akkor n, ha pedig 0 6= k1 =
k2 < n, akkor n/2. Innen a

t 7→
c0
n
+ 2
n

n−1
∑

k=0 ckHk(t)f�ggv�ny a mintav�telez�s t = τ/2+ jτ pontjaiban megegyezik az F f�ggv�nnyel. Spe
i- lisan, a DCT invert lhat¢: t = τ/2 + jτ helyettes¡t�ssel
fj = c0

n
+ 2
n

n−1
∑

k=0 ck 
os πk(j + 1/2)
n

.A DFT inverz�t inverz diszkr�t koszinusz transzform 
i¢nak, IDCT-nak nevezz�k.Tov bbi hasznos �szrev�tel, hogy a DCT kifejezhet� a DFT-vel: Legyen g2j+1 = fj�s g2j = 0, ha j ∈ Z. Ekkor a g sorozat val¢s, p ros, �s 4n szerint periodikus. A diszkr�t



188 9. K¢dol sFourier-transzform ltja ¡gy val¢s �s p ros, teh t
ĝk = ĝk + ĝ−k2 = 12 4n−1

∑

j=0 gj(ω−jk4n + ωjk4n)= 2n−1
∑

j=0 fj
ω
−(2j+1)k4n + ω

(2j+1)k4n2= 2n−1
∑

j=0 fj 
os πk(j + 1/2)
n

= n−1
∑

j=−n

fj 
os πk(j + 1/2)
n= 2 n−1

∑

j=0 fj 
os πk(j + 1/2)
n

= 2ck.* 9.2.29. K�tdimenzi¢s DFT �s DCT. A k�tdimenzi¢s DFT m trixhoz m trixotrendel. De�n¡
i¢ja:
f̂k1,k2 = n1−1

∑

j1=0 n2−1
∑

j2=0 ω−j1k1
n1 ω−j2k2

n2 fj1,j2 , ha 0 ≤ k1 < n1, 0 ≤ k2 < n2.A de�n¡
i¢b¢l
f̂k1,k2 = n1−1

∑

j1=0 ω−j1k1
n1 n2−1

∑

j2=0 ω−j2k2
n2 fj1,j2 = n2−1

∑

j2=0 ω−j2k2
n2 n1−1

∑

j1=0 ω−j1k1
n1 fj1,j2 ,azaz a k�tdimenzi¢s DFT kisz molhat¢ £gy, hogy el�bb a m trix soraira, majd az oszlo-paira (vagy ford¡tva) alkalmazunk egydimenzi¢s DFT-t.A k�tdimenzi¢s DCT de�n¡
i¢ja

ck1,k2 = n1−1
∑

j1=0 n2−1
∑

j2=0 
os πk1(j1 + 1/2)
n1 
os πk2(j2 + 1/2)

n2 fj1,j2 ,ha 0 ≤ k1 < n1, 0 ≤ k2 < n2.Ez is kisz molhat¢ £gy, hogy el�bb a m trix soraira, majd az oszlopaira (vagy ford¡tva)alkalmazunk egydimenzi¢s DCT-t.Term�szetesen mindk�t transzform 
i¢  ltal nos¡that¢ magasabb dimenzi¢s t�m-b�kre is.* 9.2.30. Hangt�m�r¡t�s. A digitaliz lt hangjel t�m�r¡t�s�re  ltal ban vesztes�geselj r sokat haszn lnak. Az alapgondolat diszkr�t Fourier transzform 
i¢ felhaszn l sa ahangjel transzform l s ra az �id�tartom nyb¢l" a �frekven
iatartom nyba", azaz a jelfelbont sa eltolt szinuszos jelek �sszeg�re. Mivel egy zenei hang 
sak n�h ny szinuszos



9.2. Forr sk¢dol s 189jel �sszege, a transzform 
i¢ ut n nagyon j¢l t�m�r¡thet�. Mivel a f�l�nk nem �rz�kenya szinuszos jelek eltol s ra, ez az inform 
i¢ is eldobhat¢. Tov bbi t�m�r¡t�st tesz le-het�v�, hogy egy er�s hang mellett megsz¢lal¢ k�zeli frekven
i j£, de gyeng�bb hangotnem �rz�kel�nk, ¡gy a k�zeli frekven
i j£ hangok j¢val durv bban kvant lhat¢k, mert akvant l si zajt nem halljuk. Hasonl¢an, r�viddel az er�s hang el�tt vagy ut n megsz¢lal¢hasonl¢ frekven
i j£ gyeng�bb hangot sem hallunk. Mindezek jelent�s t�m�r¡t�st teszneklehet�v�. Durv n a t�m�r¡t�st £gy k�pzelhetj�k, hogy a hangot DFT-vel folyamatosananaliz ljuk, a kapott frekven
iaspekrumb¢l kihagyjuk amit £gysem hallan nk, majd pre-�x k¢d �s m s k¢dol si elj r sok seg¡ts�g�vel a marad�kot t�m�r¡tj�k. Visszaj tsz sn l adek¢dolt jelet folyamatosan visszatranszform ljuk: ez nagyj b¢l annak felel meg, minthaegy nagyon j¢ szintetiz toron j tszan nk vissza a jelet. A v zolt elj r s term�szetesenkor n sem ilyen egyszer� a gyakorlatban. A szabv nyok  ltal ban 
sak a k¢dot adj kmeg pontosan. A k¢dol¢ �s dek¢dol¢ szoftver illetve hardver tervez�se nagyon neh�zhangm�rn�ki feladat.A jelenlegi egyik legkorszer�bb elj r s az AAC (Advan
ed Audio Coding). Ennekk�l�nb�z� v ltozatai t�bbek k�zt a mozg¢k�pt�m�r¡t�sre (l sd ott) kifejlesztett MPEG-2 illetve MPEG-4 k¢dol s hangr�sz�t k�pezik. Az elj r s az MPEG-1 Audio Layer IIIelj r s (elterjedt nev�n MP3) tov bbfejleszt�s�nek tekinthet�. DFT helyett a DCT egym¢dos¡tott v ltozat t haszn lja 2048 alapponttal, vagy gyorsan v ltoz¢ hangokat tar-talmaz¢ jel ( ltal ban besz�d) eset�n 256 alapponttal. A mintav�teli frekven
ia 8 kHz�s 96 kHz k�z�tt mozoghat, a jel 1-48 
satorn s lehet, �s be ll¡that¢ a k¢dolt jelfolyamsebess�ge 2 kbit/s-t¢l (besz�d) 64 kbit/s-ig vagy feljebb 
satorn nk�nt, ami m r j¢ min�-s�g� zene tvitelt tesz lehet�v�. Ha kis sebess�get k¡v nunk, a jelvesztes�g term�szetesenmegn�, a min�s�g romlik. A k¢dol s  ltal ban nagyon pro
esszorig�nyes, a dek¢dol segyszer�bb.Els�sorban besz�d val¢s idej�  tvitel�re kifejlesztett elj r s az iLBC (Internet LowBit Rate Code
). A mintav�teli frekven
ia 8 kHz, a kvant l s 16 bites. A sebess�g r�gz¡-tett, a k¢dol s �s a dek¢dol s is gyors. Az alapelv m s: az  tvitt jelfolyam l�nyeg�ben egybesz�dszintetiz tor m�k�dtet�s�hez sz�ks�ges jel. Az elj r s j¢l t�ri a kies� 
somagokat.A pontos dokument 
i¢: RFC 3951. Az iLBC-t haszn lja a Googletalk.* 9.2.31. K�pt�m�r¡t�s. K�pt�m�r¡t�sn�l felhaszn ljuk azt, hogy a k�zeli k�pele-mek k�z�tt er�s a f�gg�s�g. Ezt b rmilyen szok sos t�m�r¡t� elj r ssal jobban kihasz-n lhatjuk, ha az egyszer� sorfolytonos bej r s helyett a m�g mindig nagyon egyszer�
ik
akk bej r st alkalmazzuk: l sd a 9.7.  br t.Tov bbi javul s �rhet� el, ha sokkal spe
i lisabb bej r s v lasztunk, p�ld ul aHilbert-g�rb�n alapul¢, a 9.8.  br n l that¢ bej r st.Igaz n hat�kony t�m�r¡t�st azonban 
sak a spe
i lisan k�pt�m�r¡t�sre kifejlesztettelj r sok adnak. H rom elterjedt k�pt�m�r¡t�sel fogunk megismerkedni.* 9.2.32. PNG. A PNG (ejtsd: ping; Portable Network Gra�
s) f jlform tumot di-gitaliz lt k�pek vesztes�gmentes  tvitel�re tervezt�k. Csak a t�m�r¡t�ssel kap
solatosr�szletekkel foglalkozunk (a spe
i�k 
i¢ 1.0 verzi¢ja alapj n) de annyit megjegyz�nk,hogy a f jl olyan, elengedhetetlen�l sz�ks�ges inform 
i¢kon k¡v�l, mint p�ld ul a sorok�s oszlopok hossza �s a k�p t¡pusa, nagyon sok tov bbi, az eredeti k�ppel kap
solatos
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9.7.  bra: sorfolytonos �s 
ik
akk bej r s.

9.8.  bra: Hilbert-bej r s.inform 
i¢t tartalmaz, p�ld ul gamma, a feh�rpont �s az alapsz¡nek kroma
it sai, �zi-kai k�pelem (pixel) dimenzi¢k, stb. A tov bbi r�szleteket l sd a spe
i�k 
i¢ban. Nemsz¡nes k�pek eset�n az egyes k�pelemek k¢dja 1, 2, 4, 8 vagy 16 bit lehet. Sz¡nes k�pekRGB-form tumban adhat¢k meg (Red, Green, Blue, azaz v�r�s, z�ld, k�k alapsz¡nekintenzit s t megadva), 8{8{8, illetve 16{16{16 biten. Mindk�t esetben megadhatunkegy opa
it s �rt�ket is, ugyanannyi biten. Ha ez maxim lis, a k�p nem  tl tsz¢, egy�b-k�nt  tl tszik a h tt�r, null n l m r 
sak a h tt�r l tszik. Az egy k�pelemhez tartoz¢�sszes �rt�k egym s ut n j�n. A k�p �palett val" is megadhat¢: ez egy el�re megadottsz¡nt bl zat, ekkor a k�pelemek hely�n a t blaindexek vannak.A sorfolytonosan olvasott k�p minden sor t k�l�n-k�l�n egy �j¢sl s" seg¡ts�g�veljobban t�m�r¡thet�v� konvert ljuk. A j¢sl shoz a k�pelem feletti k�pelem megfelel�b jtj t, valamint az el�z� megfelel� b jtot �s az a feletti b jtot haszn lhatjuk. �gy kelltekinteni, hogy az els� oszlop el�tt �s az els� sor felett 
supa nulla van. A f jlba mindiga val¢di b jt �s a j¢solt b jt k�l�nbs�ge ker�l. Ha a j¢sl si m¢d k¢dja 0, a j¢solt �rt�knulla, nin
s j¢sl s; ha 1, akkor a j¢sl s a, az el�z� megfelel� b jt �rt�ke; ha 2, akkor



9.2. Forr sk¢dol s 191a k�pelem feletti k�pelem megfelel� b jtja, b a j¢sl s; ha 3, akkor ⌊(a + b)/2⌋ a j¢sl s;v�g�l, ha 4, akkor a Paeth-j¢sl st haszn ljuk: legyen a k�pelem feletti k�pelem el�ttimegfelel� b jt c; a j¢sl s a, b �s c k�z�l az, amelyik legk�zelebb van a + b − c-hez. Aj¢sl s seg¡ts�g�vel konvert lt sorokat egym s ut n ¡rjuk �s gzip-ben is haszn lt �de
ate"t�m�r¡t�ssel t�m�r¡tj�k.Lehet�s�g van �el�h¡v¢d¢" t�m�r¡t�sre is: a k�pet a bal fels� sarokb¢l kiindulva(maximum) 8× 8 k�pelemes r�szekre osztjuk, majd a1 6 4 6 2 6 4 67 7 7 7 7 7 7 75 6 5 6 5 6 5 67 7 7 7 7 7 7 73 6 4 6 3 6 4 67 7 7 7 7 7 7 75 6 5 6 5 6 5 67 7 7 7 7 7 7 7t bl zattal megadott sorrend szerint olvassuk: el�sz�r az eg�sz k�pb�l az 1-esek hely�n ll¢ k�pelemeket, majd a 2-esek hely�n  ll¢ k�pelemeket, stb. Dek¢dol sn l amikor az 1-es hely�n  ll¢ k�pelem meg�rkezik, az eg�sz (maximum) 8×8-as blokkot ennek megfelel�sz¡n�re festj�k. Amikor a 2-es hely�n  ll¢ k�pelem meg�rkezik, a blokk jobb fel�t  tfestj�ka megfelel� sz¡nre, stb.A PNG form tum a GIF (Graphi
s Inter
hange Format) f jl form tum tov bbfej-leszt�s�nek tekinthet�, amely 
sak sz�rke rnyalatos �s �paletta"-sz¡nes k�peket kezel,nem haszn l j¢sl st, �s a 
ompress paran
shoz nagyon hasonl¢ LZW-t¡pus£ t�m�r¡t�sthaszn l.* 9.2.33. JPEG. A Joint Photographi
 Experts Group  ltal kidolgozott szabv ny-b¢l 
sak a digitaliz lt k�pek vesztes�ges t�m�r¡t�s�re kidolgozott v ltozat, annak is azalapverzi¢ja terjedt el. (A vesztes�gmentes v ltozat a PNG-hez hasonl¢.) Csak az egyik(vesztes�ges) alapv ltozatot ismertetj�k v zlatosan, a sokf�le param�terez�si lehet�s�getnem. J¢ min�s�g� k�pekn�l 10{20-szoros t�m�r¡t�s �rhet� el.A t�m�r¡t�s els� l�p�se | 
sak sz¡nes k�pekn�l | az RGB koordin t k transzfor-m 
i¢ja egy m sik koordin tarendszerbe az
Y = 77R/256+ 150G/256+ 29B/256,
Cb = −44R/256− 87G/256+ 131B/256+ 128,
Cr = 131R/256− 110G/256− 21B/256+ 128transzform 
i¢val. Ez a koordin ta-rendszer az�rt el�ny�sebb, mert az Y �zikai jelent�sea k�ppont vil goss ga, Cb illetve Cr jelent�se pedig, hogy a sz¡n a feh�rt�l mennyire t�rel a k�k illetve v�r�s fel�. A szem�nk sokkal �rz�kenyebb a vil goss g v ltoz saira, minta sz¡n rnyalatok v ltoz saira, ¡gy az Y �vil goss g" koordin t t nagyobb pontoss ggalfogjuk  tvinni, mint a Cb �s Cr �sz¡ness�g" koordin t kat.



192 9. K¢dol sM sodik l�p�sk�nt sz¡nes k�pn�l | 
sak v¡zszintesen vagy f�gg�legesen is | fel�re
s�kkentj�k a Cb �s Cr k�pek felbont s t. A tov bbiakban a h rom k�pet egym s ut n,f�ggetlen�l kezelj�k. (Persze, ha a k�p nem sz¡nes, 
sak az Y k�p van.) Mindegyiket8 × 8 k�pelem m�ret� blokkokra bontjuk, sz�ks�g szerint az utols¢ ism�tl�s�vel tov bbioszlopokkal �s sorokkal eg�sz¡tve ki.Minden blokkra k�tdimenzi¢s diszkr�t koszinusz transzform 
i¢t alkalmazunk. Akapott transzform ltakat line risan kvant ljuk, de a kvant l s a cj,k egy�tthat¢ra (nagy-j b¢l) j + k n�veked�s�vel egyre durvul. A kvant l s �noms g t az Y k�pre, illetve a
Cb �s Cr k�pekre t bl zat adja meg. Ǒltal noss gban azt mondhatjuk, hogy a kvant l s�nomabb az Y , mint a Cb �s Cr k�pre. A kvant l s ut n az egy�tthat¢k m trix ban ltal ban 
sak n�h ny nem nulla elem marad.El�sz�r sorfolytonosan olvasva a c0,0 egy�tthat¢kat vissz�k  t. Ez az egy�tthat¢az adott blokk  tlag t reprezent lja. Mivel  ltal ban a szomsz�dos blokkok  tlaga nemnagyon t�r el, az els� blokk egy�tthat¢ja ut n a t�bbi blokkra 
sak az egy�tthat¢ el�z�t�lval¢ elt�r�s�t vissz�k  t. Ezut n a t�bbi egy�tthat¢  tvitele k�vetkezik: az egy�tthat¢km trix t 
ik
akkban j rjuk be, majd a k�vetkez� blokkra t�r�nk  t, sorfolytonosan. Az tvitel el�tt futamk¢dol st, majd pre�x k¢dot alkalmazunk.A dek¢dol s a k¢dol s ford¡tottja. Nyilv n alkalmazhat¢ �el�h¡v¢d¢" dek¢dol s:m r az Y k�p c0,0 egy�tthat¢i egy durva �s nem sz¡nes k�pet adnak.* 9.2.34. DjVu. Az AT&T term�ke a DjVu (ejtsd: d�zsa v�) k�pt�m�r¡t� m¢dszer.Igen nagy, szkennelt k�pek eset�ben ak r 1000-szeres t�m�r¡t�st lehet vele el�rni. Azalapgondolat, hogy a k�pet h rom k�pre bontjuk fel: �h tt�r", �el�t�r" �s �maszk". Ah tt�r �s az el�t�r  rnyalatos �s  ltal ban sz¡nes k�pek, a maszk pedig egy bin ris k�p,bitjei azt mondj k meg, hogy az adott pont a h tt�rhez vagy az el�t�rhez tartozik. Mind-h rom k�p k�l�n-k�l�n j¢l t�m�r¡thet�: a h tt�r �s az el�t�r felbont s t v¡zszintesen �sf�gg�legesen is  ltal ban harmad ra 
s�kkenthetj�k a min�s�g roml sa n�lk�l, �s mind-kett� nagy homog�n ter�leteket tartalmaz, m¡g a maszk bin ris, ez�rt t�m�r¡thet� j¢l.A h tt�r �s az el�t�r t�m�r¡t�s�re m s elj r st haszn lunk, mint a maszk t�m�r¡t�s�re.Az algoritmus, amely a k�pet h tt�rre, el�t�rre �s maszkra bontja, az al bbi:Kezdetben tekints�k az eg�sz k�pet egy blokknak, a h tt�r sz¡ne legyen kezdetbenfeh�r, az el�t�r� fekete, majd minden k�ppontot soroljunk be annak megfelel�en, hogy asz¡ne a h tt�r�hez vagy az el�t�r�hez  ll-e k�zelebb, a kett� k�z�l az egyikhez: ez adja amaszkot. Az £j h tt�r sz¡n a h tt�rhez tartoz¢ k�ppontok sz¡n�nek  tlaga, m¡g az el�t�rsz¡ne az el�t�rhez tartoz¢ k�ppontok sz¡n�nek  tlaga. Addig ism�telj�k az elj r st, am¡ga h tt�r, illetve az el�t�r sz¡ne stabiliz l¢dik (azaz m r elegend�en keveset v ltozik). Ezaz els� l�p�s. M r ez a l�p�s felbontja a k�pet, ha 
sak k�t sz¡n van, de  ltal ban nemez a helyzet.Osszuk fel a blokkot kisebb blokkokra, majd minden blokkra ism�telj�k meg a fentielj r st, de most a nagyobb blokk h tt�r �s el�t�r sz¡n�vel indulva, �s a kisebb blokkh tt�r illetve el�t�r sz¡n�t £gy sz molva, hogy 0,2 s£llyal a nagyobb blokk, 0,8 s£llyalpedig az oda sorolt k�pelemek sz¡n�t vessz�k �gyelembe. Ism�telj�k ezt a l�p�st is, am¡ga h tt�r �s az el�t�r sz¡ne stabiliz l¢dik. Ez a m sodik l�p�s.Minden blokkot kisebb blokkokra osztva, ism�telj�k meg minden kisebb blokkra a



9.2. Forr sk¢dol s 193m sodik l�p�st. Ezt addig folytatjuk, am¡g el�g �nom nem lesz a feloszt s.Az, hogy a m sodik l�p�sben mindig �gyelembe vessz�k a nagyobb blokk h tt�rilletve el�t�r sz¡n�t is, akkor v lik fontoss , ha egy kisebb blokk 
sak el�t�r, vagy 
sakh tt�r pontokat tartalmaz. Ekkor a s£lyoz s nem engedi, hogy az el�t�r, illetve a h tt�rsz¡ne �elm sszon".A pontos algoritmus tov bbi �sz�r�ket" tartalmaz, amelyek a fenti alapalgoritmushib it k�sz�b�lik ki. A dek¢dol s nyilv nval¢.* 9.2.35. Mozg¢k�p-t�m�r¡t�s: MPEG. Mozg¢k�p-t�m�r¡t�sre  ltal nosan elter-jedt az MPEG (Moving Pi
tures Experts Group) elj r s 1-es v ltozata, �s terjed a 2-es�s 4-es v ltozat is. Csak az MPEG-1-ben haszn lt alapelveket ismertetj�k v zlatosan.Nyilv n egy �lmn�l vagy vide¢felv�teln�l k�t egym s ut ni k�p (frame)  ltal ban na-gyon hasonl¡t egym sra, legt�bbsz�r 
sak elmozdulnak egy ki
sit a k�pr�szletek. Az els�k�pet mint  ll¢k�pet vissz�k  t. A tov bbi k�pek  tvitel�hez az el�z� k�pet haszn ljuk�j¢sl sra": a k�pet kis r�szekre bontjuk, majd megkeress�k a legink bb hasonl¢ k�pr�sz-letet az el�z� k�pen,  tvissz�k az elmozdul svektort, �s a k�pr�szletek k�l�nbs�g�t.Ha minden tov bbi k�pre ezt az elj r st haszn ln nk, a felhalmoz¢d¢ hib k miatta k�pek hamar haszn lhatatlann  v ln nak. Ez�rt n�h ny megj¢solt (predi
ted, P) k�put n £jra egy teljes bemen� (intra, I) k�pet kell  tvinn�nk. Tov bbi t�m�r¡t�s �rhe-t� el, ha �szrevessz�k, hogy bizonyos k�pr�szletek 
sak egy k�s�bbi k�pb�l j¢solhat¢k,p�ld ul egy mozg¢ t rgy m�g�tt felt�n� h tt�r. Az I illetve P k�pek k�z� teh t k�ti-r ny£ (bidire
tional, B) k�peket 
�lszer� beiktatni, amelyek r�szleteit egy el�tt�k vagym�g�tt�k l�v� I illetve P k�p seg¡ts�g�vel j¢soljuk. Term�szetesen ezeket 
sak akkorlehet k¢dolni illetve dek¢dolni, ha m r rendelkez�sre  ll nem
sak az el�tt�k, hanema m�g�tt�k l�v� P vagy I k�p is. Teh t a k�pek sorozata p�ld ul a k�vetkez� lehet:IBBBPBBBPBBBPBBBIBBBPB. . . .Konkr�tabban, az MPEG-1 szabv ny szerint a hang �s k�p tov bb¡t sa l�nyeg�benf�ggetlen�l, b r szinkroniz lva t�rt�nik. A hang tvitellel m r foglalkoztunk. A k�p tvitellegkisebb egys�ge a makr¢blokk. Ez 16×16 k�pelem vil goss g adatait tartalmazza n�gy8 × 8-as blokkra bontva, valamint mindk�t ir nyban fele akkora felbont ssal a k�tf�lesz¡ness�gi adatot k�t 8 × 8-as blokk�nt. Az I k�pek  tvitele a JPEG-n�l megismertheznagyon hasonl¢an t�rt�nik, ezt nem r�szletezz�k.A P k�pek  tvitel�n�l n�h ny makr¢blokk lehet I t¡pus£, ezeket £gy k¢doljuk, mintaz I k�pekn�l. A makr¢blokkok nagy r�sze azonban P t¡pus£: tartozik hozz  egy elmoz-dul svektor, �s 
sak az el�z� I vagy P k�p ¡gy megadott r�sz�t�l val¢ elt�r�s k¢doljuk.A k¢dol s egy�bk�nt hasonl¢, mint az I t¡pus£ makr¢blokkn l, de a kvant l si t blam s. Mivel az elmozdul svektorok nagyon hasonl¢ak, 
sak a k�l�nbs�g�ket t roljuk,azaz a j¢sl s mindig az el�z� makr¢blokk elmozdul svektora: A k�p sorfolytonosan olva-sott makr¢blokkjainak folyam t szeletnek nevezett r�szekre bontjuk. A szelet elej�n, �sm�g n�h ny m s esetben, p�ld ul I t¡pus£ makr¢blokk eset�n, a j¢solt elmozdul svektornull z¢dik. Mivel a makr¢blokkok nagy r�sze nulla lesz, ez�rt minden makr¢blokk tar-talmaz egy �ugr s" k¢dot, hogy ut na h ny nulla makr¢blokk k�vetkezik. M�g a nemnulla makr¢blokkokn l is az egyes blokkok gyakran null k, ez�rt a makr¢blokk tartalmazegy hat bites maszkot, amely megmondja, mely blokkok szerepelnek, a t�bbi nulla.



194 9. K¢dol sA B k�pek  tvitele nagyon hasonl¢ a P k�pek  tvitel�hez, de itt minden blokkhoz aP k�pn�l szerepl� �el�re" elmozdul svektoron k¡v�l egy �h tra" t¡pus£ elmozdul svektoris tartozhat. Ha 
sak �el�re" vektor szerepel, a blokkhoz a j¢sl st az el�z� I vagy P k�padja, ha 
sak �h tra" vektor szerepel, akkor a k�vetkez� I vagy P k�p, ha mindkett�,akkor az el�z� �s a k�vetkez� I illetve P k�pb�l ad¢d¢ j¢sl s sz mtani k�zep�nek als¢eg�sz r�sze.Az �sszes fent eml¡tett param�ter (elmozdul svektor, hat bites maszk, ugr sk¢d,stb.) egyenk�nt vagy 
soportosan k�l�n az adott 
�lra optimaliz lt pre�x k¢ddal vank¢dolva. A dek¢dol s el�g gyors, a k¢dol s viszont meglehet�sen id�ig�nyes: az ide liselmozdul svektorok keres�se nem egyszer�. L�teznek m s elj r sok gyorsabb k¢dol ssal,de kisebb teljes¡tm�nnyel p�ld ul videotelefonhoz.9.3. Hibakorl toz¢ k¢dol sL ngn�-Gonda: O.K.; Gonda kieg�sz¡t�s; Gonda bevmat3; Gonda k¢dol selm�-let; J k¢; Salomon; Iv nyi Informatikai algoritmusok1; Cormen{Leiserson{Rivest: O.K.;R¢nyai{Ivanyos{Szab¢: O.K.; Demetrovi
s{Denev{Pavlov; Knuth TAOCP; Birkho�{Bartee.A hibakorl toz¢ k¢dokat k�t 
soportba sorolhatjuk: hibajelz� k¢dok �s hibajav¡t¢k¢dok. Mindk�t t¡pussal foglalkozunk.9.3.1. Parit sbites k¢d. A hibajelz� k¢dok feladata, hogy a v�tel hely�n �szre-vegy�k, ha az  tvitel sor n az adat megv ltozott. Minden hib t term�szetesen nemlehet felder¡teni, hiszen abban az esetben, ha egy elk�ld�tt k¢dsz¢ £gy v ltozik, hogy av�tel hely�re egy m sik k¢dsz¢ �rkezik, akkor a vev�nek semmi joga nin
s afel�l k�tel-kedni, hogy az elk�ld�tt k¢dsz¢ m s volt, mint ami meg�rkezett. Minden olyan esetbenazonban, amikor az �rkez� jelsorozat k�l�nb�zik valamennyi lehets�ges k¢dsz¢t¢l, a vev�biztos lehet benne, hogy az  tvitel sor n s�r�lt a jelsorozat. A legegyszer�bb hibajelz�k¢d a parit sbites k¢d. Legyen p�ld ul az �zenethalmaz az n-bites bin ris jelsorozatokhalmaza, �s eg�sz¡ts�k ki ezeket a jelsorozatokat egy n + 1-edik bittel, az £gynevezettparit sbittel: amennyiben egy �zenetben az 1-esek sz ma p ratlan, akkor ¡rjunk a bit-sorozat v�g�re egy 0-t, m¡g az ellenkez� esetben egy 1-et (vagy ford¡tva, de egy adottk¢dban mindig ugyanazon szab ly szerint). Az ¡gy kieg�sz¡tett, n+1-bites szavak mind-egyik�ben p ratlan sok 1-es van. Ha most egy ilyen k¢dsz¢t elk�ld�nk, �s a vev�h�z olyansz¢ �rkezik, amelyben az egyesek sz ma p ros, akkor biztos, hogy hiba t�rt�nt az  tvitelsor n. Ha viszont az egyesek sz ma p ratlan, akkor feltessz�k (de nem  ll¡thatjuk), hogynem t�rt�nt hiba. K�nnyen bel thatjuk, hogy az el�bbi eset akkor k�vetkezik be, ha az tvitel sor n p ratlan sok helyen s�r�l a k¢dsz¢, m¡g az ut¢bbi akkor, ha p ros sok helyent�rt�nik v ltoz s. Ez azt jelenti, hogy minden olyan esetben �szrevessz�k a hib t, ha egyhiba t�rt�nik, de van olyan eset, amikor k�t hiba t�rt�nik, �s ezt nem vessz�k �szre (s�t,a konkr�t esetben k�t hiba eset�n mindig ez a helyzet). Ez indokolja az al bbi de�n¡
i¢t.



9.3. Hibakorl toz¢ k¢dol s 1959.3.2. Hibajelz� k¢d. Egy k¢d t-hiba jelz�, ha minden olyan esetben jelez, amikoregy elk�ld�tt k¢dsz¢ legfeljebb t helyen v ltozik meg. A k¢d pontosan t-hiba jelz�, ha
t-hiba jelz�, de nem t+1-hiba jelz�, azaz van olyan t+1 hiba, amelyet a k¢d nem jelez.A hibakorl toz¢ k¢dokkal kap
solatban mindig feltessz�k, hogy az egyes k¢dszavakhossza azonos, �s az  tvitel sor n nin
s szinkronhiba, vagyis a v�tel hely�re ugyanannyiszimb¢lum �rkezik meg, mint amennyit elk�ldt�nk. Ekkor k�nny� olyan felt�telt adni,amely jellemzi a t-hiba jelz�, illetve a pontosan t-hiba jelz� k¢dokat.9.3.3. K¢dok t vols ga �s s£lya. A k¢d b�
� k�t egyforma hossz£ szav nak, u-nak �s v-nek a Hamming-t vols ga, d(u, v), az azonos poz¡
i¢ban l�v� k�l�nb�z� jegyeksz ma, �s a k¢d t vols ga, d(C), a k�l�nb�z� k¢dsz¢p rok t vols gainak minimuma. Ak¢d t vols ga 
sak akkor van �rtelmezve, ha legal bb k�t k¢dsz¢ van. Ha a k¢d b�
�addit¡v Abel-
soport, akkor a k¢d b�
� egy u szav nak a w(u) Hamming-s£lya a null t¢lk�l�nb�z� jegyeinek sz ma, m¡g a k¢d w(C) s£lya a nem nulla k¢dszavak s£lyainakminimuma (ha van nem nulla k¢dsz¢).A Hamming-t vols g rendelkezik a t vols g szok sos tulajdons gaival, vagyis b r-mely u, v, z-re(1) d(u, v) ≥ 0;(2) d(u, v) = 0 akkor �s 
sak akkor, ha u = v;(3) d(u, v) = d(v, u) (szimmetria);(4) d(u, z) ≤ d(u, v) + d(v, z) (h romsz�g-egyenl�tlens�g).Azt is k�nny� bel tni, hogy d(u, v) = w(u − v), �s w(u) = d(u, 0). Ha m�g az isigaz, hogy a k¢dszavak a koordin t nk�nti m�velettel maguk is Abel-
soportot alkotnak,akkor d(C) = w(C), ahol C a k¢dszavak halmaza.A tov bbiakban egy k¢d t vols g t d �s a s£ly t w jel�li. (A megadott jel�l�sek kiss�pontatlanok, hiszen ugyanaz a bet� jel�li a f�ggv�nyt, mint k�t k¢dsz¢ valamint a k¢dt vols g t, �s hasonl¢ igaz a s£lyra is, de a k�rnyezet alapj n mindig vil gos lesz, hogy�ppen minek a jel�l�s�r�l van sz¢). Mivel k�t k¢dsz¢ legal bb d helyen k�l�nb�zik, ¡gy,ha egy elk�ld�tt k¢dsz¢ az  tvitel sor n enn�l kevesebb helyen s�r�l, akkor az ¡gy kapottsz¢ biztosan nem k¢dsz¢. Ugyanakkor van a k¢dban k�t olyan k¢dsz¢, amelyek pontosan
d helyen k�l�nb�znek, �s ha az egyiket k�ldik, �s ez £gy v ltozik, hogy �ppen a m sik�rkezik meg, akkor d hiba t�rt�nt, de ezt a v�tel hely�n nem vessz�k �szre, nem tudunkjelezni. Ebb�l k�vetkezik, hogy a bevezetett t vols gfogalommal egy k¢d akkor �s 
sakakkor t-hiba jelz�, ha t < d, �s akkor �s 
sak akkor pontosan t-hiba jelz�, ha t = d− 1.A parit sbites k¢d eset�n a k¢d t vols ga 2. Az eredeti �zenethalmaz elemei k�z�ttit vols g ugyanis legal bb 1, �s vannak olyan n-bites sorozatok, amelyek �ppen egy helyenk�l�nb�znek. Ekkor az egyik �zenetben az 1-esek sz ma p ros, a m sikban p ratlan,vagyis a kieg�sz¡t� bit k�l�nb�zni fog a k�t k¢dsz¢ban, �s ¡gy a k�t k¢dsz¢ �ppen k�thelyen k�l�nb�zik egym st¢l, a k�t k¢dsz¢ t vols ga 2. Ugyanakkor azok a kieg�sz¡tettbitsorozatok, amelyek eredetileg legal bb k�t helyen t�rtek el egym st¢l, a kieg�sz¡t�sut n is legal bb k�t helyen fognak k�l�nb�zni, vagyis ezek t vols ga ism�t minimum 2,�s ¡gy a k¢d t vols ga val¢ban pontosan 2. Ez azt jelenti, hogy ez a k¢d pontosan 1-hibajelz�, ahogy azt fentebb m r meg llap¡tottuk.



196 9. K¢dol sA parit sbites k¢ddal a hib t 
sak �rz�kelni, jelezni tudjuk, de a hib s jelsorozatotnem tudjuk kijav¡tani. A hiba jav¡t s hoz tudni kellene, hogy a be�rkezett jelsorozatmelyik poz¡
i¢n s�r�lt, �s a s�r�lt helyen mi volt eredetileg (bin ris k¢d eset�n, �s 
sakekkor, a hiba jav¡t s hoz elegend� a hiba hely�t ismerni). Abb¢l, hogy az egyesek sz map ros, teh t tudjuk, hogy t�rt�nt hiba, m�g nem tudjuk meg llap¡tani, hogy melyik bithib sodott meg, ugyanis b rmelyik (egyetlen, vagy p ratlan sz m£) bit hib sodik meg,az ugyan£gy azt eredm�nyezi, hogy az egyesek sz ma p ros lesz.9.3.4. Minim lis t vols g£ dek¢dol s. Csup n a vett adatb¢l nem mindig tud-juk meg llap¡tani, t�rt�nt-e hiba, hiszen b rmely elk�ld�tt k¢dsz¢ megv ltozhat £gyaz  tvitel sor n, hogy b rmely m sik sz¢, p�ld ul ak rmelyik k¢dsz¢ �rkezzen meg av�tel hely�re. Mindazon ltal az meg llap¡that¢, hogy egy adott jelsorozat milyen val¢-sz¡n�s�ggel sz rmazik egy adott  tviteli 
satorna �s adott �zenethalmaz eset�n valamelyk¢dsz¢b¢l. A hibajav¡t shoz meg kell adni egy £gynevezett d�nt�si f�ggv�nyt, amelyb rmely lehets�ges jelsorozathoz hozz rendel egy �s 
sak egy k¢dsz¢t. (Az is lehets�ges,hogy nem minden sz¢ eset�n akarunk d�nteni.) Ezt a d�nt�si f�ggv�nyt kell £gy meg-hat rozni, hogy a d�nt�si hiba, vagyis az a hiba, hogy egy be�rkezett jelsorozathoz nema t�nylegesen elk�ld�tt k¢dot rendelj�k, a lehet� legkisebb legyen. Az el�bbi felt�tel-nek megfelel� legjobb f�ggv�ny nem 
sup n az  tviteli 
satorn t¢l f�gg, ez�rt helyette ltal ban egy m sik d�nt�si f�ggv�nyt alkalmazunk. El�g term�szetesnek t�nik (b r eznem mindig igaz), hogy egy vett sz¢ban el�fordul¢ kevesebb hiba val¢sz¡n�bb, mint at�bb hiba, vagyis nagyobb val¢sz¡n�s�ggel k�ldtek egy olyan k¢dsz¢t, amely a vett sz¢t¢lkevesebb helyen t�r el, mint amely t�bb helyen k�l�nb�zik. M sk�nt sz¢lva, egy vettsz¢ eset�n arra a k¢dsz¢ra d�nt�nk, amely t�le a lehet� legkevesebb helyen t�r el, azaza t vols ga a vett sz¢t¢l minim lis. Az ilyen d�nt�si f�ggv�ny  ltal meghat rozott de-k¢dol st minim lis t vols g£ dek¢dol snak mondjuk. Ilyenkor el�fordulhat, hogy egyadott sz¢hoz egyn�l t�bb minim lis t vols gra l�v� k¢dsz¢ van. Ekkor vagy kiv lasztunkezek k�z�l egyet, �s az lesz a d�nt�s eredm�nye (de egy adott d�nt�si f�ggv�ny eset�n azilyen vett sz¢ eset�n mindig ugyanarra a kiv lasztott, minim lis t vols gra l�v� k¢dsz¢rad�nt�nk!), vagy az ilyen sz¢ eset�n nem d�nt�nk, 
sup n jelezz�k a hib t.Legyen p�ld ul {0010, 0100, 1111} egy bin ris k¢d. Ekkor az egyes n�gybites szavak-t¢l minim lis t vols gra l�v� k¢dszavakat a 9.10. t bl zat mutatja. L that¢, hogy n�gyesetben nem egy�rtelm� a helyzet. Egy lehet�s�g, hogy ezekben az esetekben is dek¢do-lunk, �s p�ld ul az el�l  ll¢ k¢dszavakra d�nt�nk. A m sik lehet�s�g, hogy amennyibena vett sz¢ az el�bbi n�gy sz¢ valamelyike, akkor nem d�nt�nk, 
sak jelezz�k a hib t.Ha p�ld ul a h rom k¢dsz¢ h rom sz¡nt, mondjuk a feh�ret, feket�t �s pirosat k¢doljaa p�ld ban megadott sorrendben, �s mondjuk a k¢dolt �zenet a fekete volt, m¡g a v�telhely�n a 0000 sz¢t kell dek¢dolni, akkor a t bl zat alkalmaz s val a feh�rre dek¢dolunk,ami adott esetben igen rossz d�nt�s lehet. Ebben az esetben 
�lszer�bb nem d�nteni,hanem jelezni a hib t, �s ha lehet, akkor megism�teltetni ezt az �zenetet, vagy valamilyenm s m¢don, p�ld ul a k�rnyez� pontok sz¡ne alapj n d�nteni. Azt az�rt megism�telj�k,hogy a d�nt�si f�ggv�nyt a rendszer tervez�sekor r�gz¡tett�k, �s a tov bbiakban mindigugyan£gy kell elj rnunk az adott rendszer keretein bel�l. A d�nt�si f�ggv�ny t bl zattalval¢ megad sa egyszer�, de rendk¡v�l helyig�nyes.



9.3. Hibakorl toz¢ k¢dol s 1970000 7→ 0010 01000001 7→ 0010 01000010 7→ 00100011 7→ 00100100 7→ 01000101 7→ 01000110 7→ 0100 00100111 7→ 11111000 7→ 0100 00101001 7→ 11111010 7→ 00101011 7→ 1111100 7→ 01001101 7→ 11111110 7→ 11111111 7→ 11119.10. t bl zat9.3.5. Hibajav¡t¢ k¢d. Egy k¢d t-hiba jav¡t¢, ha minden olyan esetben helyesenjav¡t, amikor egy elk�ld�tt k¢dsz¢ legfeljebb t helyen v ltozik meg. A k¢d pontosan t-hiba jav¡t¢, ha t-hiba jav¡t¢, de nem t+1-hibajav¡t¢, azaz van olyan t+1 hiba, amelyeta k¢d helytelen�l jav¡t, vagy nem jav¡t.Egy d t vols g£ k¢d eset�n minim lis t vols g£ dek¢dol ssal t < d/2 hiba eset�nbiztosan j¢l d�nt�nk, hiszen a h romsz�g-egyenl�tlens�g k�vetkezt�ben az eredetileg el-k�ld�tt k¢dsz¢t¢l k�l�nb�z� b rmely m s k¢dsz¢ biztosan d/2-n�l t�bb helyen t�r el avett sz¢t¢l. Viszont t ≥ d/2 eset�n nin
s olyan d�nt�si f�ggv�ny, amely t-hiba jav¡t¢,mert a k¢dban van k�t olyan k¢dsz¢, mondjuk u �s v, amelyek pontosan d helyen k�l�n-b�znek. �rjuk u-ban ebb�l a d sz m£ poz¡
i¢b¢l t helyre a v adott poz¡
i¢j n tal lhat¢jegyet, �s jel�lj�k az ¡gy kapott sz¢t z-vel. A z az u-t¢l t helyen k�l�nb�zik, m¡g v-t�l
d− t ≤ d/2 ≤ t helyen. Ha a dek¢dol s t-hiba jav¡t¢ lenne, akkor z-t egyr�szt u-ra, m s-r�szt v-re kellene jav¡tani. Teh t egy d-t vols g£ k¢d minim lis t vols g£ dek¢dol ssalminden t < d/2-re t-hiba jav¡t¢, �s pontosan ⌊(d− 1)/2⌋-hiba jav¡t¢.A tov bbiakban feltessz�k, hogy minim lis t vols g£ dek¢dol s eset�n a d�nt�sif�ggv�ny teljes, vagyis minden vett sz¢hoz hozz rendel egy k¢dsz¢t.9.3.6. Ism�tl�ses k¢d. Legyen egy bin risan k¢dolt �zenethalmazunk, �s k�ldj�kel az �zenetet £gy, hogy minden egyes bitet megh romszorozunk, azaz ugyanazt a biteth romszor egym s ut n k�ldj�k. A v�tel hely�n a h rom �sszetartoz¢ bit k�z�l legal bbkett� azonos lesz, ¡gy a minim lis t vols g£ dek¢dol s eset�n a vett h rom bithez at�bbs�gi d�nt�s alapj n rendel�nk egy bitet. A d�nt�si hiba 
s�kkenthet�, ha az eredetiegy bit helyett nem h rom, hanem 5, 7, 9, . . . , 2n+1, stb., az eredeti bittel azonos jegyetk�ld�nk. Meghat rozott felt�telek eset�n igazolhat¢, hogy n n�veked�s�vel a d�nt�sihiba val¢sz¡n�s�ge a 0-hoz tart. Ebb�l azonban hiba lenne arra k�vetkeztetni, hogymegtal ltuk a szinte biztosan hib tlan adat tvitel m¢dj t. Egyr�szt, mint eml¡tett�k,



198 9. K¢dol saz el�bbi eredm�ny 
sak bizonyos felt�telek eset�n teljes�l. M sr�szt n�zz�k meg, hogymi ennek az  ra. Az egyes bitek  tvitel�hez adott, 0-n l hosszabb id�re van sz�ks�g,¡gy n n�veked�s�vel az �zenet egy-egy bitj�nek  tvitel�hez sz�ks�ges id� is n�, �s tart av�gtelenhez, vagyis az 1 val¢sz¡n�s�ggel hib tlan  tvitel eset�n egyetlen bitnyi �zenetetsem tudunk tov bb¡tani. Az  tviteli id� n�veked�se egyben az  tvitel k�lts�g�t is n�veli,az is tart a v�gtelenhez. Szeren
s�re a helyzet nem ennyire rossz. Shannon egy t�teleszerint bizonyos felt�telek teljes�l�se eset�n lehet az �zeneteket £gy k¢dolni, hogy az tvitel sebess�ge egy, 
sak a 
satorn t¢l f�gg� �rt�ket, a 
satornakapa
it st tetsz�legesenmegk�zel¡tsen, mik�zben a dek¢dol s hib ja tetsz�legesen kis �rt�k al  szor¡that¢. A t�telelm�leti jelent�s�g�, ugyanis ilyen k¢dot nem siker�lt konstru lni, �s, m�g ha siker�lneis, akkor is haszn lhatatlan lenne a gyakorlatban, olyan nagy lenne a k¢dszavak hossza,�s olyan nagy lenne a k¢d m�rete. A l�nyege a t�telnek m�gis ¢ri si, ugyanis azt igazolja,hogy lehets�ges olyan k¢dot konstru lni, amelyn�l mind a sebess�g, mind a d�nt�si hibakiel�g¡t egy re lis elv r st.9.3.7. K�tdimenzi¢s parit sellen�rz�s. A kor bban t rgyalt parit selemes k¢dismeret�ben k�nnyen tudunk egy minim lis t vols g£ dek¢dol ssal 1-hiba jav¡t¢ k¢dotkonstru lni. Legyenek az �zenetek n-bites szavak. Eg�sz¡ts�nk ki minden k¢dsz¢t egyparit sbittel mondjuk p ratlan parit ssal, majdm ilyen k¢dsz¢b¢l alkossunk egy blokkot.�rjuk egym s al  a blokk n+1-bites k¢dszavait, �s most az egy-egy oszlopban  ll¢m-bitessorozatokat eg�sz¡ts�k ki egy-egy parit sbittel p�ld ul p ros parit s£v . Az ¡gy kapott
n+1-bites sz¢val kieg�sz¡tve a blokkot kapjuk az eredetim �zenet k¢dj t, amelyet a 9.11.t bl zat mutat. (A gyakorlatban az egyes szavak nyol
 bitb�l  ll¢ b jtok, vagyis n = 8.Ilyenkor szok s az egyes b jtok ellen�rz�s�t v�gz� parit sbiteket VRC-nek nevezni, ami aVerti
al Redundan
y Che
k, keresztir ny£ ellen�rz�s kezd�bet�ib�l  ll¢ r�vid¡t�s, m¡g azellen�rz� b jt az LRC, azaz Longitudinal Redundan
y Che
k, a hosszir ny£ ellen�rz�s.)

b0,0 . . . b0,j . . . b0,n−1 b0,n... ... ... ...
bi,0 . . . bi,j . . . bi,n−1 bi,n... ... ... ...
bm−1,0 . . . bm−1,j . . . bm−1,n−1 bm−1,n

bm,0 . . . bm,j . . . bm,n−1 bm,n9.11. t bl zatEz a rendszer egyetlen hiba eset�n k�pes azt jav¡tani. Ha ugyanis bi,j �s 
sak ez abit hib s, akkor pontosan egy hiba van az i-edik sz¢ban, teh t ennek ellen�rz�se sor nhibajelz�st kapunk. Az �sszes t�bbi sz¢ ellen�rz�se azt adja, hogy azokban nin
s hiba, �shasonl¢an, a j-edik �s 
sak a j-edik oszlop ellen�rz�s�n�l hibajelz�sre ker�l sor, vagyis ak�t eredm�nyb�l azt kapjuk, hogy az i-edik sz¢ j-edik bitje �s 
sak ez a bit hib s, amitennek a bitnek az invert l s val kijav¡thatunk. Minden olyan esetben azonban, amikoraz i-edik �s 
sak az i-edik sz¢ban valamint a j-edik oszlopban �s 
sak a j-edik oszlopban



9.3. Hibakorl toz¢ k¢dol s 199kapunk hibajelz�st, azt gondoljuk, hogy ez a bit hib sodott meg, �s ezt �jav¡tjuk", vagyisv ltoztatjuk az ellenkez�j�re. Pedig k�nnyen bel thatjuk, hogy ellen�rz�skor ugyanerreaz eredm�nyre jutunk akkor is, ha minden oszlopban �s minden sz¢ban, kiv�ve a j-edikoszlopot �s i-edik sz¢t, p ros sz m£ hiba l�p fel (ebbe bele�rtve a hib tlan esetet is0 hib val), m¡g a kit�ntetett i-edik sz¢ban �s j-edik oszlopban a hib k sz ma p ratlan.Ilyen p�ld ul, ha az i-edik sz¢ban a j+1-edik bit, valamint az i+1-edik sz¢ j-edik �s j+1-edik bitje hib sodik meg, �s m s hiba nem t�rt�nik. A v�tel hely�n semmilyen m¢dszerrelnem tudjuk eld�nteni, hogy val¢ban egy hiba t�rt�nt-e, �s ¡gy helyesen jav¡tunk, vagy ameg�gyelt hibajelz�s t�bb hiba egy�ttes hat sa, aminek k�vetkezt�ben vagy egy addighelyes bitet jav¡tunk helytelenre, vagy egy t�nyleg hib s bitet jav¡tunk, de m�g tov bbi,felder¡tetlen hiba is van a vett �zenetben. Hasonl¢an el�fordulhat, hogy volt hiba, demi nem vessz�k �szre, nevezetesen, ha minden sz¢ban �s minden oszlopban a hib ksz ma p ros. Ennek tipikus p�ld ja, amikor n�gy hiba egy t�glalap n�gy sark ban l�pfel, ahol a t�glalap k�t �le egy-egy sz¢ban van. V�g�l el�fordulhat, hogy egyn�l t�bbsz¢ban illetve egyn�l t�bb oszlopban kapunk hibajelz�st, amikor biztosan tudjuk, hogyvolt hiba, de a hib k sz ma egyn�l nagyobb, ¡gy jav¡t sra ebben a rendszerben nin
slehet�s�g�nk. Ennek legegyszer�bb p�ld ja, amikor pontosan k�t hiba l�p fel. A mostismertetett rendszert nevezhetj�k k�tdimenzi¢s parit sellen�rz�snek. Ilyet haszn lnaknagy m gnesszalagos t rol¢kn l (egy bizonyos r�gz¡t�si m¢d eset�n, mert t�bbf�le isl�tezik), ahol egym s mell� ¡rj k ki egy kieg�sz¡tett b jt 9 bitj�t, �s az adatokat mindigblokkosan t rolj k. Ebben az esetben keresztir nyban p ratlanra, m¡g hosszir nybanp rosra eg�sz¡tenek ki.
9.3.8. Line ris k¢d. Ahhoz, hogy a k¢dol s �s a dek¢dol s min�l egyszer�bb le-gyen, a k¢dol shoz olyan rendszereket 
�lszer� alkalmazni, amelyek rendelkeznek vala-milyen bels� strukt£r val. J¢ k¢dok konstru lhat¢ak algebrai rendszerek seg¡ts�g�vel. Agyakorlatban alkalmazott k¢dok jelent�s r�sze line ris k¢d. Ha K test, akkor a K elemei-b�l alkotott rendezett n-esek a komponensenk�nti �sszead ssal, valamint az n-es mindenelem�nek ugyanazzal az elemmel val¢ szorz s val egy K feletti n-dimenzi¢s line ris teretalkotnak. Ennek a t�rnek b rmely altere egy line ris k¢d. Ha az alt�r k-dimenzi¢s, a k¢dt vols ga d, �s a test elemeinek sz ma q, akkor az ilyen k¢dot [n, k, d℄q k¢dnak nevezz�k.Ha nem l�nyeges a megad sa, akkor elhagyhat¢ a jel�l�sb�l d illetve q. Line ris k¢dn la szavak tekinthet�k polinomoknak is, a bet�ket null t¢l indexelve.A parit sellen�rz� k¢d  ltal ban nem line ris, de ha p rosra eg�sz¡t�nk ki, akkor m rline ris. Tov bbi egyszer� line ris k¢dok az £gynevezett CRC vagyis Cy
li
 Redundan
yChe
k, 
iklikus ellen�rz�s k¢dok. A test a k�telem� test. A k bites k¢doland¢ sz¢ elej�re¡runk m = n− k darab null t, majd a megfelel� polinomot osztjuk egy adott m-ed fok£polinommal, a k¢dpolinommal. V�g�l a kapott marad�kkal ki
ser�lj�k a null kat. Mivela k�telem� test felett minden polinom megegyezik az ellentettj�vel, a k¢dszavakat az



200 9. K¢dol sjellemzi, hogy oszthat¢k a k¢dpolinommal. N�h ny gyakran haszn lt CRC-k¢dpolinom:CRC-1 (parit sbit) x+ 1CRC-5-USB x5 + x2 + 1CRC-8 x8 + x2 + x+ 1CRC-16-IBM x16 + x15 + x2 + 1CRC-16-CCITT x16 + x12 + x5 + 1CRC-32 (Ethernet, x32 + x26 + x23 + x22 + x16 + x12 + x11FDDI, gzip, PNG) +x10 + x8 + x7 + x5 + x4 + x2 + x+ 1CRC-64-ISO x64 + x4 + x3 ++x+ 19.3.9. Gener torm trix, ellen�rz� m trix. A K v�ges test feletti [n, k℄ line risk¢dn l 
�lszer� a k¢dol si elj r st egy Kk-t C ⊂ Kn-re k�pez� line ris lek�pez�snekv lasztani, ahol C a k¢dszavak altere. Ezt a m trix val jellemezhetj�k, ez a k¢dol sgener torm trixa. A dek¢dol sra haszn lhat¢ egy H : Kn → Kk sz�rjekt¡v line rislek�pez�s, amelynek a magja C. Egy ilyen lek�pez�s m trix t a k¢d ellen�rz� m trix naknevezz�k. Ha v ∈ Kn, akkor az s = Hv szindr¢ma pontosan akkor nulla, ha v k¢dsz¢.9.3.10. Szindr¢ma-dek¢dol s. Az el�z� pont jel�l�seivel, ha s ∈ Kn−k, legyen
e(s) a {v : Hv = s} halmaz egy olyan vektora, amelynek s£lya minim lis. Ezt mell�k-oszt lyvezet�nek fogjuk nevezni. Ha c ∈ Kn egy k¢dsz¢, v ∈ Kn a vett sz¢, e = v − ca hiba, �s w(e) < d/2, akkor He(s) = s = Hv = He, ¡gy w(

e(s)) ≤ w(e), ahonnan
w

(

e − e(s)) < d. De H(

e − e(s)) = 0, ¡gy a k�l�nbs�g k¢dsz¢, teh t e = e(s), ahiba jav¡that¢. A szindr¢ma-dek¢dol s t rigenye sokkal kisebb, mint a t bl zattal val¢dek¢dol s�, de m�g mindig nagyon nagy lehet.9.3.11. Singleton-korl t. Ha adott egy q elem�  b�
� bet�ib�l  ll¢ n hossz£ k¢d-szavakat tartalmaz¢ C k¢d, amelynek t vols ga d, akkor minden k¢dsz¢b¢l elhagyva
d − 1 bet�t (ugyanarr¢l a d − 1 helyr�l) m�g mindig k�l�nb�znek a k¢dszavak, de 
sak
n − d + 1 hossz£ak. Innen a k¢dszavak sz m ra azt kapjuk, hogy ♮(C) ≤ qn−d+1, ez aSingleton-korl t. Mindk�t oldal logaritmus t v�ve d + logq ♮(C) ≤ n + 1. Egy line ris[n, k, d℄q-k¢dn l azt kapjuk, hogy d + k ≤ n + 1. Ha egyenl�s�g  ll, a line ris k¢dotmaxim lis t vols g£ szepar bilis k¢dnak, MDS-k¢dnak nevezz�k. A szepar bilis (elv -laszthat¢) k¢d elnevez�st az indokolja, hogy b rmely r�gz¡tett d − 1 = n − k helyen ll¢ bet�ket elhagyva a k¢dszavakb¢l, qk k�l�nb�z� sz¢ marad, ez�rt a line ris k¢dol stv laszthatjuk £gy, hogy b rmely adott k helyen a k¢doland¢ sz¢ bet�i  lljanak, ¡gy azellen�rz� bet�k elv laszthat¢k a k¢doland¢ bet�kt�l.* 9.3.12. Hamming-k¢d. Az £gynevezett Hamming-k¢d egy hiba jav¡t s ra alkal-mas line ris k¢d. Csak a bin ris, azaz a k�telem� test feletti spe
i lis esettel foglalkozunk.Legyen r ≥ 2 eg�sz sz m, n = 2r − 1, �s k = n− r. K�sz¡ts�nk egy r × n m�ret� m tri-xot, amelyben az 0 < j ≤ n indexre a j-edik oszlopban a j sz m kettes sz mrendszerbelifel¡r s nak jegyei tal lhat¢ak, vagyis a m trix i-edik sor nak j-edik oszlop ban hi,j  ll(0 ≤ i < r, 0 < j ≤ n), ahol j = ∑r−1

i=0 hi,j2i. (Mivel 1 ≤ j ≤ n < 2r, ez�rt j biztosanfel¡rhat¢ r jeggyel a bin ris sz mrendszerben). Legyen p�ld ul r = 3, akkor n = 7 �s
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k = 4, tov bb 





1 0 1 0 1 0 10 1 1 0 0 1 10 0 0 1 1 1 1

 .Mivel r > t ∈ N eset�n 2t kettes sz mrendszerben val¢ fel¡r sa olyan, amelyben a 0-t¢lkezd�d� indexel�s mellett a t-edik �s 
sak a t-edik jegy 1, az �sszes t�bbi 0, ez�rt a m trix
r darab oszlopa, amelyek a 2t indexhez tartoznak, egy egys�gm trixot adnak (az el�bbip�ld ban az 1., a 2. �s 4.), ¡gy a m trix rangja r, teh t a megfelel� H line ris lek�pez�ssz�rjekt¡v. Legyen C azon n-dimenzi¢s bin ris vektorok halmaza, amelyekre Hc = 0.Az ilyen vektorokban k komponens szabadon v laszthat¢. (Persze nem b rmelyik k,
sak azok, amelyekkel a kimaradt komponensekhez tartoz¢ indexek a m trix regul risr�szm trix t hat rozz k meg, p�ld ul a fenti p�ld ban nem j¢ v laszt s az utols¢ n�gykomponens, mert a m trix els� h rom oszlopa line risan �sszef�gg�.) Legyenek ez�rt ak¢doland¢ �zenetek k bitesek, �s egy-egy ilyen �zenetet eg�sz¡ts�nk ki r bittel £gy, hogya kapott n-bites vektor eleme legyen a C halmaznak. Tegy�k fel, hogy egy ilyen n-bites�zenet az  tvitel sor n megs�r�l. Ez azt jelenti, hogy bizonyos bitek az ellenkez�j�krev ltoznak, amit £gy is megkaphatunk, ha ezekhez az eredeti bitekhez 1-et adunk modulo2, vagyis tegy�k fel, hogy c az eredeti n-bites vektor, e = e1 . . . en a hibavektor, �s a v�telhely�re v = c+ e �rkezik. Ha a H m trix j-edik oszlop t hj-vel jel�lj�k, akkor

Hv = H(c+ e) = Hc+He = He = ∑

ej=1hj ,hiszen ei �rt�ke 
sak 0 �s 1 lehet. Ha pontosan egy hiba l�pett fel, akkor egy �s 
sak egyindexre, mondjuk s-re lesz ej null t¢l k�l�nb�z�, �s ekkor Hv = hs. De H konstruk
i¢jak�vetkezt�ben hs �ppen s kettes sz mrendszerbeli fel¡r sa, vagyis Hv pontosan a hibahely�t adja.Legyen p�ld ul az el�bbi 3× 7-es m trixhoz c = 0100101, akkor ellen�rizhet�, hogy
Hc = 0, vagyis c k¢dsz¢, �s tegy�k fel, hogy e = 0000100, vagyis az 5. bit �s 
sak ez abit az �zenet  tvitele sor n megs�r�l. Ekkor a v�tel hely�n a v = 0100001 bitsorozatotkapjuk, �s s = Hv = 101, ami mint bin ris sz m �ppen 5, a hiba helye. Megv ltoztatvaa vett �zenetben az 5. bitet, a 0100101 bitsorozatot kapjuk, egyez�sben az elk�ld�ttbitsorozattal. Amennyiben e = 0000101, akkor s = 010, �s �jav¡t s" ut n a 0000000bitsorozatot kapjuk, ami nem egyezik az eredeti sorozattal, vagyis rosszul jav¡tottunk. AHamming-k¢d pontosan 1-hiba jav¡t¢ k¢d. �rdemes megn�zni, hogy mi a helyzet, ha ahibavektor e = 1110000.9.3.13. Reed{Solomon-k¢dok. Legyen K egy v�ges test, a test egy nem nulla αelem�nek multiplikat¡v rendje n �s 0 < k < n. Ekkor az αi, 0 ≤ i < n elemek p ronk�ntk�l�nb�znek, �s mindegyik gy�ke az xn − 1 ∈ K[x℄ polinomnak, ez�rt megadj k ezenpolinom �sszes gy�k�t. �gy xn − 1 = ∏n−1

i=0 (x− αi).Legyen m = n − k �s g = ∏m
i=1 (x− αi). Ez a polinom egy K f�l�tti, m-edfok£f�polinom, �s oszt¢ja az xn−1 polinomnak. A C = {

ag : a ∈ K[x℄, deg(a) < k)} halmaza g (vagy az α)  ltal gener lt Reed{Solomon-k¢d, �s g a k¢d gener torpolinomja. A C
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sonyabb fok£ polinomok. A ϕ : a 7→ ag lek�pez�s Kk injekt¡v line rislek�pez�se C-re, amib�l az is k�vetkezik, hogy C a Kn egy k-dimenzi¢s altere.Most tekints�k a C egy c elem�t. Ekkor g oszt¢ja c-nek, teh t g minden gy�ke gy�ke
c-nek, vagyis c(αi) = 0, ha 1 ≤ i ≤ m. Ford¡tva, ha u ∈ Kn, �s minden 1 ≤ i ≤ m-re
u(αi) = 0, akkor valamennyi i-re x − αi oszt¢ja u-nak, de akkor ezek legkisebb k�z�st�bbsz�r�se, azaz a szorzatuk, teh t g is oszt¢ja u-nak, vagyis ez esetben u a k¢dhoz tar-tozik. Ez azt jelenti, hogy u ∈ Kn akkor �s 
sak akkor eleme a k¢dnak, ha g valamennyigy�ke egyben u-nak is gy�ke, vagyis ha minden 1 ≤ i ≤ m-re ∑n−1

j=0 (αi)juj = 0. �gy a
hi,j = αij , 1 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j < n m trix egy ellen�rz� m trix, a hozz  tartoz¢ H line rislek�pez�sre Hu = 0 akkor �s 
sak akkor, ha u ∈ C. Legyen 0 ≤ j1 < . . . jm < n, �s n�z-z�k a m trix jl index� oszlopait. Ezek a m trix egy m-edrend� kvadratikus r�szm trix tadj k, amelynek l-edik oszlop ban az i-edik elem hi,jl

= (αi)jl = (αjl )i. Most n�zz�kezen r�szm trix determin ns t. A determin ns l-edik oszlop ban minden elemb�l kie-melhet� αjl . Mivel a kiemelt elem nem nulla, ez�rt az eredeti determin ns akkor �s 
sakakkor 0, ha a kiemel�s ut n kapott determin ns �rt�ke 0. A kapott determin ns l-edikoszlop ban αjl egym s ut n k�vetkez� hatv nyai  llnak, a 0 kitev�s hatv nnyal kezdve,vagyis ez egy £gynevezett Vandermonde-t¡pus£ determin ns. A m�ret szerinti induk
i-¢val nem neh�z l tni, hogy a determin ns �rt�ke ∏0≤s<t<m

(

αjs − αjt
)

6= 0 (vonjuk kiminden sorb¢l az felette  ll¢ αj1 -szeres�t). Ez viszont azt jelenti, hogy a m trix b rmely
m oszlopa line risan f�ggetlen. Ebb�l egyr�szt az k�vetkezik, hogy rangja m = n − k,teh t a k¢d egy ellen�rz� m trix t kaptuk, m sr�szt, hogy egy legfeljebb m = n−k s£ly£
e vektorra He 6= 0, teh t a k¢d t vols ga d = n− k+1, azaz a k¢d maxim lis t vols g£.Ez mutatja, hogy megfelel� k¢ddal egyn�l t�bb hiba is jav¡that¢.9.3.14. A Reed{Solomon-k¢d dek¢dol sa. A Reed{Solomon-k¢d line ris, teh ta hiba jav¡that¢ p�ld ul a szindr¢ma-dek¢dol ssal, de mutatunk egy enn�l l�nyegesenpraktikusabb hibajav¡t st.Legyen adott egy [n, k℄q Reed{Solomon-k¢d, m = n−k, g = ∏m

i=1 (x− αi) a k¢d ge-ner torpolinomja, e a hibavektor, �s L = ∏

ej 6=0(1−αjz) az £gynevezett hibahelypolinom.Ennek ismeret�ben a hib k helye meghat rozhat¢: megkeress�k, hogy mely α−j-k gy�kei
L-nek, �s a j-k megadj k a hib k hely�t. Legyen E = ∑

ej 6=0 αjejLj az £gynevezetthiba�rt�k-polinom, ahol Lj = L/(1− αjz), ha ej 6= 0. Ha m�g ezt is ismerj�k, akkor ahiba jav¡that¢, mert r�gz¡tett j eset�n Li(α−j) akkor �s 
sak akkor nem nulla, ha i = j,ez�rt
ej = E(α−j)

αjLj(α−j) .A k�vetkez� t�tel lehet�v� teszi a k�t polinom meghat roz s t.9.3.15. T�tel. Az el�z� pont jel�l�seivel legyen s a szindr¢m hoz tartoz¢ polinom.Tegy�k fel, hogy a hibahelyek sz ma, azaz L foksz ma legfeljebb m/2. V�gezz�nk b�v¡-tett euklid�szi algoritmust az a = zr �s b = s polinomokkal. Az ottani jel�l�sekkel legyen
l a legkisebb index, amelyre deg(rk) < m/2, �s legyen rl = axl + byl. Ekkor yl(0) 6= 0 �s
L = yl/yl(0), E = rl/yl(0).



9.3. Hibakorl toz¢ k¢dol s 203* Bizony¡t s. El�sz�r megmutatjuk, hogy xm osztja az E−Ls polinomot. Val¢ban,
E − Ls = ∑

ej 6=0αjejLj − L
m−1
∑

i=0 siz
i = ∑

ej 6=0αjejLj −
m−1
∑

i=0 L(

n−1
∑

j=0 (

αi+1)j
ej

)

zi= ∑

ej 6=0αjejhj −
n−1
∑

j=0 ejL
m−1
∑

i=0 (

αi+1)j
zi = ∑

ej 6=0(αjejLj − α
jejL

m−1
∑

i=0 (

αj
)i
zi

)= ∑

ej 6=0(αjejLj − α
jejL

1− (αjz)m1− αjz

)= ∑

ej 6=0(αjejLj − α
jejLj

(1− αjz
)1− (αjz)m1− αjz

)= zm
∑

ej 6=0αj(m+1)ejLj .Ez azt jelenti, hogy alkalmas f polinommal E = fzm + Ls. �gy zm �s s legnagyobbk�z�s oszt¢ja oszt¢ja E-nek, �s foksz ma legfeljebb annyi, mint E foksz ma, ami kisebb,mint m/2. �gy van olyan marad�k az euklid�szi algoritmus alkalmaz sa sor n, amelynekfoksz ma kisebb, mint m/2. Az E = fzm + Ls egyenlet yl-szeres�b�l kivonva az
rl = axl + byl = zmxl + sylegyenlet L-szeres�t, azt kapjuk, hogy(1) Eyl − Lrl = (fyl − Lxl)zm.Azt akarjuk megmutatni, hogy a z r¢jelben  ll¢ polinom nulla.A b�v¡tett euklid�szi algoritmus az r0 = a, r1 = b, x0 = 1, x1 = 0, y0 = 0, y1 = 1kezd��rt�kkel indul. Megmutatjuk, hogy(2) deg(yj) = deg(a)− deg(rj−1)�s
xj−1yj − xjyj−1 = (−1)j−1,ha j > 0. Mindk�t  ll¡t s teljes�l j = 1-re. Induk
i¢valdeg(yj+1) = deg(yj−1 − qjyj) = deg(qjyj) = deg(qj) + deg(yj)= deg(rj−1)− deg(rj) + deg(a)− deg(rj−1)= deg(a)− deg(rj)�s

xjyj+1 − xj+1yj = xj(yj−1 − qjyj)− (xj−1 − qjxj)yj = (−1)j .



204 9. K¢dol sT�rj�nk vissza (1)-hez. Mivel l v laszt sa �s (2) miattdeg(yl) = deg(a)− deg(rl−1) ≤ m−m/2 = m/2,deg(E) < m/2, deg(rl) < m/2, deg(L) ≤ m/2, a bal oldal foka kisebb, mint m, ¡gy(1)-ben a z r¢jelben 
sak nulla  llhat. Innen Eyl = Lrl �s fyl = Lxk. Mivel de�n¡
i¢jukszerint E �s L relat¡v pr¡mek, valamint (3) szerint xl �s yl is, innen az k�vetkezik, hogy
L oszt¢ja yl-nek �s yl oszt¢ja L-nek, teh t asszo
i ltak, azaz L = cyl valamely nem nullakonstanssal. Innnen E = crl ugyanazzal a konstanssal. Mivel L f�polinom, kapjuk az ll¡t st.* 9.3.16. P�lda. Legyen K = Z11, n = 10, k = 6 teh t m = n− k = 4. A Z11 testelemei helyett a legkisebb nem negat¡v reprezent nsukat fogjuk ¡rni hexade
im lisan.
Z11-ben 22 = 4 6= 1, �s 25 = (22)22 = 422 = A 6= 1, ez�rt 2 rendje 10. Mivel m = n−k =4, a k¢d gener torpolinomja ∏4

i=1 (z − 2i) = z4 + 3z3 + 5z2 + 8z + 1. A k¢d elemeit£gy kapjuk, hogy a gener torpolinomot megszorozzuk a Z11 feletti legfeljebb �t�dfok£polinomokkal. Legyen egy ilyen polinom 2z4 + 5z + 4, ekkor a megfelel� k¢dsz¢
u = 2z8 + 6z7 +Az6 +Az5 +Az4 + 4z3 + 5z2 + 4z + 4,vagyis u = 4454AAA620. A k¢d t vols ga d = 5, teh t a k¢d k�pes 2 hib t helyesenjav¡tani. Legyen p�ld ul e = 0030200000 a hibavektor, ekkor a vett sz¢ v = 44841AA620.Az ellen�rz� m trix most







1 2 4 8 5 A 9 7 3 61 4 5 9 3 1 4 5 9 31 8 9 6 4 A 3 2 5 71 5 3 4 9 1 5 3 4 9




,�s a szindr¢ma

Hv = 0A25,¡gy az  tvitel sor n hiba keletkezett. V�gezz�nk euklideszi algoritmust a zm = z4 vala-mint a szindr¢m hoz tartoz¢ s = 5z3+2z2+10z polinomra addig, am¡g a marad�kpolinomfoka el�sz�r lesz kisebb, mintm/2, �s k�zben sz m¡tsuk ki sorban az yj polinomokat, ahol
yj a kiterjesztett euklideszi algoritmusban meghat rozott egy�tthat¢ja az s polinomnak,vagyis amivel rj = zmxj+syj. Mint ismert, ha y0 = 0 �s y1 = 1, akkor yj+1 = yj−1−qjyj,ahol qj a j-edik oszt s h nyadosa.A konkr�t esetben

z4 + 0z3 + 0z2 + 0z + 0 : 5z3 + 2z2 +Az + 0 = 9z + 33z2 + 0z + 3
y1 = 0− (9z + 3) · 1 = 2z + 85z3 + 2z2 +Az + 0 : 3z2 + 0z + 3 = 8z + 72z + 0
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y2 = 1− (8z + 7)(2z + 8) = 4z2 + 7z + 9,vagyis r2 = 2z �s y2 = 4z2 + 7z + 9. Szorozzuk meg y2-t y2(0) = 9 inverz�vel, 5-tel:

L = 9z2+2z+1. Mivel L = (1−4z)(1−5z), a hiba a vett sz¢ 2 �s 4 index� poz¡
i¢j banvan, ugyanis 4 = 22, �s 5 = 24. Meg kell m�g hat rozni a hib k �rt�k�t: E = 5r2 = Az,
L2 = 1− 5z, �s L4 = 1− 4z, ¡gy

e2 = E(4−1)22L2(4−1) = 84 · 8 = 3,�s
e4 = E(5−1)24L4(5−1) = 25 · 9 = 2,vagyis a kisz molt hibavektor e = 0030200000.A p�lda r vil g¡t a matematika sz�ps�g�re. Egy olyan r�gi algoritmusnak, mint azeuklideszi algoritmus, egy igen fontos �s hasznos alkalmaz s t l thatjuk, amelyre akkor,amikor mag t az algoritmust megalkott k, m�g gondolni sem lehetett.* 9.3.17. K¢dr�vid¡t�s. N�h ny k¢d, p�ld ul a Reed{Solomon-k¢d 
sak meghat ro-zott hosszakban konstru lhat¢. Ilyenkor seg¡t a k¢dr�vid¡t�s. Tetsz�leges k¢dra gy�jts�k�ssze mindazokat a k¢dszavakat, amelyekben egy adott helyen egy adott bet�  ll. Csakezeket fogjuk haszn lni, �s a k¢dol s ut n az adott helyen  ll¢ adott bet�t kihagyjuk,a dek¢dol s el�tt pedig £jra be¡rjuk. Nyilv nval¢, hogy a k¢dr�vid¡t�s nem 
s�kkenti at vols got (ha a r�vid¡tett k¢dnak egy ltal n m�g van t vols ga).Line ris k¢dn l azokat a k¢dszavakat �rdemes felhaszn lni a r�vid¡tett k¢dban, ame-lyekben az adott helyen nulla  ll, mert ekkor a r�vid¡tett k¢d is line ris lesz. Ha egy[n, k, d℄q line ris k¢dot ¡gy r�vid¡t�nk, akkor azon k¢dszavak C′ altere, amelyekben azadott helyen nulla  ll, az eredeti k¢dszavak C alter�nek egy alter�t, ¡gy a C Abel-
soportnak egy r�sz
soportj t alkotja, tov bb  b rmely k�t C-beli k¢dsz¢ k�l�nbs�ge,amelyekben az adott helyen ugyanaz a bet�  ll, a C′-ben van, ¡gy C′ indexe C-ben leg-feljebb q, ahonnan C′-nek legal bb qk−1 eleme van. �gy k vagy nem v ltozik, vagy eggyel
s�kken. Ha az eredeti k¢d MDS-k¢d volt, �s k > 1, akkor a r�vid¡tett is az marad,mert a d = n− k + 1 egyenl�s�gben a bal oldalon d 
sak n�het, a jobb oldalon n eggyel
s�kken, k viszont legfeljebb eggyel 
s�kkenhet, ¡gy a Singleton-korl t miatt egyik oldalsem v ltozhat.* 9.3.18. K¢dok direkt szorzata. �gy, mint a k�tdimenzi¢s parit sellen�rz�sn�l,k�t k¢d felhaszn l s val k�sz¡thet�nk egy harmadik k¢dot: el�bb keresztir nyban k¢do-lunk az els� k¢ddal, majd hosszir nyban a m sodikkal, vagy ford¡tva. Az ¡gy kapottk¢d a k¢dok direkt szorzata. Ha az egyes k¢dok t vols ga d1 illetve d2, akkor a direktszorzatuk t vols ga legal bb d1d2; val¢ban, k�t k�l�nb�z� k¢dsz¢ ha valamely sorbank�l�nb�zik, akkor ott legal bb d1 helyen k�l�nb�zik, �s legal bb d2 ilyen sornak kell len-nie, mert egy�bk�nt nem lehetne olyan oszlop, amelyben a k�t k¢dsz¢ legal bb d2 helyenk�l�nb�zik.P�ld ul a DVD-n az adatokat (egyebek k�zt) egy [208, 192℄256 �s egy [182, 172℄256r�vid¡tett Reed{Solomon-k¢d direkt szorzata v�di.



206 9. K¢dol s* 9.3.19. Kaszk d k¢dok. Egy tov bbi k¢d�tv�z� elj r s a kaszk d k¢d. Tegy�kfel, hogy egy k¢d bet�i megfeleltethet�k egy m sik k¢d adott hossz£s g£ szavainak.K¢doljunk el�sz�r az els� k¢ddal, majd a kapott k¢dsz¢ bet�it k¢doljuk a m sodik k¢ddal.Ha az els� k¢d t vols ga d1, a m sodik� d2, akkor a kaszk d k¢d t vols ga legal bb
d1d2, hiszen k�t k�l�nb�z� k¢dsz¢ az els� k¢dol s ut n legal bb d1 bet�ben, �s ezekmindegyik�nek a k¢dja a m sodik k¢dol s ut n legal bb d2 helyen k�l�nb�zik.A legegyszer�bb p�lda kaszk d k¢dra, amikor egy [n, k℄256 Reed{Solomon-k¢d ut nb jtonk�nt parit sbitet k�pez�nk.* 9.3.20. Adat tsz�v�s. Az  tvitel sor n a hib k gyakran hiba
som¢kban, idegensz¢val burst-�kben jelentkeznek. B r p�ld ul a Reed{Solomon-k¢dok alkalmasak r�vi-debb hiba
som¢k jav¡t s ra is, a hosszabb hiba
som¢k t£lterhelik a k¢dot. Ez ellen£gy v�dekezhet�nk, hogy a k¢dol s ut n az egyes blokkok adatait sz�tsz¢rjuk: ez azadat tsz�v�s. A legegyszer�bb esetben valah ny adott hossz£s g£ blokkot sorfolytono-san helyez�nk el egy m trixban, majd az adatokat oszlopfolytonosan olvassuk ki onnan,dek¢dol s el�tt pedig ford¡tva v�grehajtva ezt, vissza ll¡tjuk az eredeti sorrendet.


