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 � �"��������	 ���������������� ���'� ��/
�����
  ������
 !�(�	 �����
�
'	��

���� !�"  ���������


������ $�%���	& �������

� ������ ��  "��� ����� ��(���
  �
��
����	 	�� ��C	������/ ����
*	� ����(���� 2;�'���! ?��
/  "��� �(����
�� ��� ��(�'�;	�;�
�
"�
? �����8

���� @���(��/ 
��(��A �(�'

���/ ;�������(�� �� �����
����
  "��� ������	��
	�!���'��

��
=
�����
���� �(�'

���/ ;�������(�= ��������� �� �
�/ "�(� !������	 ��8

���
�� !(� ��		� !	 � ��

 "����	/ !(� 	�	%��	 ��		�/ ��  ��

? �(��8
���>��( 	�� 
�����'�� �

=
��� ��(�'�;	�;�
�
"�
?��(= ����( �
 ����	
�/ "�(� ��	��	

�����
�� ��(������� �(� �����	��	 !	 ��		� � ��

 "����	�
,����� "��� �������� � a, b, c, . . . ��
>��
/  "������ � A,B,C, . . . ��8

�;���
 �����! ����	
�� a ∈ A �
/ "�(� a ����� A8	�/ b �∈ B ����( �
/ "�(� b
	�� ����� B8	��� � "����� ��"�
	�� !�(���� !(� !�(
���	�� @+� ������
A� ,�(��
"�����
 ��( ��"�
 �	� ������� �����������!�/ ������ �����	
 ��%��� ���������
�;�;

/ ��( 
�
��?��(�� "�����
 � ��������
 ��C	���� ���
�
���� ��(����!��
G���	��� �;!���	 {x ∈ H | T(x)}8�
 ���	� ��	 H8���� x �����
���� "�����/ ��8
������  T(x) 
�����	��( 
�����'�� ���		����	  | ��!����
���� �!��/ ���� �
{x ∈ H : T(x)} �� "��	��
��� H  H "��� 	���!�	!��/ ������ ��"(�"
��

���� ������ 7����� %	��	
���	�
H1 = {2, 3, 5, 7}"
N = {0, 1, 2, . . .}"
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  B
A

x
yz

���� ����� � A �� B ������� �������������� �������������

H2 = {x ∈ N | x4 − 17x3 + 101x2 − 247x + 210 = 0}"
H3 ������ 	 ���� ������� ��
���� ����#� ���� %	��	
"
H4 = {x ∈ N | x ����}�

-���� H1, H2, H3 !�(�� "�����/ !���	
 � +� ������
��	 ��
	� ��(���/ "�(�
H4 !�(
���	 "���� �� N8	�� ���;�
 "���
  �����	����	 	���� �������
��� 	�!���'�� -�  "��� ���	 ��	��(�� �������
 ��
����  �
��
����	/ "�(�
����
���� ������
�����  �� ������
��	 !����
��'	�� ����( N8�
 ��	
  ���������
����;��
 "��	������

��� ,�1�%���� )��������� ����� �	�	�*�� 	
�	��"	��	�� (� �
���������� �� 	�	�
�	��"� ������� ��
���

A = B
def⇔ ∀x (x ∈ A ⇔ x ∈ B).

�� ������ �����	���	�� 	�	%� 
�"�
 ����	
?��(�� �� ���	
� ������	 H1 = H2 = H3�
H � A �� B "����� 	�� �(��	�?��/ ���� ��
 *(� ���;��'�/ "�(� A �= B�

�� ,�1�%���� ��� � (������� ��	���	� ����� 	�	�	� #��	 ��������� �	�	��*�
� ∅���� �	� ��*��

�� �(��	�?��( ��C	�%��� �����	
 %�� �(��
��	 '��� "��� ��
�����

H����� �������
�
�����	
 �(� "��� ������
  ��� ��	
����	
 �� �����("
���/
�������
 �;���� !(� ��� ���
 (;���!�� �;�'���(�	� @���	� !(� "	8���
���/
���� ���A� � ,�		8��(���� !�� ��������� %�� !������� ��������
�
 �/ ����
����
����	��
���� 	�� ������

������ '
��(������� 
� (�	%��"(�������

-�?������"
/ "�(� � A "��� ��	��	 ����� �(� B "���	� �� ������ -���� A8

 B ��	���������� 	�!���'�/ ���;���� A ⊆ B�

��� ,�1�%���� A ⊆ B def⇔ ∀x (x ∈ A ⇒ x ∈ B)�

-����  ������ ��	������� ��C	�%��� � ����� �����
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�!� ,�1�%���� A ⊂ B def⇔ A ⊆ B∧A �= B�

-���	 � ���
��	  B "���	� ��
��	�� ���	 ������/ ������ 	�� 
�
��	� A8
"��� 4�	��	 A "���� ��!�	���/ "�(� ∅ ⊆ A� H A �= ∅/ ���� ∅ ⊂ A ���	
�	

�����'��

���� ������ 5��%���$� 	 8������� 	
 ∈ �� ⊂ � � � 
#������� � 2 ∈ {2, 3, 5, 7} ��������"
$��	�	���� 2 ⊂ {2, 3, 5, 7} ���" �

�� �
���� {2} ⊂ {2, 3, 5, 7} �
����� ��	
�

� "�����
 ��	
 �������
 ;������(! *��� "�����
 ���
"
�	�/ �����

����������	�������� 	�!���'�� 2'�;	��(�� "�����	����� �(� A "��� !�8
��		�� ����"����	� "���/ �����
 � ��

 "��� ���������������
	�!��'	�/ �� ℘(A)8!� ���;�'	��

� � ,�1�%���� ℘(A)
def⇔ {x | x ⊆ A}�

� ���?�������	 ��(��

���/ "�(� �(� n8����> "��� "
!�	�"��� 2n �����?�
����

������ )������*%���	��

� "���������
 �����"
���( ������	
����� ������
 ����	
?��(� !	  "��8
��� �;�;

� �>!���
��	��� -���/ ��	
 ��
	� ��(���/ ������ ��%���
�	 ���	� 
������	
��������� �>!���
��!���

�&� ,�1�%���� A \ B
def⇔ {x | x ∈ A∧ x �∈ B}�

A \ B8
 *(� ��!����/ "�(�
=
A ��	��� B=/ ��!�� ��  "��� A8	� ��	
��	 ��	

�������?� ���/ ������ B8"�� 	�� 
�
��	� @�#����	�
������ A�

H A ⊆ H/ ���� H \A8
 A8	� H8� !�	
���� ���
�	��������� !(� �����
������������ 	�!���'�/ �� AH8!� ���;��'�� H � ;�����'((�����?� !���(��/ "�(�
���� H ������������� !	 ���/ ���� � A ���;��� "��	��
��� &��"�!���  C(���8
��
/ "�(�  ��������	
��������	�� ��	��( 
���
��	 ���� ��		'	�/ "�(� ���� H
"������ �� !	 ���� � ��������	
��������	��  	�(�%��!� !�� ;�����'((��� 	���8
!�	!��.

x ∈ H ⇒ (x ∈ A ⇔ x �∈ A ⇔ ¬(x ∈ A)).

� "����� �;�;

� ��(��	
���� �>!���
  ��
���
 �� � �	���

�)� ,�1�%���� A ∩ B def⇔ {x | x ∈ A∧ x ∈ B}�

A ∩ B @��!��. A �� B ���	���� !(� ����	 ��	��A ��	������� � �������?� ���/
������ �(�����>��( A8"�� �� B8"�� �� "����
�
��	�� H A ∩ B = ∅/ ���� A8
 ��
B8
 ��	��������� @!(� ���(�		��A 	�!���'��

�+� ,�1�%���� A ∪ B def⇔ {x | x ∈ A∨ x ∈ B}�

A ∪ B @��!��. A �� B ������ !(� �
��	���	�A ��	������� � �������?� ���/
������ A8"�� !(� B8"�� 
�
��	� @

=
!(�= 	�� ������ ��
������	A�
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���	�

�� �	�� ��  ��
���
 ��(��	
���� 
�����	��(�.
(1) A ∩ B = B ∩A (2) A ∪ B = B ∪A
(3) (A ∩ B) ∩C = A ∩ (B ∩ C) (4) (A ∪ B) ∪C = A ∪ (B ∪ C)
(5) (A ∩ B) ∪C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) (6) (A ∪ B) ∩C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)
(7) A ∩ (A ∪ B) = A (8) A ∪ (A ∩ B) = A

(9) A ∩A = A (10) A ∪A = A.

�� @�AE@�A 
�����	��(�
 �����������������/  @�AE@�A8�
 ������������������/ � @+AE
@�A 
�����	��(�
 �������������������/ @7AE@)A8
 	���	��� ����������
���/  @#AE@�1A

�����	��(�
 ��	����	������� 	�!���'��

�� '��� "���� ��  H ��"����  �;!�
���? 
�����	��(�� ��!�	�����.
A ∩ ∅ = ∅ A ∪ ∅ = A

A ∩H = A A ∪H = H

A ∩A = ∅ A ∪A = H.

N�!�	����� 
�!����  �	 
����8
;�!�	���.

A ∩ B = A ∪ B �� A ∪ B = A ∩ B.

��	� ������ 6����� H = {a, b, c, d, e, f, g, h}" A = {a, c, e, g} ⊂ H" B = {e, f, g, h} ⊂ H�
!���� A ∪ B = {a, c, e, f, g, h}" A ∩ B = {e, g}" A \ B = {a, c}" A = {b, d, f, h}�

� ��
���
�
 �� � �	��
 	�� %�� ��
 "���� ��"�
 ��C	���	�� � �>!���
��
����%�
�!�
�� ��

  ��

?	�� 
;�� "������ ���� ��
���
�
 �� �	��
 ���������
	���'� ��"
���/  �����

�!�
�� ��

 ����(  
(�� �����	��� �� ��	��(
���	� @-	8
	�� ����	��
����  ����� 
�
����	 !����
��'	��A

<�(��	 X 
�
��?��(�� "���/ H ⊆ ℘(X)�

��� ,�1�%���� ∩H def⇔ {x | ∀A ∈ H 	�	�� x ∈ A}

��2� ,�1�%���� ∪H def⇔ {x | ∃A ∈ H ������ (�
� x ∈ A}

J(� 
�"�
  ∩H ������  "�����	����� ��	��	 "����"�� "����
�
��	�/ ∪H ��8
��( ��	���	 �������?� ���/ ������  "�����	����� !����� "����	� �������

���� ,�1�%���� ,	
�	� X �	���"�	
	� (������ � �	�����*� � H ⊂ ℘(X)� ∪H = X

(������	����	��� )� ����	� A ∈ H 	�	�� A �= ∅� � ����	� A,B ∈ H (A �= B)
	�	�� A∩B = ∅� ����� � H (������	����	�� X �	�������� ���� �������	���
��
� �	�����������	��� �	�	��*��

� "����(��� �>!���
��  �
��
�� %��	�� ��	��	 
��'��
�	 ��?����		��
5������ � �(�����	 �(� �(��	��
��	����� ��(�����"��� � �(��� �(��	��
��
��(�����"����	� ��
���
��

#"������	��
��0�� <�(��	�� � A,B,C "�����  H ��"��� ����"����� 6���	��
��� ��/
"�(� ����� A ∩ B ⊆ C ⇔ A ⊆ B ∪ C�
��0� G(�8� � ����� ����
�� ��	��	 A,B,C "��� ���
�	.
A ∈ B∧ B ∈ C ⇒ A ∈ C F



!�!� -	������ 
�

��0�� 6���	��
��� ��/ "�(� ��	��	 A,B,C "��� ���
�	
A A \ (B ∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C)
�A A \ (B ∪C) = (A \ B) \ C�

��0!� 6���	��
��� ��  �	 
����8
;�!�	����
�
��0 � 6���	��
��� ��/ "�(� 
�
��?��(�� A,B "������

A A ∩ B ⊆ A/ B ⊆ A ∪ B/
�A A ⊆ B ⇔ A ∪ B = B ⇔ A ∩ B = A ⇔ A ∩ B = ∅�

��0&� O�C	�����	� � A,B "������	 �(� *� �>!���
�
. A
B = (A\B)∪(B\A)�
A 6���	��
��� ��/ "�(� A
 (A
 B) = B�
�A &�����'� ��  
 ��  ∩ �>!���
�� ��(�
��(�!�� A ∪ B8
 �� A \ B8
�

� 
 �>!���
�
 	����������	 �#����	�
��� !(� 	����������	 ��'���� ��
��� 	�!���'��
��0)� 4(������� ��( � ����� 
;�
�	�
 ���
��������	
���� !�� ��%���
�
�

� ���(������ C��
��������
 �����
	�	��/ ����  ��	��� �(� !������. E  ��
���(������ �(��
F 0����� P	;� 
�����	�����	 "�	� 	��
 ���(��	� �(� �!��	F
 ��F ����� ����	���� �� �! 365 	���� ����  ��	
 8 ���
 ���	�/ �� 122 	8
��
 
��� ��� 4�� 243 	��  ��	
 7 ���
 ������/ �� ;������	 106 	�� 4��
137 	�� -(� �!��	 52 !���	� !	/ ����� ������� 4�� 85 	�� 3����
�	
�� ������/ �� ����� 52 	�� -��	 ��!'� !	 3 "�
 ������(� 4�� 12 	�� -(�
�!��	 !	 ��( 11 ����	� !��� '		�� ��

� 4� ��� ��(F -(��
��	 	�Q
G(�	/  ����� ������� N� �(�� ���� �� ����	����Q

���� #���$���

� ����%�� ��(�� �'�;	;��	 ��	
��  �
��
����	� -		�� ����
  "�����
�	�����	�8���� �����
 �����
 ������� � ����%��� ;�����'((��
 ����
	� ��� �(� "�8
�� !(� �'�;	���� "����� ������ �;�;

� � ����%�� ���%����� ���
���	
 ����
�	�
 �'((!�	� ��(���"��/ �?
/  ����%��� �'�;	���� �
���
*���
 �� ��
��"��"
	� "�8
�����	� � ����%��� ��	
�� �������
 ��
��	� � �
�����8�����? ��	���������	
���

������ ���������+�
�� �����	 ������	 
� ������,

H �(� "��� a1, a2 �����	�� �����	��� �� ��	��(��/ ��  �����	����(��	 a1 ��?��
��������/ ��	
 a2/ ���� � (a1, a2) ��������� �� ��(���
 "��	������

��� ,�1�%���� (a1, a2)
def⇔ {{a1}, {a1, a2}}�

�� (a1, a2) ��	����

 ����	 a1 � ���?/ a2  ������� �����	�	�� �� (a1, a2) ��
(b1, b2) ��	����

 ����� ��	
��	 ���� �(��	�?��/ " a1 = b1 �� a2 = b2�  ���!�	
(a1, a2) �= {a1, a2}� 2�

?	�� 	(���� n ���
�	  ��	����

 n8�����
  ��	����


����� ��
��	���
����	
 ��C	�������

���� ,�1�%���� ,	
�	�	� A1, A2, . . . , An (�������� ��

A1 ×A2 × . . .×An
def⇔ {(a1, . . . , an) | ai ∈ Ai}
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���	�

(������ �� A1, A2, . . . , An (������� �	�����	��&�	 ������ 	��������� �	�	��
�*�� A = A1 = A2 = . . . = An 	�	�� �� An �	� �� (����������� �	
���������
��	���� A0 = {∅}�

2�
 ��	����

 n8�� �(��	�?��(� �(�	%��  �����	�	��	��	
� �(��	�?��(�?� ������

��!� ,�1�%���� � ρ ⊆ A1×A2× . . .×An ���(������ n�������	 ��� ����� �	�
�	��*�� �� n = 2 	�	��	� ����� ��� ������ � ρ ⊆ An 	�	��	� ����
�� ��� �����
�	���*���

��
� ������ 6����� 	
 A %	��	
 	 �	��	� �����
������ %	��	
	� !���� 	 ρ =

{(���	�), (9���), ()�
��')} ��� ������ ����:�� A���

���� ������ �
 n������
�� ����:��� �
���� �	�:���	�	� ����	� 	
 n������
�� ��������$�
����	�� ������ P(x1 , . . . , xn) ��������$� ���%	����
 ��� ρ ����:��� 	
 	��� ������

ρ = {(a1, . . . , an) ∈ A1 × · · · × An | P(a1 , . . . , an) �����	� ������ ����},

�� %	�����	�" ������ ρ ����:�� &�����	� ������� ��������( ��� ���������*�� ���%	����
���
P(x1 , . . . , xn) ��������$�%�
 �	���
��" 	���� ��� 	�%	�� ����

P(a1 , . . . , an) �����	� ������

{
����, %	 (a1, . . . , an) ∈ ρ
�����, %	 (a1, . . . , an) �∈ ρ.

� ��������$��� ��%�� 	 ����:��� ������	� 	 �����	 ��������

������ $��
� ������,�

� ρ ⊆ A × B ��	�� ����%��
 *(� �� ��
�����"�
�'�/ "�(� B ������
 ��("
�����


����	

=
"������	����'�= A ������"��� �� (a, b) ∈ ρ "����

 (���	 ������ aρb8


��	�� ,�(�� "����� ���
�	 ��  "������	�����
=
	�����(����= @ ����%�� ���	��
�



(�����!�A �������
�
"�
? @���� ���A�

���� ������ ;���� ����:���	 ����	 	
/
⊆/ �	��	��	
�� 	 %	��	
�����
������" �	�� 	

/
⊥/

���#�������� 	
 ��������� ��� %	��	
�	��

��� ������ 6����� ��� 	���� �
���������� �����	�  ��
�� ��%������� ���������� %	��
�	
	 A"  ��
�� ��%������� ����������� %	��	
	 ����� B� !���� ���	�%	�� ��� ρ ⊆ A× B
����:�� ��� �����" %��� aρb ������	� 	����" %	 	 �����	� 	
 a �������� 	 b ���������
	��	�

�� � ,�1�%���� � ρ ⊆ A× B �	����� ���������	� ���������

Dρ
def⇔ {a ∈ A | ∃b ∈ B : (a, b) ∈ ρ},



!�!� -	������ 
�

a

b

c

a

b

c

a)

a b

c

AA A

b)

���� ����� ������ A = {a,b,c}� ρ = {(a,a),(a,b),(b,c),(c,a)} ⊂ A× A� � �� ���� ������� � ρ
������� ��� ���� !������ ����� �������� �������� � ��"���������� �������� ��
��� ������	�"����#�
�� ���������� � �� �����

�������	����� �	��


Rρ
def⇔ {b ∈ B | ∃a ∈ A : (a, b) ∈ ρ}.

���� ������ �
 A = {a, b}" B = {c, d, e}" ρ = {(a, d), (a, e)} ⊂ A × B ����:�� ������
Dρ = {a}, Rρ = {d, e}�

��&� ,�1�%���� � ρ ���� �	������ � σ ���� �	����� �������	���	����� ���	��	 σ��
� ρ ��	������	���� .��
� �	
����%�������/ �	�	��*�� (� σ ⊆ ρ� )� H 	
� (������
� ρ �	����� H��� ���� ��	������	�� �

ρ|H
def⇔ {(a, b) ∈ ρ, a ∈ H}

�	������ ���*��

0���	
�'�  ρ ⊆ A×A ��* @"���(�	 ��	��A ����%���
� -����
(1) ρ �	0	$%�

def⇔ ∀a ∈ A (aρa)

(2) ρ ���	0	$%�
def⇔ ∀a ∈ A ¬(aρa)

(3) ρ �����	������
def⇔ ∀a, b ∈ A (aρb ⇒ bρa)

(4) ρ ���������	������
def⇔ ∀a, b ∈ A (aρb∧ bρa ⇒ a = b)

(5) ρ ���
��'�� ����������
def⇔ ∀a, b ∈ A (aρb ⇒ ¬(bρa))

(6) ρ �������%�
def⇔ ∀a, b, c ∈ A (aρb∧ bρc ⇒ aρc)

(7) ρ ���������%�
def⇔ ∀a, b, c ∈ A (aρb∧ bρc ⇒ ¬(aρc)

(8) ρ ����(����
def⇔ ∀a, b ∈ A

(
aρb∨ bρa∨ a = b
�� ��	
��	 � �(���

)
(9) ρ 
�	�
� ����(����

def⇔ ∀a, b ∈ A (aρb∨ bρa, ���
��( ��	���

?)
� (��	(�	 
��%"�
�� ����%��
 (���	 ��%"�
��	�/ ��	�����	� !(� ��		��	��
��	����� -���  
�����	��(��  ��	������ �
���
*���"�� ��  "�	����"�����




� !� )�������� �	������� &*

���	�

��	�
���%����"�� ����	�� ��	��(�����
�� :�!��� ������ 		� ����
���
/ "�(�  ���� ����	 ��
"
� "���(�	 ��	��

����%�� ���
���	  ��	
� 
�����	��(�� �;�'� %�� � 	
�������
�� 
�����'��

������ -�%�%�������������,� (��"����(�����

2��������?�	 ��	
�� �������
 ��
��	� � ����� 
�����	��(���� ��	������? ����8
%���.

��)� ,�1�%���� 1����	�� ρ ⊆ A × A �	������ ��������� ����� ����� �	�	�*���
(� �	0	$%�� �����	������ � �������%��

���� ������ !����	���:�	����:�� �����$� 	
 ��������� ���%$
	������	" �
	�	�
�� �����
�������	�

��+� ,�1�%���� ����� ρ ⊆ A×A 	������	�����	����� 	�	�� �� A (����� ��������
	�	�	��	� (�������� ��	��	� 	
� a ∈ A 	�	��	� ρ �	�������� ������� �� a �����
�	
(��������� [a] ��������� ���	������� �	�	��*�2

[a]
def⇔ { b ∈ A| aρb}.

<�	��(�� ��%���
 !	 � A "��� ��!�!��	%�����%��� �� A ���
��������	
���
�;�;

�

���� ����
 @��!�!��	%�����%�� �� ���
��������	
�� ��%���
A� 1����	�� A (�����
��� ��	��	�	�� ρ 	������	�����	����� �� A���� 	
� �������&	��������� (�������� �	
�
�	
&���%���� �� A (����� ����	� �������&	�������� 	
� 	������	�����	������ �	3����
ρ 	�	�	� � � ���

3�����%��#� <�(��	 ��

 � A "����	 �(� ρ ��!�!��	%�����%��� 4�(��

���/
"�(�  H = {[a] | a ∈ A} �(� ���
������� A8	��  ���!�	 ∪H = A/ !���	
 ρ ���8
����!�
�� ��

 a ∈ [a]/ �(� � ���
����� 	�� '������ ��
 ���� %�� ����
	�	�/ "�(�
 �'�;	�;�? ���
����� ��
���
� '���� <�(��	 c ∈ [a]∩ [b]� -���� cρa �� cρb/ ���?�
 ������
�� ��  
�	��
�!�
�� ��

 aρb� H ���
 d ∈ [a]/ ����  ������
�� ��
 
�	��
�!�
�� ��

 d ∈ [b]� R(�	�(�/ " d ∈ [b]/ ���� d ∈ [a]� ,�(������	���	

�"�
 [a] = [b]/ �� " ��
 ��!�!��	%����
���	� !	 �;�;� �����/ ���� ��	�8
��� -�����	
 A ��	��	 ����� ��	
��	 �(� ��!�!��	%����
����	 ������ ��?/ �� �
���
����� ����	��	
 ������	�
��

4�(�����
!/ " H � A "��� �(� ���
��������	
��/ ���� 

ρ = {(a, b) ∈ A×A | a �� b  H �(�	��	 "����	� �����}

����%�� ��S���!/ ������
����� �� 
�	��
�!/ !(��� ��!�!��	%�����%��� �
-(� ��!�!��	%�����%�� 
�"�
 �(� ���
��������	
��
 "�� ��
��/ � A ��!�!��	%�8

���
����	� "����
�



!�!� -	������ 
�

�2� ,�1�%���� ��
A/ρ

def⇔ {[a] | a ∈ A}

	��	�	��	 A���� ρ ��	����� ������	������� .��
� &�����(������/� 4
� b ∈ [a]
	�	� �� [a] ������� ����������	�� � T (������ �� A/ρ �����	 ����������	�
����	������� �	�	��*�� (� T �������� 	
� 	�	�	� ��������� A/ρ ����	� ���������
����

� "�	����"��� �(� ���
��%��� �����
 ������	��. � ��!�!��	%�8
���
���
 ��
��"��� 
�����	��(�
 � ���
��������	
���� ��"�
 ��	���
	�� H � A
"��� ρ ��!�!��	%�����%�� �����	
� "�	����"������� ��	
 ���
��������	
�����
�	����	� ��/ �� ������'�  "���� 
�
��� ��!�!��	%�����%��
/ ���� � �����
� ��8
��%��
 ����� !����� H��	��	/ " �(� ���
���������� ������'�  "���� 
�
���
��!�!��	%�����%��
/ ��� ���?�  "�	����"���
/ � �����
� ���
�������
 ������

����� ������ !�������� ���%$
	������	 	

/
�����/" �
	�	�
�� �����������	 	

/
%���
4���/ '��	���%�
 ��
���

������ '�����,� ������.��,��� ��%����

��� ,�1�%���� )� ρ ⊆ A× B � σ ⊆ B× C� ����� �

σ ◦ ρ def⇔ {(x, z) ∈ A× C | ∃y ∈ B (xρy ∧ yσz)}

�	������ � ρ � σ ��� ��� ������� ������ ��
� 	��������� �	�	��*��

&�(����'� ��(/ "�(� ����%��� �������%��� ��"�
 '��� ����%�� ���

�� ����
 @����%�������
 ����%�
�!��A� ,	
�	� ρ ⊆ A×B, σ ⊆ B×C, τ ⊆ C×D�
4���� � �	������������ ���������%�� ��
��� (τ ◦ σ) ◦ ρ = τ ◦ (σ ◦ ρ)�
3�����%��#� -�?��;�  (τ ◦ σ) ◦ ρ ⊆ τ ◦ (σ ◦ ρ) 
�
�����
 ��
��� ��� H (a, d) ∈
(τ ◦σ) ◦ ρ/ ���� ��
���� ���	 b ∈ B/ ������ (a, b) ∈ ρ �� (b, d) ∈ τ ◦σ� � �������
;�����'((���?� �;!�
�����/ "�(� ��
���� ���	 c ∈ C/ ������ (b, c) ∈ σ �� (c, d) ∈ τ�
-���� !����	
 ����  c8�� (a, c) ∈ σ ◦ ρ �� (c, d) ∈ τ� J(� ����( (a, d) ∈ τ ◦ (σ ◦ ρ) ��

�����'�� H��	�������	 ����	��
"
�  τ ◦ (σ ◦ ρ) ⊆ (τ ◦σ) ◦ ρ ;�����'((�� ��/ ���?�
 ��
 ����%�� �(��	�?��(� �;!�
������ �

��� ,�1�%���� � ρ ⊆ A× B �	����� ���������� �

ρ−1 def⇔ {(b, a) ∈ B×A | (a, b) ∈ ρ}
�	������ �	�	��*��

4�(C(���"�
�'�/ "�(� Dρ−1 = Rρ �� Rρ−1 = Dρ�

#"������	��
�0�� ����	� ������
  "���(�	 ��	�� ����%��� @�AE@#A 
�����	��(� �;�'� ��	�8
�(������




	 !� )�������� �	������� &*

���	�

�0� H�(�	 ��"�
 ���;	
�	� �(� "���(�	 ��	�� ����%�� (���� ����	/ "�(� 
����%�� ��S���!F
�0�� <�(��	 ��

 �(� ρ ⊆ A × B ����%��/ �� ��(��	 A1, A2 ⊆ A� 6���	��
��� ��
� ������
.

A H A1 ⊆ A2/ ���� Rρ|A1
⊆ Rρ|A2

�
�A Rρ|A1∪A2

= Rρ|A1
∪ Rρ|A2

�
%A Rρ|A1∩A2

⊆ Rρ|A1
∩ Rρ|A2

�
�0!� <�(��	 E = {��� �(��	����}� �� ����� E×E8	 ��
������

 ����%������ �����
8
��� ��(/ "�(� ��!�!��	%�����%���8�.

A ρ = {(a, b) | a �(� ��	
�	 ��
��� b8
}
�A σ = {(a, b) | a8	� �� �8	�� !	 �;�;� ��	
�}�

�0 � -����� �����������!� "
������� ��( �
 � ��!�!��	%�����%��
/ ����"�� 
��(�����? ��"����	 � ����� ���
��������	
�� 
�
����. {a, d, g}/ {b}/ {e}/ {c, f}�

�0&� �� {1, 2, 3} "����	 ������'	� ��
 ���	 "���(�	 ��	�� ����%��
/ ������
������
������/ ��  �����
�� 	�� ������
������
�0)� <�(��	 ρ ⊆ A × A� ,���(����� ��( ρ ◦ ρ−1 ��S���!�
���
/ ������
�����
 ��

�	��
�!�
���
�
�0+�� <�(��	 ρ ⊆ A×A� 6���	��
��� ��/ "�(� 

ρ̂ = ρ ∪ ρ2 ∪ . . . =
∞⋃

n=1

ρn

����%�� 
�	��
�!� ρ̂8
  ρ ����%�� ��������� ��������� 	�!���'��
@ρn = ρ ◦ ρ ◦ . . . ◦ ρ︸ ︷︷ ︸

n����

/ ��  ����%�������
 ����%�
�!�
�� ��

 �(���
���>�A

���� %&��"�	���

�� �������	 ���%����� ����%����� ��(������	��

������  ��%
�" ��/�.��,��

�!� ,�1�%���� ,	
�	� A �= ∅� B �= ∅� ������� ∅ �= f ⊆ A × B� �� f �	������ A�
��� B��	 ��	�" ��� ���	 �#

������� ��
� ��������	��� �	�	��*�� (� ����	��
x ∈ Df 	�	�� �� {y ∈ B | (x, y) ∈ f} (����� 	
�	��	� 	�	��"� ���� 4�� �� 	
�	��	�
	�	�	� �� x�(	� �	��	�� �#

������������ �	�	��*�� �	�	 f(x)�

�� f(x)8�
 *(� ��!����.
=
�� ����=/ !(� f ��
��� � x "����	� ��
  
�	�
/ "�(� �

x8"�� ��	���
 �'((!�	���
�� y/ *(� ���;��'�/ "�(� x �→ y/ f : x �→ y/ f :
f

x �→ y/
x �→ f(x) !(� y = f(x)� 4�!��  �'((!�	��� ���%����� ����%���/ ����
  ����%���8
	�� ��(�����
 ��C	�%��� @��
�������� 
�
���	�/ ��
��������
/ �������%��/ �	!���A 
�'((!�	����� �� !�	
���	�� � �'((!�	� ��C	�%��� �����	
 � ��
�������� 
�
���	�
������� �����"�� ��
����  "���� ��	���
 �'((!�	���
��/ ����
 �(�
  �'((!�	�

(�����	��	���	� !(� �	��	���	� �� ������ 	�!��	�� 6���	��� ���%����� ���
����	

������"
�	�  ������&�������� ��	������ ��	������ &��������� ��	�!��������� ���



!�#� 5*

���	� 
�

�� {(x, f(x))| x ∈ Df} ⊆ A× B 	�!�  �#

���� 
���� � 3���"�����	��  (����

������	�
8��	�������	 ��"�
 �������	��

� 
�!������	 � A8��� B8�� �����? �'((!�	��� {f ⊆ A × B | f �'((!�	�}
"����
 A → B @��!. � 	��� 6A ��(� ���;�	�� H f �(� A8��� B8�� �����? �'((!�	�/
���� ��
 *(� ���;��'�/ "�(� f ∈ A → B� 0�
��?��(�� f, g ∈ A → B �'((!�	��� ���
�	

f = g ⇔ Df = Dg, �� ∀x ∈ Df ���
�	 f(x) = g(x).

����� ������ -���� %	��	
���� �������
��� �	�:����� '����������� 4�� �� ���	�%	�$��"
%��� '��������$� 	
 �������
��� �	������� ������� �� ����������� 	�� ��	���$� 	 ��������
6����� �����$� A = {a, b, c, d, e} �� B = {x, y, z}� !����

f =

(
a b c d e

x y x z

)

	
 f ∈ A → B '������� ��� ���	���� ����	�

����� ������ � �
���������� �����	���	� �$�:��
������ ����
	�	� 	
 4�� ������� ����	


���� " 	����� f ∈ A → B ������ B = {����� �����}� �
 ���# '���
���� ������ ��������
�$��� ������ �����	� '������������

� � ,�1�%���� ,	
�	� f ∈ A → B� ������� H ⊆ A� ��

f[H]
def⇔ {f(x) | x ∈ H ∩Df} ⊆ Rf ⊆ B

(������ � H .f ����� ��	�%�	��/ ������� �	�	��*��

T����� ���
/ "�(� H ⊆ Df� -���� H∩Df = H/ 
�"�
 f[H] = {f(x) | x ∈ H}� 0�!����
H ∩Df = ∅ ���
�	 f[H] = ∅/ ���%�����	 f[∅] = ∅�

�&� ,�1�%���� ,	
�	� f ∈ A → B� ������� H ⊆ B� ��

f−1[H]
def⇔ {x ∈ Df | f(x) ∈ H} ⊆ Df ⊆ A

(������ � H .& ����� ��	�%�	��/ �	������� �	�	��*��

� H∩Rf = ∅ ���
��	 f−1[H] = ∅/ ���%�����	 f−1[∅] = ∅� 4�(��(����'�/ "�(� f−1

�

 ����%��/ 	�� �'((!�	��

 (��	 ��	
��� ���  �'((!�	���/ ������ ��
�������� 
�
���	�  
����� A
"����

�)� ,�1�%���� ,	
�	� f ∈ A → B� ��� �������� (�
� f 	
� A0� ����
�������
B0(� 	�$��4 ��������� (� Df = A� 4�� � ���� f : A → B��	� �	� ��*��

H �
 ��	����/ "�(� f � A8
 B8�� �����? �'((!�	�/ ���� �� �

 �
 ��
�'�/ "�(�
f �(� ���	 �'((�	�/ ����	�� � ��
�������� 
�
���	� A/ � ��
��������
� ����(
B�



�� !� )�������� �	������� &*

���	�

������ 0�%
�"�� 	.������ ����*�.	
�� ��	������	
�� ����1��
�

�+� ,�1�%���� ,	
�	� ����� 	
� f ∈ A → B &*

���� �� f &*

��� 	�#��������
(� Rf = B� ��������� (� ∀x1, x2 ∈ Df (x1 �= x2) 	�	�� f(x1) �= f(x2)� � �	��	���
����������� �	�	��*�� (� ��*��	��%� � ���	��%� 	
���	��	�

���	� ������

&<( 6����� A1 , . . . , An ��� ���� %	��	
" �� i ∈ {1, . . . , n}� � pi : A1 × . . . × An → Ai "
(x1 , . . . , xn) 
→ xi '������� �
��������� � ������
��� i	���� ������������ �	�� 
���������

����

���

&=( 6����� A �= ∅" �� ρ ��� �����	���:�	����:�� A��� � k : A → A/ρ" x 
→ [x] '�������
�
��������" 	������ ��������� ����
����� ����
����

&+( �
 A → A" a 
→ a ������
�� �������" 	��� ��������� ������������� ������������

�	�� ������������ ����
���" �� idA��	� ��� �����

&>( -���� %	��	
�� �������
��� f : A → A ������� '��������� �	���� ��	����	� 	 �	���
�	����	�" 8
���	�" �� 	 �
�������$������	�� .	 �����$� A = {a1 , a2, . . . , an}" 	����
	
 f : A → A '������� �
������ ��� ����

f =

(
a1 a2 . . . an

f(a1) f(a2) . . . f(an)

)
.

!
���� 	 '����������� ��������������
������� ����

���

&?( �
 f ∈ A → B ������
��� ������������
����� ����

��" %	 f(x) = f(y) ������
x, y ∈ Df �������

&@( �
 ∅ �= A ⊆ H %	��	
 ���������������� ����
���� 	

χA(x) =

{
1 %	 x ∈ A
0 %	 x ∈ H \ A.

'�������� ������� .	 ��� ��� 	�	��$� 	 H 	�	�%	��	
� ��" 	���� �
������ ��� ��� χ(H)
A

(x)�

���
� ������ �
 A = {1, 2, 3} %	��	
�� �������
��� ����$��:��'��������� 	
 	���	�
���
����

idA =

(
1 2 3

1 2 3

)
, f1 =

(
1 2 3

1 3 2

)
, f2 =

(
1 2 3

2 1 3

)
,

f3 =

(
1 2 3

2 3 1

)
, f4 =

(
1 2 3

3 1 2

)
, f5 =

(
1 2 3

3 2 1

)
.

��� ,�1�%���� � g ∈ C → B &*

���� �� f ∈ A → B &*

��� .C��	 ����/
��	������	���� .��
� �	
����%�������/ �	�	��*�� (� ∅ �= C ⊆ Df� � f(x) = g(x)
����	� x ∈ C 	�	��� g (	��	�� 
������ f|C�� %���� .������2 f �	��6�%��	 C��	/�

��2� ,�1�%���� � g ∈ C → B &*

���� �� f ∈ A → B &*

��� �������	���	����
�	�	��*�� (� Df ⊆ Dg � g|Df

= f�
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,�(�'� �����/ "�(�  ����>��
�� �(���
���>/  ��
������
�� 	���

3������ �(� �'((!�	� ���
���	 	��  "������	�����/ "	�� � ��
��������
 ���8
���	��

=
��	������= �� "	(�*��
� �

=
��	�����= !��� ���	
 ����	
/ "�(� � ��8


��������
 ������
 � ��
�������� 
�
���	� ������	�� ��(�
��(�!�� ���� ��(/ ��

=
��(�	������'�=�

���� ,�1�%���� ,	
�	� I �= ∅ � A �= ∅� �� a : I → A &*

���	�	� .A��	��/ ���	�
$	�� �	����	�	��	� �	�	��*�� �� I (������ ����"���������� 	�	�	�� ����"�����
�	�	��*��

�� i ∈ I �	���"�� 
�
��� a(i) ∈ A �����
 i8�	���> 
(	� "�!���/ �� a(i) "����


��
���	 ai8!�� ���;��'�� �� �	�����
 ��	������� �(��� ���;�����. (ai)i∈I/ (ai, i ∈ I)/
ai ∈ A (i ∈ I)� �� (ai, i ∈ I) ��	�����
 � �'�;	�;�
�
� ��( � {ai ∈ A | i ∈ I} "�8
��
��/ "�(�  ��	�������	 
;����;� �� @��� !�(
���	 �������A ��?������"
 �(�	�
� A8���� ����/ "����	 	�� �;!�
���'� ��( � a : I → A ��������� �	���
�!�
���
�

H A ������ ��	� "�����/ ���� ������ 	������ ������'	�� H���%���8
���� �� ��!�	��� ������ "���������
� ��	����(/ ������� �����

�!�
��/ ����8
%�
�!�
��/ ����
����
�!�
��/ !(�  �	 
����8���������

����� ������ 6����� I = {�����" '�%��" 
 ��}" A = {���" A%���" �����}� �

a : I → A"
a$���� = ���"
a ���� = A%���"
a%�� = �����

'������� ��� ����B��� �����
���

������ 0�%
�"�� ������.��,��� ��%����� �*%���	�� (����������

H g ∈ A → B �� f ∈ B → C �'((!�	���/ ���� f ◦ g 	��(  ����%��� �������%��8
��!�. f ◦ g ∈ A → C �  �'((!�	�/ ������

Df◦g = {x ∈ Dg | g(x) ∈ Df} ⊆ Dg ⊆ A
"��� 	�� '���/ �� �����  �������%��

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) (x ∈ Df◦g).

� ��������	 �������? g8
 ���	� �#

������� / f8�
 �#�	� �#

������� 	�!���'��
2;		��	 ��(��

"
�/ "�(� �'((!�	��� �������%��� ���	
�	 �'((!�	��

� ����%����� 	��( ����	/  h ∈ A → B, g ∈ B → C �� f ∈ C → D �'((!�8
	����� ��!�	��� � ����%�
�!�
�� 
;�!�	��/ �� f◦(g◦h) = (f◦g)◦h� � �������%��
� ���	
���� ������������  �;!�
���?��
 ��. idB ◦ h = h �� h ◦ idA = h�

,����� f ∈ A → B ��������� �	!����/ f−1 @��	
 ����%���	!���A/ ��
���	 	��
�'((!�	��

����� ������ 6����� A = B = {a, b} �� f = {(a, b), (b, b)}� !���� 	
 f−1 = {(b, a), (b, b)}

����:�� ��� '��������

6���	��� ���
�
�� 
�����'���� ���
�	 ��	�	 f−1 �'((!�	��



�� !� )�������� �	������� &*

���	�

��� ����
� �� f ∈ A → B &*

��� ���	��	 �������� ����� &*

���� (� f ���	��%��
4���� f−1 ��
� �� ���	��%�� ������� f−1 ◦ f = idDf

� f ◦ f−1 = idRf
�

3�����%��#� �� f−1 ����%�� ��	
��	 ������  (b, a) ∈ B × A �������� ���/ "��
a � f ���������	��  b ���� ?��� -���
 f−1 ��	
��	 ���� ��%����� �'((!�	�/ "
��	��	 b ∈ B ����	�� ��(������� �(� ?�� !	/ �� f �	���
�!� 4�!�� f−1 �	!����
f/ ����
 � ���	
� (�	���
�
 ����
��
�	 �����! ����� f−1 �	���
�!�
���
� ��
����
�� 
;��� �����  �����
 �� � �	!��� ��C	�%������� �;!�
������ �

�� �	���
�! �'((!�	����
 ����������� �#

��������� 	�!���'��

���� ������ 1
�����$� �� 	 =�<>� ����	 f4 '����������� �����
�� �� 	
 f3 ◦ f2 '��������
�����
�:����

��������� p−1
4 = {(3, 1), (1, 2), (2, 3)}" �	�� ������� f−1

4 =

(
1 2 3

2 3 1

)
= f3 � �

�������� '������������
�:�� ����� f3 ◦ f2 =

(
1 2 3

3 2 1

)
= f5 .

���� ,�1�%���� ,	
�	�	� A1, . . . , An �	� *�	� (�������� )� 	
� f ∈ A → B &*

�
��� 	�	�� Df ⊆ A1 × . . .×An� ����� n�������	 �#

������� �	���*���

B��;�����	 f((a1, . . . , an)) "����

 ��
���	 f(a1, . . . , an)8�
 ���	��

#"������	��
��0�� ,������� �� � ����� ρ ⊆ {1, 2, 3}× {a, b, c, d} ����%��� �;�'�  �'((!�	����
.

ρ = {(1, a), (1, c), (2, b), (2, d), (3, a)}
ρ = {(1, d), (2, a), (3, c)}
ρ = {(1, a), (2, a), (3, d)}�

��0� 6���	��
��� ��/ "�(� 
�
��?��(�� φ : A → B �'((!�	� ���
�	  2��(φ) ⊆
A×A/ a12��(φ)a2 ⇔ φ(a1) = φ(a2) ����%�� ��!�!��	%�����%��� � 2��(φ) ����%��

 φ �'((!�	� ��
����� 	�!���'��
��0�� <�(��	 A,B ⊆ H/ χ

A
�� χ

B
����( ����	  ���
�����
���� �'((!�	����� 4�

���� ����� A,A ∪ B �� A ∩ B ���
�����
���� �'((!�	��F
��0!� 6���	��
��� ��/ "�(� �	���
�! �'((!�	��� �������%��� �	���
�!/ ��'����
�!
�'((!�	��� �������%��� ��'����
�! �'((!�	��
��0 � <�(��	 f : A → B �� g : B → C �	!��
��"
� �'(!�	���� 6���	��
��� ��/ "�(�
����� g ◦ f �� �	!��
��"
�/ 
�!���� (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1�
��0&� <�(��	�� f : X → Y �� g : Y → Z �'((!�	���� 6���	��
��� ��  �'((!�	�����
�� "����>!���
���� !�	
���� ����� ;�����'((�����
.

f[A ∩ B] ⊆ f[A] ∩ f[B] ��	��	 A,B ⊆ X8��
f[A ∪ B] = f[A] ∪ f[B] ��	��	 A,B ⊆ X8��

f−1[A ∩ B] = f−1[A] ∩ f−1[B] ��	��	 A,B ⊆ Y8�
f−1[A ∪ B] = f−1[A] ∪ f−1[B] ��	��	 A,B ⊆ Y8�
f−1[A \ B] = f−1[A] \ f−1[B] ��	��	 A,B ⊆ Y8�

(g ◦ f)−1[A] = f−1[g−1[A]] ��	��	 A ⊆ Z8��.
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��	/ ��	
 ��
	� ��(���/ ����	
��	�����
 ��"�
 ��	�
����	�� ��
����	 ����	
��	�����"�� !���
? ��((�	�������
 ������������ 	�!���'�� -���8
	�� � ��������  "���������
 *� ������
���"�� !���
�

� 5����� 	
�	������.

@�A ����	���� @2�� �� �11 �;�'�A
� ���
� ����	���� �
 ����
�.

=
���
 ���
 ��	���/ "��(��(�= H ����	#

���� "����

/ ���� ����
�� "���/ �� 	�� "����

� H ����	���� 	��
"����

/ ���� ����
�� �(�/ �� "����

�

@�A �������� @2�� �� �+1 �;�'�A
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 ��(� 
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	����	�� �������
�!�� 	�� !����
 ���
/ ����������� !�('� ����8
���
�  
	��� ��( 	�� C��
��� ��

� J(� ��!��
.

=
H ��(	�����  ���
/ ����

��(����  ��	����
 � �
���
 ����	/ " ��!����
��/ ����  ������� ��(8
�������� ����	 ���� ��(�= � 
	�
!�	� �����
! ��!��.

=
� 
	���
 �(���

���
��	 ��� ���� ��(C��
	��/ !(�  ��(�������� !(�  ����� �
���
 ����	�=

@�A $���	� @�#1�A
2�����'� !���		�� ���	 "��� H "����
/ ���� �(�
 ������	
 	��

�
����� ��  ���
�!��/ "�(� ��  H "��� �(�
 ������	
 
�
����/
��  �;!�
���
�
���� !���
/ "�(� ���
 �(�
 	�� 
�
����/ �� �  ���
�!��/
"�(� H ���
 �(�
 
�
����/ �� !���
/ "�(� H ;	�(�
 	�� 
�
�����
&��������!/ ��(��	 H = {x| x �∈ x}� -���� H ∈ H ⇔ H �∈ H�

����	���� �� ����������� ����
��� ��(��� ��
������	 
�"�
 	�� ������	
�����
� $���	�8������	 �����	
 ��	��	 "��� "��� ����	
��	����� ��(���� ��
	
�	����� ���'��;�;����	�� ��(���� ����;��  %��&	�� ��
� 
	�%���
 ����
�8
��� �������� �� �"��������	 ������������� ��(�	���
 ��	 ���/ "�(� %��
����	��� ����
����	 ���;(��
�
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 	�!�� "�8
����	�� �� �������	 �����
�
'	� �(� �(�����>/  �����
�(����8�(���� ��	�8
������"�� ��� ���������? ������	�����
/ �� '	��	�� 	�!�"�� �>�?����

@�A � �	
(�����������
 �$������� 2�
 "��� ���� �� %�� ���� �(��	�?/ "
������� �(�	����

@�A � ���(����� �$������� 4�	��	 A "���� �� ��	��	 F(x) ������	
�����8
����� @�����������A ��
���� �(� B "���/ ����"�� A8	� ��	
��	 ��	 x ������

�
��	�/ �������� F(x) �����

@�A �� *�	� (����� �$������� ,	 ���	 "���/ ����	�� 	�	%� ������
@�A 8���$����� 6������ a, b ����("�� !	 ���	 "���/ ����	�� ���� �� %��

���� � �������
@+A 9����$����� H A �(� "���/ ���� !	 ���	 "���/ ���� ��	
��	

���
  ���(��
 
�
����/ ������ A !����� �����	�� � �������
@�A � (������(����� �$������� 4�	��	 A "���"�� ����
�� �(� ���	 "���8

��	�����/ ����	�� ������ ��	
��	 A ����"�����
@7A � �
�	�	��
� �$����� ,	 ���	 A "��� ����	�� ∅ �����/ �� " � x

"��� ����� A8	�/ ���� x ∪ {x} �� ����� A8	��
@)A � ������������ �$�����  �� '��� "����� ������� %������"�� ����
�� ��8
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���	�

!����
��� �'((!�	�� @�� Xi, i ∈ I "���%����"�� 
�
��� ��!����
��� �'((!�	�	��
	�!���'� ���
 � f : I → ∪i∈IXi �'((!�	����
/ �������� fi ∈ Xi ��	��	 i ∈ I8���A

-��?� � ������	������?� (��	�	� ��"(�
  ��!����
��� �����
/ �� ��8
���
 ��	��	
 � ������
�?�/ �� 	�� "���/ 
�!���� "����!�

� � ����� �����
�

@#A � ������ �$������� H F(x, y) ���	 ������	
��������/ "�(� � A "���
��	��	 x ������� {y : F(x, y)} "���/ ���� ��
���� � A "����	 ��
������


���	 f �'((!�	�/ ������ � f(x) = F(x, y) �(��	�?��( ��		��� ��	��	 x ∈ A ���
�	�

�� �(� ���

 ������	�����
 '	��	��#(��	�	�8������	�����	�� @U&A
	�!���'�� H "����!����'�  ��!����
��� �����
/ ����  '	��	��#(��	�	�8
%"��%� ������	�����"�� @U&VA ��
�	��

� '	��	��8���� ������	����� !�(
���	��(� ������ ���
���
� !�(
���	 "�8
���� ��
�����
/ �'�;	;��	  
�������
�� ������ N "�����
� � "
!�	�"���
������ ��

 ��	��	 x "���"�� ��
���� �(� ℘(x) "
!�	�"���� � ��!����8

��� ����  ��(�������
������� � ��!����
��� �'((!�	� ��	��	 "������ ��!�8
���
� �		��  "���	� �(� �����
� �� ���� 	�� � ��( �����
 �� !�	
8
����	/ "�(� (�
��� ��"�
 � �(��� ���
����	 ����	 �'((!�	�
 ��	�
����	�/ %�� �
	
�����	������� �;!�
��� ��(� 4�( ��"�
 ��

	�/ "�(� � ����
���� "���������

����	
��	�����	
����(�
 ���
�
����!�  ��!����
��� ����  
;���
?� �'((�
��	� �
��!����
��� �����
 �(��	 ��(��� "���������
 �����

 �(� !	 ��
��(����
��(
 ��!����
��� ���� 	���'�� "���������
	�� ��/ ��  �
��
������ 
;����(� �
���?";� �(��������

#"������	��
�!0�� � !�(
���	��(� ���� ���"��	�����!� ���	� 
�
��?��(�� n ����
�! �(���"��
���	 n ����> An "���
/ "�(� x, y ∈ An ���
�	 � ������ �;�'� ��	
��	 �
�(��� 
�����'��;	. x ∈ y, y ∈ x !(� x = y�

������������  ������
 ��

� "���������
 ����
���� ��(������ ��?��;�'	��	��8	� �����'�
 19088�	�
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 ��(����

 ��( �	��+� �'��%"� �
��
����� -�����	 � ������	�8
��������	 � ;����� "����� "��� 	�� "���� �� ����
���� "���������
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��� �� 
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�� ��(���  �'((!�	��� ��(����"�� "��	��	 
;�
�	"�
� ,�(��
"������ @+� ������
A  �>!���
���
 �������� ������� ��"�
 �������	� @����
���A�

	��� ������ .	 A ��� ����
#����� ��� ���� %	��	
" 	���� ∪,∩ �� \ ���� �*�������" 	
���������������
�� ����� $��� �*����� ℘(A)���

H �	C� �>!���
�� ������	���� *��� �>!���
���
 ������	�/ ���� !���8
���	 ����	 @��
���	 ������������A ���;�	� ����/ "�(� �����	 �����	���	 ���� ���

��!�(��	�� 3����� ��(������	�  �>!���
�� ��� ���� ����� � 5������ ��?��;� 
	�����/ ��� � �	��/ ��
�	  ��	�� �>!���
���
 !�(���'� ��/  ��	�� �>!���
��
�;�;

 �� !������	 !�(��"�
��� �����	��
 ����
! ���� 4�(��(����'�/ "�(�  ����8
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⊕ a b c d

a a b c d

b b a d c

c c d a b

d d c b a

���� ����� +�� ⊕ ���
������ �	
���� �	
����� �������� � A = {a,b,c,d} ��������

����� 
������	 ��"(�"
��/ "  �>!���
� ������
 ��	��( � ����	����� ��� ������
-�
  ���;�������
 0�����	1��� 
���
���
��� �	�
�	� �	� ���	� ������ 	�!��	�� ��
�	����
����	 ��( ��
�����
���  &���%���� �	�
�	� �	� ��/ "��  �>!���
� ����� �
����	����� �
�	 �;!�
���	���  �"�	� �����������(�� �����
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3%���
 	���8


�!�����? 	���! ��  �����
����(���� �� ��
 "��	������

���)� ,�1�%���� �� (A; F) ����� �(�� A �	� *�	� (������ F �	��
 A�� ��	��	�	��
�6�	�	�	� 	
� �	��	�	�� (������� ��
����� 	�����(����� ��
� � ���	� ��
������
�	�	��*��

H � (A; F) �(���� �
���
*���	 F !�(��/ ��	���� F = (⊕,⊗)/ ���� � �(����

*(� �� ������ ���;�	�/ "�(� (A;⊕,⊗)�

� 
�!������	 � 	
�	��	� ��
!��
���� �>!���

�� ��	������? �
���
*���/ � *	�

�������� 
�����	��(�
 !���(������

���+� ,�1�%���� �� (S;⊕) 
������ 	
� s 	�	�� �� ���	��	 ���� ����� �����(�� ����8
	�� �	�	��*�� (� s⊕ a = a ���	��	 a⊕ s = a ����	� a ∈ S 	�	��	� )� s ��� � ����
������ �	��	
	� 	�	� 	
���	��	� ����� 	����
�	 ������� �	�	��*��

� �����(�� �����
 ���(�	 ���!� 	��
����� ����	�� �� 	�!���'�� 9�
���	 ����� ���
(�	
���/ "�(� ��
���� �� �� ���� ����� �����(�� ����/ ��  ��������� ��� ����
"8

�	� �����
� O� " ��	���
 ����� �����(�� ���� ��
����/ ���� ��� ��'���(�����	
��(�(���	��/ �(� ����� �(��
��	 �����(�� ���� ��
�����

����� ,�1�%���� )� �� (A;⊕) ��
	���� ������'�� ����	� a, b, c ∈ A 	�	��	 ���
��	�� (�
� (a⊕ b) ⊕ c = a⊕ (b⊕ c)� ����� ��� �������� (�
� � ������'�� �6�	�	�	
�		�� ������ ��
� � ������'����� ����	� �� ��������������� � ����	�

H � ����%�
�!�
�� ��!�	���/ ���� 
;�� 
�	���? ���
�	 ��� �'(( � ������	�
 �����������
?� @����� 
�
��A/ �(�  ����������
 ���"�!� ��"�
 
�		�/ !(� ��� �� ��
"(�"
���

��2� ,�1�%���� �� (S;⊕) ��
	���� ������'��� ��� 	�������� �	�	��*�� (� � �6�	�
�	�	 ���������%��

���� ,�1�%���� � �	��	
	� 	�	�	� ���������� &���������� 	
��
	�	�	� &���������
��� �	�	��*��



#�!� ��
	���� ������'��� �


��� ,�1�%���� )� 	
� (S;⊕) 	
��
	�	�	� &����������� s � �	��	
	� 	�	� � ab⊕
aj = s� ����� ��� �������� (�
� ab �� aj 	�	� �� ����� �	!����� aj �	��
 �� ab

	�	� ���� ����� �	!����� )� �� a 	�	��	� �(�	� �� 	�	� � ���� ���	��	 ���� ������
���	��	 ��� ����� 	�� �� 	�	�	� a ���������� �	�	��*��

�� a ���� �	!����	�� ���;���� ⊕ 
����* @*	� ���
�!A �>!���
��	�� �a/ �� ⊗ 
�8
���* @���
�����
�!A �>!���
��	�� a−1� �� ���
�! 
����* �>!���
��	�� � �	!����

������������ �� 	�!���'�� �� �(���� �
���
*��� ��"
��� 
	����	����� ����	
������	��
���/ "�(� " �(���(������ ���%�����
�	 �(� ����	�� ��
���� �� �� ����
����� �	!����/ ���� ��� ��(�(���	��/ �(� � �	!��� �(���
���>�

���� ,�1�%���� � (G;⊕) ��
	���� ������'���  	�������� �	�	��*�� (�
G� � �6�	�	� ���������%�,
GG� ��	��� �	��	
	� 	�	�	,
GGG� ����	� 	�	��	� ��	��� ���	��	.

��!� ,�1�%���� �� (A;⊕) ��
	���� ������'����� � �6�	�	�	� ������������� �	�
�	��*�� (� a⊕b = b⊕a ����	� a, b ∈ A���� ���� (� ����	�� �� 	�	� &	���	��(	�"�
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�
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�! ���%�����
�	  
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�� �'((�
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�	���?� �����	���
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�� � ,�1�%���� � (G;⊕) ��������� 2&	�� 	�������� �	�	��*�� (� �6�	�	�	 ����
�����%��

	��� ������

&<( ����
#����� H %	��	
�	 	 &℘(H);∩( �� 	
 ({����������}; ∧) 	����	� ���$��4���
����$�	��� ������������ '��:���������

&=( � +�=� ���� ���%	�� 	����	� ���$��4�	 ����$�	��� :������" 	
 4�� �
����'���
:�������

�� �(���� �
���
*��� ������
���	 �'�;	;��	 "��	��"
�	� ����	���
� ���
 �
���
*���/ ��������	 �� ��
!��
���� ����? �>!���
 �� !	� B��;��'� �����
 
�>!���
���
 �����	���	 ⊕8��� �� ⊗8����
��&� ,�1�%���� )� �� (A;⊕,⊗) ��
	���� ������'�� ����	� a, b, c ∈ A 	�	��	 ��
���	�� (�
�
a⊗ (b⊕ c) = (a⊗ b) ⊕ (a⊗ c), ���	��	
(a⊕ b) ⊗ c = (a⊗ c) ⊕ (b⊗ c),
����� ��� �������� (�
� � ������'����� � ⊗ �6�	�	� �� ⊕ �6�	�	��	 ���	 ��� ���	��	
���� �������� ��	����������

,�(�'� �����/ "�(� "  ⊗ �>!���
 �����

�!/ ���� ���(�	�? � �(���  ��	
� ��


�����	��(����

��)� ,�1�%���� �� (R;⊕,⊗) ��
	���� ������'��� 
������� �	�	��*�� (�
G� (R;⊕) ��������%� �������,
GG� (R;⊗) &��������,
GGG� ����	�	� � ���������������� � ����	�.



�� #� :�����'���

� ⊕��� ��������� �	��	
	� 	�	�	� ����������� ��
� ����	������� �	�	��*�� �
0���� �	� ��*�� )� ��	��� � ⊗ �6�	�	��	 �	��	
	� 	�	�� ����� 	�� �� 	�	�	� �
�	�
��
������� � 
�6�6� �
�	�
�����	 
������� �	�	��*�� �� 	
��
	�	�	� 1�
�	� ��
�
e��	� �	� ��*��

��+� ,�1�%���� 1����	�� (R;⊕,⊗) 
����� ������������� �	�	�*��� (� �	��	
� ⊗ �6�	�	� ��������%��

� (�>�>� ����
����
�! 
�����	��(����  	������� �'�;	��(�� ������� �����.

(a = 0 !(� b = 0) ⇒ a⊗ b = 0.

H ������� b = 0/ ���� a ⊗ 0 = a ⊗ (0 ⊕ 0) = (a ⊗ 0) ⊕ (a ⊗ 0)/ ��� ��	���

����"�� "�����! � a⊗0 ���� ⊕ �>!���
�� !�

 �	!����
/ �����/ "�(� a⊗0 = 0�
6���	��� ���
����	 �		�� ��(�����
�� �� �(�.

���� ,�1�%���� )� 	
� 
�6�6 ����	�� a, b 	�	��	 a⊗b = 0 ⇒ (a = 0 ��
� b = 0)�
����� � 
�6�6� �����	��������	��� �	�	��*��

-���	���? ���
��	 ��
���� ���	 a �= 0 �� b �= 0/ �������� a ⊗ b = 0� -���� a8

�� �����/ b8
 ���� ����� �����	������� � a/ b ���
 �����	�������� 	�!���'��
 ������
���	
�� (�>�>��	 	�� 	��� ������� !�� �������	�� ��"�
 ������� ��/ �����
�� �(�����>��
�	�/ "����	 " a ⊗ b = a ⊗ c/ ���� a ⊗ (b � c) = 0/ �(� c = b/ ��
"��	��	 ��(�  ���� ����� �������	�� ���

���2� ,�1�%���� � �	
����� �� 	�	�	� ���������� ����������	��	� ��������%� 
�6�
�6� ����
���	� ����������� �	�	��*��

T�>�>�� ��(�(�����>�� ����  ����
���� / ���� %�� �(��
��	 �����
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�
��?��(�� �����

�! %�����
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 ��
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��	  0 ��8
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H (R;⊕,⊗) ��(���� ��
 ����* �(���(������ (�>�>/ ���� 0⊗ a = 0 �= 1/ ����

 ⊗ �>!���
�� 	��!� �	!��� ������ %�� R \ {0}8�	 ��"�
	���

����� ,�1�%���� �� (F;⊕,⊗) ��
	���� ������'��� ��	���� �	�	��*�� (�
G� (F;⊕,⊗) 
�6�6 �
GG� (F \ {0};⊗) ��������%� �������.
)� GG���	� �	������� � ������������������ ����� � ������'��� �������	���� �	�	��
�*��
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�
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	�	� ������ ����
#����� H %	��	
�	 	 &℘(H);�,∩( ���$��4�	 ����� &� � 	 �
��������$�
��C����:�	 �*������" ���� 	 =�<�@� ��	����	����(
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�� �����
 � *	� �'��? �>!���
�� �� ��	
�� �(���� �
���
*���

������	���	��� � 	�� '��� A "���"�� �

 �(� 
�!���� "���/ � �����������
����� %�
������� �� �����
��
�
���	� ������
 A ������!�� ��%������ ;����
*(�/ "�(� ����
 A �(� �����
 ������ � �>!���
 ����'�  ◦8
 !����
����

���� ,�1�%���� �� A (������� � �� Ω ��	���������������� � ◦ : Ω × A → A�
(ω,a) �→ ω ◦ a (ω ∈ Ω,a ∈ A) &*

���� �#�	� ���������� �	�	��*�� � �*��"
�6�	�	�	� (A,Ω, ◦)��	� �	� ��*��

9�
���	 (�>�>��
 �� 
��
���
 ������	� ��	
 �����
��
�
���	���
/ �� (���	
A8� !�	
���� �'��? �>!���
�?� ������'	��

����� ,�1�%���� ,	
�	� (A; +) ��������%� �������� (Ω;⊕,⊗) 
�6�6� (A,Ω, ◦) �	��

	
� �*��" �6�	�	�� 4���� A�� .��� ������/ Ω�������	��� �	�	��*�� (� ����	� a, b ∈
A � γ, δ ∈ Ω 	�	��
G� ω ◦ (a+ b) = (ω ◦ a) + (ω ◦ b)
GG� (ω⊕ µ) ◦ a = (ω ◦ a) + (µ ◦ a)
GGG� (ω⊗ µ) ◦ a = ω ◦ (µ ◦ a).

�� Ω8��������� ��C	�%��� ��
�� � �(���� �
���
*���
=
��������= ��C	�%����
��/

"����	 � �(���
=
�>!���
= 	�� � Ω8������� �������� !	 ��
�����!�� O� " Ω

��	��	ω �����"�� "������	����'� �
 � fω �(�!��
���� �>!���
�
/ ������ ��	��	
a ∈ A8� fω(a) = ω◦a/ ���� � Ω8������� ����� @���
��( !�(
���	 ��� �>!���
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��	������?A �(���� �
���
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/
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;�
�	�� ��  �
��
����	�

���!� ,�1�%���� )� 	
� Ω�������� ��	��������������� �	��� ����� � �������� ��
Ω �	�� &	�	��� ������������ ��
� ������	 ������ �	�	��*��

�� A "��� ������
 ����� ����������� / Ω ������
 ����( 	��������� "�!����

#"������	��
��0�� 6���	��
��� ��/ "�(� 
�
��?��(�� A 	�� '��� "��� ���
�	 

@�A (℘(A);∪) �
���
*� �����

�! �(���(������ ���%�����
/
@�A @{����������}; ∨A �
���
*� �����

�! �(���(������ ���%�����
/
@�A (℘(A);
) �
���
*� �����

�! %�����
/
@�A @{����������}; ⇔A �
���
*� �����

�! %�����
�

��0� 0�
��?��(�� A 	�� '��� "��� ���
�	  (℘(A); \) �
���
*���	 �����	 
�8
����	��(�� �!�	�����F
��0�� 6���	��
��� ��/ "�(� " � (R;⊕,⊗) (�>�> ��(���� ��
����>/ ����  	��8
����� �� � �(���(���� ��	��( �'�;	�;�?���
��0!� 6���	��
��� ��/ "�(� � @{����������}; ⇔,∨A �
���
*� 
��
�



�� #� :�����'���

���� )����� �� ������

�

 �
���
(���

�� ���
���
*����� ���� !�(��� �
���
*���
 ����	����	 	�����(����� 	�!���'��
5������ �(���� �
���
*��� �(�'

 ���"�
	�� ��� ��	������ �
���
*������ 3����	��
 ��	����

 
��
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*��� ;�����%���"
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 �'�;	 ���
�
���� ������������

��� � ,�1�%���� �� (R;⊕,⊗;≤) ������'��� ��������� ����
���	� �����������
�	�	��*�� (� (R;⊕,⊗) ���	
������ ���������� (R;≤) .�	��	�	�/ �	��	�	��� �

@�A x, y, z ∈ R � x ≤ y ⇒ x⊕ z ≤ y⊕ z .��
;
 ���	����; �������/

@�A x, y, z ∈ R � z ≥ 0 � x ≤ y ⇒ x⊗ z ≤ y⊗ z .�
;
�������; �������/�
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�� ���� ��( � ����� ��C	�%�� ���

���&� ,�1�%���� 4
� ��
	���� ������'��� ��������� ��	���� �	�	�*��� (� �	��� �
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������ ����������
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��
*������ *� �
���
*��� ��	�
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��� -		�� "���� ��	��(���	 �'�;	8
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*� ����
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(��
 %�� �(� ���(������� �����
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 "��8
��� �	�����	�8�����
�
 
���	
�'�/ � ���
���
*���
 �����	�	��	��	
 ��	���!�
�(����"���
�5 ,�����		�����(�� -������	�����(��.$ H�	�����
���
*� ����
�����/ " �
A "��� ���
���
*����
 �(� A8	 ��
������

 ρ ��!�!��	%�����%��!�/  �>!���8

��

=
;�������"�
?��(�
= ���
�
����!� � A/ρ "�	����"���� ��
������'�� G���	��

�������. ��
��%�����
/ ��
��(�>�>� T��������	�� � ;�������"�
?��( � ������

����	
�.

���)� ,�1�%���� ,	
�	� � 	
� ���� �6�	�	� �� A (�������� � �	
�	� ����� A��
	
� ρ 	������	�����	����� .��
� A 	
� ������������/� � � ������� �		���������
.��	
	� ������ ������������/ �� ��������� ����� ����� .��
� �� ��������������/�
(�

aρb � cρd ⇒ (a� c)ρ(b � d).
0;�� �>!���
�
 �� 
�
���� �(���� �
���
*���	�� ;�������"�
?��( ���
�	 � ���	
�

�����	��(	� ��	��	 �(��� �>!���
�� 
�����'�	�� �����

0	����	��	� ����	 �?!�	 ��
�	� ������
 ��	�"���� ����
�

 ��	�
���%����
J����
?'� 
���	
�'	� �(� �����
�
���
*��
  ��	������ �
���
*��� �;�'��

	�
� ������ 6������� (A;≤1) �� (B;≤2) ���
�������
��� ���$��4�	 �� ������ A × B�
�� (a1, b1) ≤3 (a2, b2)" %	 a1 ≤1 a2 A�	� �� b1 ≤2 b2 B���� !���� (A × B;≤3) ��
���
�������
��� ���$��4�	" 	����� 	 �
��������� 	
 D��	���	 �

$�� 5�������� ���" %���
(A × B;≤3) ��� �������� �����
���" ��� 	���� ���" %	 A �� B �� �������� �����
������ �

������ ≤3 �����
��� ��8�����$� ��������

(a1, b1) ≤4 (a2 , b2),
def⇔ (a1 <1 a2) ∨ (a1 = a2 ∧ b1 ≤2 b2).



#�7� 4
�� ������������2 ���������� �����$�� ��

!���� (A × B;≤4) 4��	 ��� ���
�������
��" 	������� 	 ���� ������������� ���������
.	 A �� B �������� �����
���" ������� ��������
���" 	���� A×B �� �������� ������� ��������
����

	��� ������ 6����� A 	 �	��	� ��:� ��*���� %	��	
	" < ����� 	 �
������ ��:��������
&a < � < b < . . .(� !���� A×A�� 	 ��B�����	8�$� �����
�� 	 �����*�

/
�
	�	�/ ��:������

�
������ 	��	�

&'((!�	��� ��(�
��(�!�� �
���
*���
 "����� � � �� �� ��
���
"�
'	� ;�����'((�8
����
� <�	��(�� ������	
 �(�	����/ "�(�  �'((!�	� ��	���
 �
���
*��!� ;����8
�����	� G���	/  �
���
*� ������	
����� ;�������? ������������
 ���%���	�����
	�!���'�� � �
���
*� ��	��(�� �����(��
����(�� ����� ��(?��?�	�� @�������  %��8
���
 
�����	��( %�����
"������C������	��A� �� �(���� �
���
*��� ���C�����

 WW� ������
��	 
��(������ � ������(��� ������
������ @��
�>!���
�� �(����
�
���
*��� �;�;

A � ����� ��(��
 ��(��� ���"��	��	��

���+� ,�1�%���� �� (A; +, ·) ��
	���� ������'��� ��
������ � (B;⊕,⊗) ��
	����
������'����� (� �	
��(��� ����� C ⊆ B (����� � ϕ : A → C ���	��%� &*

����
��	�� �6�	�	������� ��
��� ����	� a, b ∈ A 	�	��

@�A ϕ(a+ b) = ϕ(a) ⊕ϕ(b)
@�A ϕ(a · b) = ϕ(a) ⊗ϕ(b)�

H 
�"�
  ��C	�%���	 �������? C "��� �� ϕ �'((!�	� ��
����/ ����  �>!���
��
������	
����� C �(�	*(� !���������/ ��	
 A� 4�(��(����'�/ "�(�  ���(����

�
��?��(��/ ��	�� �>!���
����* �(���� �
���
*��� �;�;

 �� ��
�����"�
?�

#"������	��
���0�� 9�
��	���
���  ������(�C��� ��	�����
 n ��� ������	��	����

 "�8
����

��'� *���� ��	�
���$���+ ����	����, ��
�����

������ ���������

� ����	���� ���������? �������
 ��
��	�  �
��
����	� �� WW� ������
��	
������
���	 ��(������	� !��'�/ ���
 %��  ����	���
���
*��� ��	��(����� ��(���

�����'� ���

����� ,�1�%���� �� (R; +, ·) 
�6�6 &	�	��� �
������������( ��������� ��

f = a0 + a1x+ · · · + anx
n (ai ∈ R, n ∈ N) @���A

����' &������� ��&	�	��	� ����� � �	
������������� (�
� n ≤ m 	�	�� �� a0 +a1x+
· · ·+anx

n � � b0 +b1x+ · · ·+bmx
m (ai, bj ∈ R) ��&	�	��	� �������� ����� �	� ���

�
������ � ���������� (� a0 = b0, a1 = b1, . . . an = bn � bn+1 = · · · = bm = 0�

@���A8��	 � a0, a1, . . . , an ∈ R ��
�����
 �
�#���������� 	�!���'�� �� R (�>�>
����

� �(�"
����
�	* ����	���� "����
 R[x]8���� ���;��'�/ "�� x � *	� "
�8
���
�	�  ���!�	 x "����

 ��� ��
> �� ��������"�
� �� f ∈ R[x] ����	��� (���	



�� #� :�����'���

"��	����� � f(x) ���;���
�

��!2� ,�1�%���� 4
� f = a0 + a1x+ · · · + anx
n ���������� �� r ∈ R (	��	� &	��	��

��������	���	� ������ �� f(r) = a0 + a1r + · · · + anr
n ∈ R 	�	�� �(�� ri �����

��
i �����︷ ︸︸ ︷

r · r · . . . · r ��������� ���*�� )� f (	��	��	�%��� ���	 �� r (	��	� 0� ����� ���
�������� (�
� r �� f 
���� .��
� ����	�����/� ��� � �	
��
���� �	����	�	� n
������� ��	���	 an �= 0� � ������� ������ �	�	��*� � ��((f)�	� ��
� (��(f)�
	� �	� ��*�� 4���� an ∈ R � ������� ���
�#��������� )� R 	
��
	�	�	�� �����
������ � ������������ ��	��	��	� � &"	
�*��(����� R 	
��
	�	�	� ��������������
�	�	��*�� �� �������� ����� ������� &���� � −∞ ������������ �	3��������

� WW� ������
��	 ������	��
���/ "�(� 
�
��?��(�� R (�>�> ���
�	 R[x] 

=
����	��;�������= ��

=
����	���������= �>!���
��!�� ���	
�	 (�>�>
 ���
�

������ 3�	��1��

�� ��?�? ������	 ��� ����
�

'� � �(���� �
���
*��� ���C�����
� ,��
��
����8
	��  �������8���C������ "����

 ������	 ��������	����� ������'	�� <�	�����
����������� !���(��
  ������	 ��
���� 
��'��
�"�� 
�
�����

��!�� ,�1�%���� ,	
�	� (R; +, ·) 
�6�6� m,n ∈ N \ {0}� ��

A : {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} → R

&*

���	�	� R�&	�	��� m×n�	� .����
;
	���	� 	��	�;/ ����"����� �	�	��*�� 	�	�

&*

���	� (������� Rm×n��	� .���� 	� �� 	� �	�	��� 	�/ �	� ��*��

-(� ��
����
/ ��	
 !�(�� "����	 ��
������

 �'((!�	�
/ 
�����

� �� ��(�"8

�	�.

A = [aij] 1 ≤ i ≤ m
1 ≤ j ≤ n

=



a11 . . . a1n

���
���

am1 . . . amn


 ∈ Rm×n.

-���� � (i, j) ∈ {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} "����	 ���!�

 A(i, j) ∈ R �'((!�	���
�� ���8
����� ���;���� aij� 4�!�� � aij �'((!�	���
��  
�����
 i8���� ����	� �� j8����
�������	� ������
��?������ ���'�/ ����
 aij8
 � A ��
��� i8���� ��� j8���� �����8
	�� 	�!���'��

4�
����� �;�;

 �>!���
���
 ��
�����"�
'	��

��!� ,�1�%���� �� m×n�	� A = [aij] � B = [bij] ����"�� �		��
� �� m×n�	�
C = [cij] �����$� �(��

[cij] = [aij] ⊕ [bij] = [aij + bij] (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

(Rm×n;⊕) 	��
����� �����  ����	����" @!(� 	�����
���A/ ����	�� ��	��	 �����
0� -���  �������
���� ��	��	 A = [aij] ��
���	� ��
���� ����	
�

��/ 	�!���
���	
�  ��
���/ ����	�� i8���� ��� j8���� ����� −aij� ,(��� " (R; +) 2&	�8%�����
/
���� (Rm×n;⊕) �� ��
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�� ������������2 ���������� �����$�� ��

��!�� ,�1�%���� ��� �������� (�
� �� A ∈ Rm×n � B ∈ Rk×l �����$�� ����
��������	�� .���� 	��	� � ����	���	�  ���	������(����/� (� n = k� ��
��� (� A
����������� ����� �	
	
�	��� B �������� ���������

��!!� ,�1�%���� ,	
�	� A = [aij] 	
� m × n�	�� B = [bjk] �	��
 	
� n × p �%���'
�����$� �� m×p�	� C = [cik] �����$�� �� A � B ����"�� 	��������� �	�	��*��
(�

[cik] = [aij] ⊗ [bjk] = [ai1b1k + ai2b2k + · · · + ainbnk]

����	� 1 ≤ i ≤ m � 1 ≤ k ≤ p 	�	���

� ��
���������� ����
������ A,B,C ��
����� ���
�	 ����%�
�!/ !(���

A⊗ (B⊗ C) = (A⊗ B) ⊗ C.
� ���8�� (�����
 		� ����	��
���
 ����/ "�(�  ��
���������� ����
����
�!� 2��8
��

�!� 
�������
���	 %�� � @n,nA8�� ��
����� ��"�
	�	��/ �� � n = 1 ���

?�
��
���	
!� ��
���	 	�� ���� 5������ "

A =

[
0 1

0 0

]
�� B =

[
0 0

1 0

]
,

����

A⊗ B =

[
1 0

0 0

]
�� B⊗A =

[
0 0

0 1

]
.

��! � ,�1�%���� �� n× n�	� �����$���� ��
�����	 .��
� �����������/ ����"���
��� �	�	��*��

2;		�> �����!�		�/ "�(� � (Rn×n;⊗) �
���
*� �����(�� ����� �

In = [δik], δik =

{
1 " i = k/
0 �(�����	


�
�	�
����" � �� ����(����
 ;����(��!� � ����� 
�
��
 ����	��
�

���

��!&� ����
� )� R 	
��
	�	�	� 
�6�6� ����� (Rn×n;⊕,⊗) (n ∈ N \ {0}) ������
	
��
	�	�	� 
�6�6� ������

	��� ������ �����B�� ������������ � ����� ��%�� 	
 A = {a1 , a2, . . . , am} �� B =

{b1 , b2 , . . . , bn} %	��	
�� � 
 ��� ρ ⊆ A × B ���� ����:��� ���
���� 	
 	��� ������
������ Mρ = [mij ]" 	%��

mij =

{
1 %	 (ai, bj) ∈ ρ,
0 %	 (ai, bj) �∈ ρ.

�
 Mρ �����B�� ����� 	 ρ ������� ���������� ����

���

4�
�������� �?!����	 � WW� ������
��	 ��!�"
�	��

#"������	��
��!0�� 6���	��
��� ��/ "�(� ����
������ A,B,C,D ��
������  ��
����������
����
����
�! �>!���
/ !(���

A⊗ (B⊕ C) = (A⊗ B) ⊕ (A⊗ C)

(B⊕ C) ⊗D = (B⊗D) ⊕ (C⊗D).
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������������  ������
 ��

� �
��
��� �
���
*��� ����	
��  !���( ��(��������	��/  
�������
 ����	��(��	��
�
���
*���
 !���(��
�"�� ��'���(�� �
��
��� ��������� ����
� $�	������/ �8
(���� �� 
�����(�� �
���
*��� 	���'� %�� ��!� �;�'���	�������	 ��"�
	� ����	� ��
��������	� ��	��
/ �� �;�'�!��� ��	��
/ �� ��	��
/ �� ��(������  ���'	���	�

���	��

 �������.������� !������  �	��	� L�M/ �������� �� ����		 L�M/
�������� ��  ������	�� L��M/ 3����� L��M/ !���	
 /�	�&��+ �� 
�����
L��M�



!� " #�����
���� �	�$%�#	

H  (�����
� ���
��	 "��	��
 �������� !�� ��������
 ����
����	 �����
	�	�
��(����	�/ ���� ���	���"
�	�  ��(�
��(��� ����
�
���	����/ �� �����
���
*8
��� !���(��
�� �����
���"
�	�/ !(�/ ��	
 � �������	/  
�������
�� ������8
�� ��"�
 �����	�/ �� �;���'� ����� �
���
*���
 ��	�
����	��

'��� -�������
�� ������

������ ���	
+�1�,���

� 
�������
�� ������ "����	� ���? ���������� �	��8
�� ��������� �������
��� ������
����  �;!�
���?�.

(1) 0 ∈ N� � 	��� 
�������
�� �����
(2) ∀ n (n ∈ N ⇒ ∃! n ′ ∈ N)� 4�	��	 n 
�������
�� ����"�� �(���
���>�	

��
���� �(� n ′ 
�������
�� ����/ �����
 n ��������������� 	�!��'	��
(3) ∀ n (n ∈ N ⇒ n ′ �= 0). � 0 	�� ���;!�
���?�� �(��
��	 
�������
�� ����	�

����
(4) ∀ n ∀ m (n ∈ N∧m ∈ N∧n ′ = m ′ ⇒ n = m). H ��
 
�������
�� ����	�

�(�	�  ���;!�
���?��/ ���� �(������ �(��	�?��
(5) ∀ M (M ⊆ N ∧ 0 ∈ M ∧ ∀ n(n ∈ M ⇒ n ′ ∈ M) ⇒ M = N)� H 


�������
�� ������ �(� M ����"��� 
�
����  08�
 �� ��	��	 
�������
��
������ �(�'

  ���;!�
���?��
 ��/ ����M = N�

�� +� ������ � ����� ��!�!��	� ��(��(����� ������
��.
(5 ′) ∀ P (P(0) ∧ ∀ n(n ∈ N ∧ P(n) ⇒ P(n ′)) ⇒ ∀ n(n ∈ N ⇒ P(n))). ,�����

@
=
��(�����? ����;�;����=/

=
��(�����?�����	 ��(��(����

=A 
�����	��(/ ����

 	����	� �� ��	��	 
�������
�� ������ �(�'

  ���;!�
���?��	�� �� ��(!	/
� ;����� 
�������
�� ����� 
�����'�� -�
 � �����
  �����	 ����� �� ��!�	��
	�!���'��

!��� ����
� )� n ∈ N� ����� n ′ �= n�

3�����%��#� 0���	
�'� � M = {n ∈ N : n ′ �= n} "���
� @�A �����	
 M 
�
�8
���  08
/ 
�!����/ " 
�
���� n8�
/ ���� n ′8
 ��/ ���
 @�A ��

 (n ′) ′ = n ′8
�?� n ′ = n �;!�
���	�� -���� !����	
 @+A ��

 M = N� �



�� 7� � ����&�
���� &	��%��	

!�� ����
� ����	� 0 �= n ∈ N�(	� 	
���	��6	� ��	��� ����� m ∈ N� ��	���	
m ′ = n.

3�����%��#� �� �(���
���>��(  	�(����� 5�	�8�������� �;!�
������ � ��
����


����� �	���%��!� ����	��
���� 0���	
�'� �

M = {0} ∪ {n ∈ N : !	 ���	 m ∈ N, ������ m ′ = n}

"���
� -���� 0 ∈M/ �� " n ∈M/ ���� n ′ = (m ′) ′ ∈M/ �(� @+A ��

 M = N�
�

� ���� �� ���� 
�
���� ��

  ���;!�
������ ����%��!�  0 ����(������  
;���

�������
�� �����
 �����%�
 ����	 ��"�
 ��C	���	�.

!��� ,�1�%���� 1
def⇔ 0 ′, 2 def⇔ 1 ′, 3 def⇔ 2 ′ . . .�

�� �(� ��	�
����
 "���
  �����	����	 	���� ��������� 	�!���'� ��
N8�� ���;��'�� 2�
 ������ ���'� ���� �� �(���/ "�(� � ������ �(���
���>�	
��("
�������8� N8�
/  �����/ "�(� ��
����8� N �(���
��	� 4�(��

"
�/ "�(�
� ����
���� "���������
 !�(
���	��(� ������ ��
� ��C	���
 "��� 
������
�
 �	��8������
� �� ���? �������� �� �(�	�?  !����/ �� � �����/ ����	��
��
	���'� �;�;�
 ��	
�� 
�
�� ���"��	�����!� ��
"
� ��� � 
�
�� N8�	 ��
������

 �'((8
!�	��� ����������� !�� ��C	�%����	� ��������
 
��(����

!�!� ����
 @��������
�
��A� ,	
�	� A 	
� (������ a ∈ A� � f : A → A 	
� �	���"�	
	�
&*

���� 4���� � �	����$����� �	��	�*��	 	�	�� 	
���	��6	� ��	��� ����� g :
N → A &*

���� ��	���	 g(0) = a� � g(n ′) = f(g(n)) ����	� n ∈ N 	�	��� �

� 
����� �	���%�� ��
'	
�
�

 �������
 ��
����  �
��
����	� �� �������	
�(� "���������
� ��������
 ����	� ��(  ��(�
��(�!���


��� ������ 6������� A1 , A2 , . . . , An ����
#����� %	��	
��" n ≥ 2� ����$�	��$�" %���( n⋃
i=1

Ai

)
=

n⋂
i=1

Ai .

������ ���$�:���	� �
�����$��� �
 n = 2 ���� 	 ��� ������ �� �	���� �
	���� ������
'��" %��� 2 < k < n��� ��	
 	
 ������� &���$�:��� '�������(� ;��
������$�" %��� ����� k+1���
�� ��	
� ( k+1⋃

i=1

Ai

)
= A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak ∪Ak+1

= (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Ak) ∪ Ak+1

= A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Ak ∩Ak+1

=

( k⋂
i=1

Ai

)
∩ Ak+1

=

k+1⋂
i=1

Ai .

� ����
���� ����� ��#�
 � 	 �*����� 	��
�:�	���������" �	�� 	 ��� %	��	
�	 ���	���
� ��
�	���� �
	����" ����� ����� 	
 ���$�:��� '�������� %	�
����$��



7��� �	����	�	� ������ �


������ 3*%���	�� 	���
���	�� ���������

�� ;������� �� ������� ��������� �>!���
��
 	�� !�	
�� �� � ������	�������/
�����
 �	���
�! ����	 ��C	�������

6##���,�#
� ��������
�
�� ����	 ��	��	 m ∈ N8�� ��
���� ���	 sm : N → N �'((!�	�/
������ sm(0) = m/ �� ��	��	 n ∈ N8�� sm(n ′) = (sm(n)) ′� �� sm(n) ���8
��
 m + n8�� ��(��� ���;�	�/ �� � m �� n 
�������
�� ������ �		��
���� 	�8
!���'�� 4�(��(����'�/ "�(� � ;���������� !���������  ���;!�
�����
/ "����	
m ′ = (sm(0)) ′ = sm(0 ′) = sm(1) = m + 1�

!� � ����
� )� k,m,n ∈ N� �����
@�A (k +m) + n = k+ (m + n) .���������������/<
@�A 0+ n = n+ 0 = n<
@�A m + n = n +m .��������������/�

3�����%��#� �� ����%�
�!�
��
 n �����	
� 
����� �	���%��!� ����	��
���� &��"��8
	�����/ "�(� k = sk(0) = k + 0 ��	��	 k ∈ N8��� �� n = 0 ���
��	

(k +m) + 0 = sk(m) + 0 = sk(m) = sk(m+ 0) = k + (m + 0).

0�(�'� ���/ "�(� !������	 n ∈ N8�� �(� � ����
��� 6���
���/ "�(� ���� n ′ ∈ N8��
�� �(��

(k +m) + n ′ = sk(m) + n ′ = (sk(m) + n) ′

= ((k +m) + n) ′ = (k + (m + n)) ′ @� �	���%��� ���
�!�� ��

A
= (k + sm(n)) ′ = (k + sm(n) ′) = (k + sm(n ′))
= k + (m + n ′).

@�A ����	��
�� n �����	
� �	���%��!� 
;�
�	��� 0+ n = n � n = 0 ���
��	 	���!�	8
!��� 0�(�'� ���/ "�(� n ∈ N8�� �(� � ����
��� -���� 0+n ′ = (0+n) ′ = n ′/ �(� �
����
�� ��	��	 n ∈ N8�� 
�����'�� �� n+0 = n �(��	�?��( � ;������� ��C	�%�������
�;!�
������ � �����

�!�
��
 ��
 ��� �	���%��!� ����	��
���� -�?��;� ����
���/
"�(� �;(��
�

 m ∈ N ���
�	 m ′ +n = (m+n) ′ ��	��	 n ∈ N8��� n �����	
� �	���8
%��!� ���(���	�� �� n = 0 ���
 m ′ + 0 = m ′ = (m + 0) ′ ��

 
�����'�� 0�(�'� ���/
"�(� m ′ + n = (m + n) ′ !������	 n ∈ N8��� -����

m ′ + n ′ = (m ′ + n) ′ =
(
(m+ n) ′

) ′
= (m+ n ′) ′,

!(��� � ���
�� ��	��	 n ∈ N8�� �(�� 4��
 ��(��

���/ "�(� m + n = n +m
��	��	 n ∈ N8��� �� n = 0 ���
 	���!�	!��� G	���%��!� ����	��
! 
�(�'� ���/ "�(�
!������	 n ∈ N8�� �(� � ����
��� -����

(m + n ′) = (m + n) ′ = (n +m) ′ = n ′ +m,

!(��� m+ n = n +m ��	��	 n ∈ N8�� 
�����'�� �



�� 7� � ����&�
���� &	��%��	

������#
� ��������
�
�� ����	 ��	��	 n ∈ N8�� ��
���� ���	 pm : N → N �'((!�	�/ ������
pm(0) = 0 �� ��	��	 n ∈ N8�� pm(n ′) = pm(n)+m� � pm(n) �����
m·n8	��/ !(�
(���	  �;!����� mn8	�� ���;��'�/ �� � m �� n ������ 	��������� 	�!���'��
� �����
 ��C	�%��� ��

 1 · 1 = p1(1) = p1(0 ′) = p1(0) + 1 = 1�

!�&� ����
� )� k,m,n ∈ N� �����
@�A k · (m + n) = k ·m + k · n @����
����
�!�
��A
@�A (k ·m) · n = k · (m · n) @����%�
�!�
��A
@�A 0 · n = n · 0 = 0

@�A 1 · n = n · 1 = n

@+A m · n = n ·m @�����

�!�
��A

3�����%��#� -�?��;�  ����
����
�!�
��
 ����	��
���/ ��"�� n �����	
� �	���%��

"��	���	�� n = 08�

k · (m + 0) = pk(m + 0) = pk(m) = k ·m = k ·m + 0 = k ·m+ k · 0.

0�(�'� ���/ "�(� n ∈ N8�� �(� � ����
��� -����

k · (m+ n ′) = k · (m + n) ′ = pk((m + n) ′) = pk(m + n) + k = k · (m + n) + k

= (k ·m + k · n) + k = k ·m + (k · n + k) = k ·m+ (pk(n) + k)

= k ·m+ pk(n ′) = k ·m + k · n ′.

�� ����%�
�!�
��
 n �����	
� �	���%��!� ����	��
���� n = 08� (k · m) · 0 = 0 =
k · 0 = k · (m · 0)� 0�(�'� ���/ "�(� n ∈ N8�� �(� � ����
��� -����

(k ·m) · n ′ = pk(m) · (n + 1) = pk(m) · n + pk(m)

= (k ·m) · n+ k ·m = k · (m · n) + k ·m = k · (m · n +m)

= k · pm(n ′) = k · (m · n ′).

@�A ����	��
�� n �����	
� �	���%��!� 
;�
�	��� � ������� ��C	�%������� �;!�
�����/
"�(� n · 0 = 0 ��	��	 n ∈ N8��/ �(� n = 0 ���
�	 0 · n = 0 �� 
�����'�� 0�(�'� ���/
"�(� !����� n ∈ N8�� 0 · n = 0� -����

0 · n ′ = p0(n ′) = p0(n) + 0 = 0 · n+ 0 = 0.

� �;!�
���?���	 ������	��
���/ "�(�

m ′ · n = m · n + n @���A

��	��	 n ∈ N8��� G	���%��!� ����	��
! � n = 0 ���
 m ′ · 0 = 0 = m · 0+ 0 ��


	���!�	!��� 0�(�'� ���/ "�(� !������	 n ∈ N8�� �(� � ����
��� -����

m ′ · n ′ = m ′ · n+m ′ = (m · n + n) +m ′

=
(
(m · n + n) +m

) ′
=
(
(m · n +m) + n

) ′
= (m · n ′ + n) ′ = m · n ′ + n ′.



7��� �	����	�	� ������ ��

@�A ����	��
�� n �����	
� �	���%��!� 
;�
�	��� �� n = 0 ���
 @�A ��

 
�����'��
0�(�'� ���/ "�(� n ∈ N8�� 1 · n = n� -����

1 · n ′ = p1(n ′) = p1(n) + 1 = 1 · n + 1 = n + 1 = n ′.

H��	��	/ 
�(�'� ���/ "�(� n · 1 = n !������	 n ∈ N8��� -���� @���A ��



n ′ · 1 = n · 1+ 1 = n + 1 = n ′.

�� m · n = n · m �����

�!�
�� ����	��
�� n �����	
� �	���%��!� 
;�
�	��� ��
n = 0 ���
 @�A ��

 
�����'�� 0�(�'� ���/ "�(� n ∈ N8�� �(� � ����
��� -����
@���A8�
 ���"��	��!

m · n ′ = m · n +m = n ·m +m = n ′ ·m.

�
�� ��?�? ��
 
�
�� �
 ��

�/ "�(� (N; +) �����

�! ���%�����
  0 	�������8

���/ �� (N; ·) �� �����

�! ���%�����
 � 1 �(���(��������

" �����#����# #����	 ���,���#� #���	����.�

!�)� ,�1�%���� n ≤m def⇔ ∃ k ∈ N : n + k = m�

6���
"
�/ "�(� (N;≤) 
����� ��	�����/ �?
/ �����	������ 4�/ �	��8!� ����	
�
��	
1 "����

  08
 !����
�

�� ��(������ ����	�� (N;≤) �����	������ ��

 0 < 1/
n < n ′/ �� "��	��"
��� ���
  ��������������
/ "�(�

=
� n + 1 ���� 18(���

	(���� n8	��/=
=
� n + k ���� k8!� 	(���� n8	��=/ 
�!����/ ��!�� N8	�� 	�	%�

����? �����
�/
=
��������	 	(� 
�������
�� ���� !	=/ !(���

=
��������( �� ��"�


������	��=

� ��	������ �
���
*� � ;��������� ��  ��������� ��

 �(���� �
���
*��!�
;������� ��	 � ��
������	/ "�(� ��!�	����� 

!�+� ����
 @��	�
�	� 
�
����A�

n ≤m ⇔ n + k ≤ m+ k,

n ≤m � k �= 0 ⇔ n · k ≤m · k.

3�����%��#� H n ≤ m/ ���� ��
���� ���	 s ∈ N/ "�(� n+ s =m/ �(� n+ s+ k =
m + k ��	��	 k ∈ N8��/ !(���  ��7� ��C	�%�� ��

 n + k ≤ m + k� 4�(�����
!/
" n+ k ≤ m+ k ��	��	 k ∈ N8��/ ���� 	���!�	 k = 08� �� �(�/ !(��� n ≤m� �
�������� !�	
���� ��!�!��	%� ����	��
���
 � :�!��� "(����� �

� 
�
�� �(��	�?��(�� !�	
���� ����
��� � �����

!��� ����
 @�(�����>��
��� ��������A�

n + k = m + k ⇒ n = m,

n · k = m · k � k �= 0 ⇒ n = m.



�� 7� � ����&�
���� &	��%��	

N����!�"�
�'�/ "�(� " �(� "��� 
�
��� �(� k 
�������
�� �����
/ �� ��	8
��	 
�������
�� ������ �(�'

  ���;!�
���?��
 ��/ ����  
����� �	���%�� ��



�
��� ��	��	 n ≥ k 
�������
�� �����
�

� ��7� ��C	�%����� � n + x = m �(��	��
 ��(���"
���( �� �;!�
�����/ ���8

�!�/ "�(� n ≤ m ��!�	���� -�
 � �(���
���>�	 ��("
�����

 ��(�����
 m �� n
�#����	�
���� 	�!���'�/ �� *(� �����/ "�(� x =m − n�

��������	� 7##����	� #�������	

!��2� ,�1�%���� ������ � �	��	��	�	�� ��	���	� �� ��	��	��� ���������� � �	��
���	�	� ������ N (������� 	��������� �	�	�*���

� �����
 
�"�
 �(� ���	 �	�����
 ��	�����/ "�� � �	���"���  
�������
��
������ "���� H N+8��� ���;��'� � N \ {0} "���
/ �����
��
 N+8�	 �� ��
��8
���"�
'	�� G���	���  �����
	� 	�	%� 	������ �����/ %�� ���?/ �������/ �
��


��� ������ � ����
	� '��	��	 �	���� �������� 	 �
�������$������	�" 	%�� ��	��	�
����	���� �	�� �������� � ����� �������

�� #���� 7����$� ��� V �������� � � &�	�� ������(
��
�:��� &���%�����( ����
	���	� �� ������%��#" 	%�� 	
 n����� ��
�:��	� ���# ������ V [n]

��� ���

<�(��	 (G; +) %�����
/ a : N → G �(� �����
� 4�!�� N �����	����

/ �
(a0, a1, . . .) �����
� �		��
�� ��C	���"
�	��

!���� ,�1�%����

n∑
i=m

ai
def⇔



am + am+1 + . . . + an−1 + an, (� m ≤ n,
0, (� n = m − 1,
−an+1 − an+2 − . . . − am−1, (� n < m − 1.

R(�	��  (�	���
 �����"
�  (G; ·) %�����
 ���
�	 ��� G���	���  	������ ��8
C	�%���

!��� ,�1�%����

n∏
i=m

ai
def⇔



am · am+1 · · ·an−1 · an, (� m ≤ n,
1, (� n = m− 1,

(an+1 · an+2 · . . . · am−1)−1, (� n =< m − 1.

H � ;����( ��	��	 ��
�� �(�	� � a ∈ G ����/  �������� ���;��� �����	
∑m+n−1
i=m a = na� H��	��	/ "  �����
 ��	��	 ��������� �(�	� � a ∈ G

����/ ���� ��
 *(� ���;��'�/ "�(�
∏m+n−1

i=m a = an� �� ;����(�� ���
���	 �������
��	������ /  �����
�� ���
���	 ������������� ��	������ ������'	�� 4�(��8
(����'�/ "�(� ��		����	 m ≤ n/ � ;����( ��  �����
 
�
��?��(�� ���%�����
�	
��
�����"�
?� �� ;����(�� �� �����
�� �����C	���
��(�"�� ��'���(�� ��(/ "�(� 
�>!���
�� ����%�
�!�
�� ����(��� ������ ��!�	��� ��(��	� ��
 �� ��(!���(�����/
"�(�  �����

�!�
�� �� ����
����
�!�
�� ���"�	� ������ ��!�	���8�� � 
�
��
 
��"�
? ��(��
��	����	 ��(������ ��(�



7��� �	����	�	� ������ ��

!���� ����
 @��
��	�� ����%�
�!�
��/ �����

�!�
�� �� ����
����
�!�
�� 
�
���A�
@�A �	���"�	
	� (A; ·) &�������� ����	�� a1, a2, . . . , ak (k ∈ N+) 	�	�	��	 ��
a1a2 · · ·ak ������� &*

	��	� ������ (�
� ����	� .���������/ �����	�	���	� �
	��*�
	� � �6�	�	�	��
@�A =�������%� &����������� � � �����	�"� ��������� �	� &*

�	� � ���	�"� ����
�	����"��
@�A �	���"�	
	� (R; +, ·) 
�6�6 ����	�� a1, . . . , am, b1, . . . , bn, . . . , z1, . . . , zt ∈ R 	�	�
�	��	

(a1 + · · · + am)(b1 + · · · + bn) · · · (z1 + · · · + zt) =

m∑
i=1

n∑
j=1

· · ·
t∑

l=1

aibj · · · zl.

3�����%��#� @�A ����	��
�� k �����	
� 
����� �	���%��!� 
;�
�	��� � ����	��
�� ��8
��	 〈a1 . . . ak〉 ����	
�� �
/ "�(� =� a1 . . . ak �����
 !������	 ��������������=� �
k = 1, 2 ���
��	 	�	%� �������  �����������	��/  k = 3 ���
 ����(  ���%�����

����%�
�!�
�� ��

 	���!�	 �(�� <�(��	 k ≥ 4/ �� 
�(�'� ���/ "�(� � ����
�� k8	��
��!����� 
�	���?� �����
��� �(�� 6�����	��
���/ "�(�

〈a1 . . . ak〉 =
(
. . . ((a1a2)a3)a4 . . .

)
ak.

� 〈a1 . . . ak〉 �����������	 !	 �(� ��(�
���� �������/ ��	����
〈a1 . . . ak〉 = 〈a1 . . . ai〉〈ai+1 . . . ak〉 (1 ≤ i ≤ k − 1).

-�?��;�  ������� 
�	���?�� � �	���%��� ���
�!��
/ ��� � ����%�
�!�
��
/ !�('�
*�� � �	���%��� ���
�!��
 �����!

〈a1 . . . ak〉 = 〈a1 . . . ai〉〈ai+1 . . . ak〉
=

︷ ︸︸ ︷
〈a1 . . . ai〉

( ︷ ︸︸ ︷
(. . . (ai+1ai+2)ai+3 . . .)

︷︸︸︷
ak

)
= 〈a1 . . . ak−1〉ak

=
(
. . . ((a1a2)a3)a4 . . .

)
ak.

H i = k−1/ ����  ������� ����� ��'���(
���	/ �(� � ���? ��� ���� ���� ��  "�8
���� ��� ��	��� ��
 ��
��/ "�(� ������� ���%����
�	  
;��
�	���?� �����
��
��������� 	���'� ��"
��� @�A ����	��
��. " � a1 . . . ak �������?� �����

 �������
k8
�	���?� �����
�	 ��
 ���������� �����
 ���%�����'	�/  ��
 ������ !�	
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'��� *���� ������

�� ;������� ��  ������� �	!��� �>!���
� N8��	 ��
���	 	�� ��
�����"�
?� ��
���	
� �������
��	 ��C	���
 ��!�	��	� ��	
 � ;������� �	!��� �>!���
�	�� ���8
��
�	 !�(��"�
"
���(�"�� 

=
	�(
�! ������= "������%������!� ��
"
�	� ��/

��� ���"��	��

� ��!� N8�
 � �(��� ������ (�>�>���� �(������

������ ����	�����,

$;(��
�

m,n ∈ N/m ≤ n ���
�	 !�(
���	 ��� ���	 ������� !	 N×N8�	/ ������
�'�;	���(� n −m� H n1 −m1 = n2 −m2/ ���� n1 +m2 = n2 +m1 �� 
�����'��
-� � ����� ρ ����%��
 ��(��� N × N8�	.

(n1,m1)ρ(n2,m2)
def⇔ n1 +m2 = n2 +m1.

2;		��	 ����
"
�/ "�(� ρ ��!�!��	%�����%��/ ����
 ���
������ �� ��!�!��	%����8

�����
 �(� ���	� ��;(��
�� ��������� �;�;

� ��(����!� ����� ����


�	� ������ (3, 8) ∈ [(1, 6)]" ����� (3, 8)ρ(1, 6)�

!��!� ,�1�%���� Z
def⇔ (N × N)/ρ = {[n,m] | (n,m) ∈ N × N}�

������ 3*%���	��� ������
���

Z �(���� �
���
*����
 � ����� �>!���
����� ��C	������.

!�� � ,�1�%����

[(n,m)] + [(k, l)]
def⇔ [(n + k,m+ l)],

[(n,m)] · [(k, l)] def⇔ [(nk +ml,nl+mk)].
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N8��	 ��!�	��� �>!���
�� 
�����	��(� ����	 �;		��	 ����
"
�� -		�� 
;�� ��
�(�. � [(n,m)] + x = [(k, l)] �(��	��
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��?��(�� [(n,m)] �� [(k, l)] ���
�	 �(���8

���>�	 ��(���"
�/  ��(�����  @���+A ��C	�%�� �� ρ ��C	�%���/ !���	
  ��#�

�
�� ��

 x = [(k+m,n+ l)]� �� ;������� �>!���
�
 
���	
!� � �(��	��
 ��(���8
"
���( (�	
��� �(� �����(�� ���� @[(0, 0)]A �� ���� � ������ !�	
���� �	!���
������ ��
�����
� -���� ����( (�>�>
 ��	�
����
�	�� &�		���  ������/ "�(� N8�

!���	 ���(��
��8� Z8���

Z ��	�
���%����
 ����	 ����'(��� !�!� ����	���!?	�� 
>	��  ϕ : N → Z/
ϕ(n) = [(n, 0)] ��������� !���(��
� -����

ϕ(n +m) = [(n +m, 0)] = [(n, 0)] + [(m, 0)] = ϕ(n) +ϕ(m),


�!����
ϕ(nm) = [nm, 0] = [(n, 0)] · [(m, 0)] = ϕ(n) ·ϕ(m).
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H ϕ(n) = ϕ(m)/ ���� [(n, 0)] = [(m, 0)]/ �(�  ����� ��C	�%�� ��

 n =m/ !(���
ϕ �	���
�!�

� 
�!������	 08
 ���	� [(0, 0)] "����

/ 18�
 ���	� [(1, 0)] "����

/ �� ��
��	��	
a8
 ���	� � [(a, 0)] ���
��� "����

� � ���(���� �;!�
���
���	 � N8���� �>!���8

���� !�	
���� �(�����>��
��� �������� ��	��	 
�!���� 	���'� �>�;�	�� Z8��	 ���
4�!�� Z �(���(������/ ��  �������� !�	
���� �(�����>��
��� ������ ��
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���	��/ ����
 � ����� 
�
��
 ����	��
�

���

!��&� ����
� Z ���	
������ ���������� �

� 
�������
�� �������� ����	
�
��	 Z8��	 ��	��	 ����	� 	��%�� ���;!�
���?��/
"	��

=
��(��?�?��= �� !	� Z8
 N8"�� "��	��	 ��"�
 ��	���	��

!��)� ,�1�%���� a ≤ b def⇔ b− a ∈ N�

-�  ��	����� 
�����/ �� 	�� �����	������ 2;		�> ��(��

	�/ "�(�  ���(���� ��8
��	 ��C	���
ϕ �'((!�	� ��	�����
�
� ��/ !(��� " a ≤ b N8��	/ ����ϕ(a) ≤ ϕ(b)
Z8��	� Z8
  %���	8��(��� ����	 �����(��	���	 ��"�
 �������	�� � 	����	��
������ ������
 	�(
�! �(��� ������	�/  	(�����
 ����
�! �(��� ������	�
	�!���'�/ �� Z−8��� ����
!� Z+8��� ���;��'�� H  08
 �� ������
�'�/  �������� ���;���
Z−

0 �� Z+
0 � �� ����(��� ����	 
�"�
 ������	
"�
�'�/ "�(� N = Z+

0 �
Z8��	 
�"�
 � ;�������
/ ��!�	��
 ��  �������
 �����
���� 	���'� �� ��"�
 !�8

(��	�� � ��������� �������� ������������"��/ ������	  Z8��	 !�� ��������
 �
N8��	 !�� ��������� !���
�'� !����/ ��?	�;��	 "��	��"
��� �

=
����	
�

 ��?���>

����= �� �
=
�����*
 ��
��= ��(���
� 0−a "����

 −a8
 ���	�/ � a �� −a ������


�(���� ��������������� 	�!���'�� � ��

? �;�'� � �(��� ��	��( 
�������
�� ����/
��
 a ��	���(� ��������� 	�!���'�/ �� |a|8��� ���;��'��

� ���8�� (�����
  Z8����
=
��������= ��������� ��������
 ������ ���� � (�8

����
 @7AE@)A ����
���  Z8���� �>!���
�� ��	�
�	�
���
 ����	
��/ ����
  ���+� ��8
C	�%��	� ��(�����?�	 �
 �� ��	�"
���/ "�(� (Z; +, ·;≤) ��������� ����
���	�
��������$


�
� ������ ��������� 	 Z '������ A =

[
2 1

3 −2

]
�� B =

[
1 −1

2 −3

]
�����B��	�� !����

A ⊗ B =

[
4 −5

−1 3

]
" B ⊗ A =

[
−1 3

−5 8

]
" 	�� 	
� �$�	��	" %��� 	 �����B�
��
�� ���

����$�	��� &����� 	 �
��
�� ����$�	��� Z���(�

#"������	��
!�0�� 6���	��
��� ��  Z �������� !�	
���� ����� ����
����
.

@�A a ∈ Z+ ∧ b ∈ Z− ∧ |a| ≥ |b| ⇒ a+ b = |a| − |b|

@�A a ∈ Z+ ∧ b ∈ Z− ∧ |a| ≤ |b| ⇒ a+ b = −(|b| − |a|)
@�A a ∈ Z− ∧ b ∈ Z− ⇒ a+ b = −(|a| + |b|)
@�A a ∈ Z ∧ b ∈ Z ⇒ a− b = a+ (−b)
@+A a ∈ Z+ ∧ b ∈ Z− ⇒ ab = −|a| · |b|
@�A a ∈ Z− ∧ b ∈ Z− ⇒ ab = |a| · |b|
@7A a, b, c ∈ Z ∧ a ≤ b ⇒ a+ c ≤ b+ c



�	 7� � ����&�
���� &	��%��	

@)A a, b ∈ Z+
0 ⇒ a · b ∈ Z+

0

@#A a < b∧ c ∈ Z+ ⇒ ac < bc

@�1A a < b∧ c ∈ Z− ⇒ ac > bc

@��A a �= 0⇒ a2 ∈ Z+�
!�0� �� ��?�? ������
��	 ��(��


��/ "�(� ��	��	 �����	����

 "��� ��	%�
6���	��
��� ��/ "�(� � ����
�� ��(�����
�� 	�� �(��

'��� #$��	���� ������

�� �(��� ������ �;����	  ������� �	!��
��"
���(�� !�	
���� ������  bx = a

�(��	��
 ��(���"
���(�
 ����	
� 
�
��?��(�� a, b ∈ Z ���
�	� H ��
���� ��(�����/
���� ��
 � a �� b ������	��� 	�!���'�/ �� a/b8!�� ���;��'�� G���	 �	��	� Z8
��	 ��
���	 	�� ��"�
 !�(��"�
	�� -���
 ���	 �
���
*��
 �����'	�/ ������	 �
���
��

=
�����
���� 	���'�= ��!�(��"�
?/ �� ������	  Z8��	 ��(�����
 
�����	��(��

��!�	���	 ���	�� -�
 ����
 �(� ���(������ ���'� ���
� 0 ����	� ��	��	���
�� ��
'	
�
�

 ������� !	/ "����	 ∀ c (c ∈ Z ⇒ c · 0 =

0)� � 0x = a �(��	��
�
 a = 0 ���
�	 	�� ��"�
 Z8��	 �(���
���>�	 ��(���	�/
�?
/ a �= 0 ���
�	 �(���
��	 	�� ��"�
 ��(���	�� -���
 %������>/ "�(�  �?!�
�


"����	  bx = a ��(���"
���(�
 %�� b �= 08� �;!�
���'� ��(�

������ ����	�����,

� Z × (Z \ {0}) ����� "����	 !�����'	� �� �(� ϑ ��!�!��	%�����%��
� 4��

�
 !����'� C(�������/ "�(� � ���
�� ��!�(��"�
?��(� ���
�	 a1/b1 = a2/b28�?�
a1b2 = a2b1 �;!�
������

(a1, b1)ϑ(a2, b2)
def⇔ a1b2 = a2b1.

2;		�> ����
	�/ "�(� ϑ !���	 ��!�!��	%�����%��� B��;��'� Q8!� � ��!�!��	%�8
���
����� "����
�

!��+� ,�1�%���� Q
def⇔ (Z × (Z \ {0}))/ϑ = {[(a, b)] | (a, b) ∈ Z × (Z \ {0})}�

Q ������
 �� �����	 	������� 	�!���'��

������ 3*%���	��� ������
���

3��� ��?

 
�
!/ "�(�  �%��	���� �������� !�� �����������  
;�
����� !��
�������� ��������� ��������	� ���� 
�����'�	��/ %������>	�� 
>	�� � ;������� ��
������� ����� ��C	�%����

!���� ,�1�%����

[(a, b)] + [(c, d)]
def⇔ [(ad+ bc, bd)],

[(a, b)] · [(c, d)] def⇔ [(ac, bd)].

2;		�> ����
	�/ "�(� (Q ; +) �����

�! %�����
  [(0, 1)] �����(�� �������/ 
�8
!���� � [(a, b)]8"�� 
�
���/ � ;�������� !�	
���� �	!��� ���� −[(a, b)] =
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[(−a, b)]� � (Q \ {[(0, 1)]}; ·) �����

�! %�����
 � [(1, 1)] �����(�� ��������
a �= 0 ���
�	 � [(a, b)]8"�� 
�
���/  �������� !�	
���� �	!��� ���� @�	������A
[(a, b)]−1 = [(b, a)]� ��
 �� �;		�> ����
	�/ "�(�  ��
 �>!���
�
 ;������%����
����
����
�! 
;�!�	��� �� �(��/ ����
 (Q ; +, ·) ��	� �

4�( ���� ��( !���(��	�	�/ "�(� Z8
 !���	 ���(��
��8� Q8�� 0���	
�'� 
ϕ : Z → Q/ ϕ(a) = [(a, 1)] �'((!�	�
� -����

ϕ(a+ b) = [(a + b, 1)] = [(a, 1)] + [(b, 1)] = ϕ(a) + ϕ(b),

��
ϕ(ab) = [(ab, 1)] = [(a, 1)] · [(b, 1)] = ϕ(a) ·ϕ(b).

4�!�� ϑ ��C	�%��� ��

 ϕ(a) = ϕ(b) ⇒ a = b/ ����
 ϕ �	���
�!� ,(��� Z8
 
�	���(
���(��
�� Q8��

� 
�!������	 08
 ���	� [(0, 1)] "����

/ 18�
 ���	� [(1, 1)] "����

/ �� ��
��	��	
a8
 ���	� � [(a, 1)] ���
��� "����

� 4�	��	 [(a, b)] �%��	���� ���� �(� [(b, 1)] ·
x = [(a, 1)] ��* �(��	��
 ��(�����/ ����
 �(��� ������ "�	������	
 ��"
�� �
�������� ���;��� �����	


a

b

def⇔ [(a, b)].

N����!�"�
�'�/ "�(� [(a, b)] = [(−a,−b)] ��

 ��	��	 �%��	���� �����
 ��? ��"�

����
	� [(a, b)]/ b > 0 ���	� 0�!���� ϑ ��C	�%��� ��

 � ��?��� ��	�
���%��
���
�	 [(a1, b1)] = [(a2, b2)]8�?� �;!�
�����/ "�(� !(� a1, a2 ∈ Z+/ !(� a1, a2 ∈
Z−/ !(� ��	���

? 0�

-(� [(a, b)] �%��	���� �����
/ "�� b > 0/ ���������� 	�!��'	�/ " a > 0/
�� ��
������� 	�!��'	�/ " a < 0� � ����
�! �%��	���� ������
 Q+8���/  	�8
(
�!��
 Q−8��� ���;��'�� H  08
 �� ������
�'�/ ���� Q+

0 8
/ ����
!� Q−
0 8
 ���	��

J(�/ "�(� � �(��� ������	��/ �(� 
�
��?��(�� a ∈ Q ���
�	 a !(� −a �;�'� �
/
������ 
�������
�� ����/ a ��	���(� ��������� 	�!���'�/ �� |a|8��� ���;��'��

,�����'	� �� Q8�	 �(� ��	������ ����%��
�

!�2� ,�1�%���� p ≤ q def⇔ q− p ∈ Q+
0 �

-�  ��	����� Z ��	������	�� ��
������
���
 ����	
�/ "����	 � �(��� ������ Q8�

;�
�	? ���(���� ��	�����
�
� �� @����	?����'�QA� 2�����	
"�
�'�/ "�(� Z ⊂ Q/
�� Q ������ �������"
��  �����(��	���	� � ��	����� � �(���� �
���
*��!�
;�������/  ��	�
�	��� !�	
���� 
;�!�	��� @���8�� (�����
 @7AE@)A ��	
��A Q8
�	 �� ��!�	������ -���
  ����� ��C	�%��	� ��(�����?�	 (Q ; +, ·;≤) ��������� ��	�$

!��� ,�1�%���� 4
� (T ; +, ·;≤) �	��	�	�� �	��	� ���������	�� ��������	
(���
�	�	�*��� (� ����	� a, b ∈ T � a > 0 	�	�� ��� ����� n ∈ N� (�
� na ≥ b�
�� ����� 
�
��
 ����	��
�� 	���'� �;�;��'��

!�� ����
� (Q ; +, ·;≤) ���(���	��� ����������
'�

Q ��"�������� 
�����	��(���� ��	
�� �� ������� 
�
���� ���	�� 6�����	��
8
"
�/ "�(� ��	��	 a, b ∈ Q/ a < b ���
�	 ��
���� ���	 r ∈ Q/ ������ a < r < b
@������� r = (a + b)/2A/ !(��� Q

=
��	��	'

 �>�>=� 4������
 ��	��	 r ∈ Q+8�

0 < r/2 < r/ !(��� Q+8	� 	�	%� ��(������ ������
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'�'� )��� ������

4�!�� Q8�	  	�(� ���>!���
 �����
���� 	���'� ��!�(��"�
? @� �(��
��	 ��(���8
��
��/ "�(� 	�� ���
"
�	� 18!�A/ � �(���� �
���
*� 	�� � ���
 *��� ��
��8
	���
���� 4�(��/  ��	������ @��  
�����(��A �
���
*� "��	�����(��
 ��

� -���
���'��;�;���� !���
 ��  !��� ������"���

������ ����	�����,

�� ��?�? ������
��	 ��

��/ "�(� (Q ;≤) 
������	 ��	����

/ �(� ������  �����(��8
	���	 �������"
���  �"  �%��	���� ������

=
��	��	'

 �>�>	= "��������	�� ��

 �����(��	���	/ ��(��� 
;�
�� �� �

=

������	�= 5������ �4��������� �����	


� �(���(	�� ����* 	�(���
 �
����	� "���� 	�� �%��	���� ����� 4�( ��"�
 �	�
�;����
? ��
���� �(� �����
�
 @1, 1.4, 1.41, 1.414, . . .A/ ��(��/ � {x ∈ Q | x2 < 2}

"���	� @Q8�	A 	�	%� ����? "
���

!��� ,�1�%���� 4
� (T ; +, ·;≤) �	��	�	�� �	��	� ���	� ���� ��������	
(��� �	�
�	�*��� (� ����	� �	� *�	� &	�*��"� �������� ���(��������� ��	��� .T ��	�/ &	��"
(������

�� ���	
� ���� �����	
 Q 	�� ����? "
�� 
�����	��(*� 6���
"
�/ "�(� ��
���� ����?
"
�� 
�����	��(* 
��
/ ��(����( ��	��(���	 �(���
���>�	� �� �������	 %�� 
��
����
 !���(������

!�!� ,�1�%���� � (Q ;≤) (�������� � p ∈ Q 	�	� ����� �	
(��������� ����� ����
��	������� � Qp = {x ∈ Q | x < p} ⊂ Q (������ ���*��

!� � ,�1�%���� ,	
�	� ∅ �= α ⊂ Q� ��� �������� (�
� α ����� ������� (�
@�A ∀ p ∈ α : Qp ⊂ α,
@�A ∀ p ∈ α ∃ q ∈ α : q > p.

� 	���
 �����
�� 
�"�
 Q ����	��� ����"����� H  �����(��	���	 !�� ������8
����	 (�	�������	�/ ���� �(� 	���
 �����
 �(� ��� !�(
���	�� 	�*��/ ���� �����
!�(��	
�
 	�� 
�
���� 	���
 ����(��	�� �%��	���� ��	
��	� "���� N����!�8
"�
�'�/ "�(� ��	��	 	���
 ����?�����
 �(�*

� 	���
 �����
 ��/ �� �		�� ��(�����
��
	�� �(�.  Q− ∪ {x ∈ Q | x ∈ Q+

0 �� x2 < 2} ⊂ Q ��� 	���
 �����
 Q8�	/ �� 	��
����?�����
� �(��
��	 �%��	���� ����	� ���� 2;		��	 ��((�	���"
�/ "�(� ��	8

��	 ���  	���
 �����
�� 	���
 ����?�����
��/ ������	�� 

=
���� ����� !�(�= 	��

�%��	���� �����

!�&� ,�1�%���� ��  ���	� Q��	�� ��%�� �	��	� (������� R��	� �	� ��*� � 	�	�	�� ���
��	 	������� �	�	��*��

� !��� ������
 
�"�
 �%��	���� ������ "������	
 ��C	�������

!�)� ,�1�%���� ������ � ����� ��������� ��	��	� �	� ��%�� �	��"��	�	�	� ����������
���������� ���� �����	 	������� �	�	��*��

!�+� ����
� � ����� ������ (������ &	��" (���� ����������
'� �

4�!�� �(� ����? "
�� 
�����	��(* 
��
 ��	��( ��"�������� 
�����	��(* ��/ @���8��
����
A ����
 R ��"�������� 
�����	��(*�



7�7� 1���� ������ �


������ 3*%���	��� ������
���

R � ����� ��	�������� 
������	 ��	����

 �
���
*� ����.

!��� ,�1�%���� α ≤ β def⇔ α ⊆ β (α,β ∈ R)�

� !��� ������
 Q �(���� �
���
*����	� ���"��	���� 	���'� !���

'� ��� ��
����� �>!���
����� ��(�� ��"�
��(�� �(���� �
���
*� ��	�
������ R8�	�

!��2� ,�1�%���� α,β ∈ R 	�	��

α + β
def⇔ {r+ s ∈ Q | r ∈ α � s ∈ β} ⊂ Q,

α · β def⇔ Q− ∪ {rs | r ∈ α \ Q− � s ∈ β \ Q−}, (� α,β ≥ 0.
0�
��?��(�� !��� ������ �����
�
 � αβ = (−α)(−β) = −((−α)β) = −(α(−β))
�(��	�?��(�� ����	 � ���	
� ��C	�%�� �����	
 �"
��� ��(� <�
"
���/ "�(� �
;������� ��  ������� �� ��
!��
���� ����? �>!���
 R8��	� � �>!���
���� � �����

�����	��(�� 
�����'�	��.

!���� ����
�

• (R ; +) ��������%� �������� ��	���	� �	��	
	� 	�	�	 �� {r ∈ Q | r < 0} ��%��
�	��	� .��	�� 	
�'���� ��%�� �	��"��	�	� ��/� 4�� �� 	�	�	� � ������������ 0����
�	� ��*��

• (R \ {0}; ·) ��������%� �������� �	���	� �	��	
	� 	�	�	 �� {r ∈ Q | r < 1}

��%�� �	��	� .��	�� ������ ��%�� �	��"��	�	�/� 4�� �� 	�	�	� � ������������ 1�

�	� �	� ��*��

• ����	� α,β, γ ∈ R 	�	�� α · (β+ γ) = (α · β) + (α · γ)�

• ����	� α,β, γ ∈ R 	�	�� α ≤ β ⇒ α + γ ≤ β+ γ�

• ����	� α,β, γ ∈ R� γ ≥ 0 	�	�� α ≤ β ⇒ αγ ≤ βγ�

��
 ��
�� 
�"�
/ "�(�

!��� ����
� (R ; +, ·;≤) �	��	�	�� �	���

,��	 "�(� !����	���	� �(����"��  Q �� � R ��	����

 
��
��F 0���	
�'�  ϕ :
Q → R/ ϕ(p) = Qp �'((!�	�
� 6�����	��
"
�/ "�(� ϕ �	���
�!/ !���	
 �>!���
8
�� ��	�����
�
�/ �(�  (Q ; +, ·;≤) ��	����

 
��
 
�������
�� ����	 ��	���
"
�
{Qp | p ∈ Q}8!�� ,(��� Q8
 ���(��
�� R8��� -���	 � ��
������	 ������	
"�
�'�/
"�(� Q ⊂ R� � ����
�! !��� ������
 R+8���/  	�(
�!��
 R−8��� ���;��'�� H 
08
 �� ������
�'�/ ���� R+

0 8
/ ����
!� R−
0 8
 ���	�� � !��� �����;���	 � �(�����	��

��  �%��	���� ������	�� ��
�

 ����	 ��
������'� � ��	���(� ������� �

!���� ,�1�%���� ,	
�	� x ∈ R� 4����

|x|
def⇔ {

x (� x ≥ 0,
−x (� x < 0.

4�(��(����'� 
�!����/ "�(� " a ∈ Z+/ ����  ���(������ 
�����	��(� ��


a ∈ Q+ �� a ∈ R+ �� 
�����'��



�� 7� � ����&�
���� &	��%��	

!��!� ,�1�%���� ,	
�	� x ∈ R� 4����

sgn(x)
def⇔ {

0 (� x = 0,

x/|x| 	
�����.

� sgn �'((!�	�
 �������#

������� 	�!���'�� R ��"�������� 
�����	��( ��


��C	���"
��� �(� !��� ����

=
�(��������
=�

!�� � ,�1�%����

�x� def⇔ �� x��� �	� ��
���� 	
��	� �	
��
��������

�x� def⇔ �� x��� �	� ���	�� 	
��	� �	
���	����	.

�� ���? ���
��	 x ��	� �
�	���	����� /  ������� ���
��	 x ���	� �
�	���	�����
������'	�� -		�� ��(�����?�	 ��C	������ x ������	��� 1.

!��&� ,�1�%���� {x}
def⇔ x− �x�.


��� ������ � 3
2
� = 1" �− 31

10
� = −4" � 3

2
� = 2" �− 31

10
� = −3" { 3

2
} = 1

2
" {− 31

10
} = 9

10
" �π� = 3�

� !��� ������ "������
���� ��?����
���� !�	
���� ����������
 	������?� 
8
	������ �� ����� 
�
��
 ����	��
�� 	���'� �;�;��'��

!��)� ����
� ����	� ����� ���� 	�"���%�(��� ��
�	 ��
� ��
����� ������	 �����
����$ �

H ��
���	
'	� ���
��  
������ 
;�
��
?�/ ������ �����
�����	 !�"�			 ����!�
%��� #8�� ���/ ����  
;��� 
������ 
;�
 �;�%�;	;��	 �(���
���>�	 ��(�����
�
"�
?
 !��� ������	�� 6���
"
�/ "�(� ��	��	 �%��	���� ���� !�(�� !(� !�(
���	
������� 
������ 
;�
	�� ����� ��(/ � ���%��	���� ������ ����(  	�� �������
!�(
���	 
������ 
;�
����� ��	���
"
���

�� ;�������/ ��!�	��/ ������� �� ���
�� �>!���
���	 ��!'�  !��� �����;���	
*� �>!���
���
 ��"�
 ��!���
	�/  (�;�!�	��
 ��  ��(��
����������
�

!��+� ,�1�%���� n
√
r

def⇔ Q− ∪ {x ∈ Q+
0 | xn ∈ r}, �(�� n ∈ N+, r ∈ R+

0 �

-�
  �����
 � r 	��	�(
�! !��� ���� n����� 
������� / ��("
�������
 
����
���	��� 	�!���'�� �	������?� ��
	� ��(���/ "�(�  (�;�!�	��


=

�
���� �����	
�

��	
����((�= �� ��"�
 !�(��	�� 4�(��(����'�/ "�(� !��� ������ �%��	���� ��
�!?�>/
�� !��� ������ !��� ��
�!?�> "
!�	����� �� ��
�����"�
?�

�� rx = t �(��	��
	�� 1 �= r ∈ R+8� �� t ∈ R+8�  "
!�	����� ��	�
�	�
��
��  ����? "
�� 
�����	��( ��

 ��	��( ��	
��	 �(� ��(����� !	/ ��
 x =
logr t ���	 ���	� �� ��
������	����	�	��� 	�!��'	�� � ��(��
�����������?� ��

�����	��(���� 	������?� 
	���	��

4�(��(����'�/ "�(�  !��� ������ ��	�
���%����	� ��
��	�� �(��� ��(�;����8

���� ��� 5	�	�������  !��� ������	� � *	� �	
��!������
��������� 
;�
�	?

1� �%����� ���%��� ������ %�����
������# � �����&� � x��� ��������� �������� ����� � �
���%��� ������� ��� ���� �� �� �� ����������



7�>� =����	$ ������ ��

����������
 �
� !����  �%��	���� ������ 
�����(�� �
���
*����	� 	�� 
�����
!��
���� �	���
 �� �� ��
�

 ��  !��� ������"��� � ������
���
 �;	�!'	� "�����
�������	 
��(������ 4�(��(����'� 
�!����/ "�(� � ����( ��
�

 �����;�;� *(� ��
������
"�
?�� ��

�� !��	/ "�(� ����
�������  !��� ������
/ ��� �'�;	�;�?
��(�����
���� ��!�	 ��
�	� ��  �%��	����/ �(��� �� 
�������
�� ������"�� @�	�	#
���A�


��� ������ �
 R �	��� �
������ '������ ��������� ��� ������ 	 � 
�������	� �	���	������"
	%�� �����������	� '��	�	��� ����������	 �� �
������������� %	�
����$� #����

#"������	��
!�!0�� 4�
���� ��(/ "�(� �(� ����? "
�� 
�����	��(* 
��
 ��	��( ��"��������

�����	��(* ���
!�!0�� H�(�	 ��"�
	� ��(�	�  !��� ������ !��� ��
�!?�> "
!�	������
 	���

�����
�� ��(�
��(�!��F

'�.� /������ ������

� !��� ������ �>!���
��	�� ������� ����(� ��"�
'	� C(��������.  (�;�!�	��
 	��
��"�
 
�
��?��(�� !��� ����� ��C	���	�� G���	 ������� 

√
−1 ���������� -�  ����8

����� ��?��;� � ��
��	�� "������* �(��	��
�� ��(������	�� ����	
 ��?/ ��
 ��	����	�� �
��
�� �(��� ����������� !��
� !����� �� (	��� �����!�

��/
"�(� ����	��� "������* �(��	��
�� ��(����� ����	 @����� "���� �'�;	�;�?
!��� (�;� ��
����A  	�(���
(�;���� �

 	�(
�! ���� ��������/ �(� � ;����� ��(8
�����  ������� ����	 	�� !��
 ������"
�� -�
 "�!
��

=
%��� ������%������	���=

��
 �� �����!�

�� ��	�	/ "�(� 	�(
�! ������ 	�(���
(�;����� �� ��!���
"�
?�
����	��� ��������� ��������/ �(� �����
��	 
���
����
� 

=
�����
��= ��������

!�� �>!���
�� �������� � ������� ������ ��(���
 ����� 
���
��
 !�(��(���	/
������	��
! � �(��� ��
�
���
�

��4��� ����	�����,

� ������� ������
 
;�����������	 �� �� ��"�
 !���
	�/ �� ���
 � ����( ��(�����


�

 �;!�
�'��

!���� ,�1�%���� C
def⇔ R × R�

C ������
 ������" 	������� 	�!���'�� �� ;������� �� ������� ��C	�%��� 
�;!�
���?.

!�!2� ,�1�%���� ,	
�	� (a, b), (c, d) ∈ C� 4����

(a, b) + (c, d)
def⇔ (a+ c, b + d),

(a, b) · (c, d) def⇔ (ac− bd, ad+ bc).

6���
"
�/ "�(� (C ; +) �����

�! %�����
  (0, 0) �����(�� �������/ 
�!���� �
(a, b)8"�� 
�
���/ � ;�������� !�	
���� �	!��� ���� −(a, b) = (−a,−b)� -��	



�� 7� � ����&�
���� &	��%��	

α
 Re

Im

z = a+bi = r(cosα+isinα)

r

	��� ����� � z ���$��* ��� �������� �� ��������������� �������

��!'� (C \ {(0, 0)}; ·) �����

�! %�����
 � (1, 0) �����(�� �������� �� (a, b)8"��

�
���/  �������� !�	
���� �	!��� ���� (a, b)−1 = (a/(a2 + b2),−b/(a2 + b2))�
�� �	!��������� ��	
��	 ���� ���
 C8��	/ " a2 + b2 �= 0� � ��
 �>!���
�
 ;����8
��%���� ����
����
�! 
;�!�	��� �� �(��/ ����


!�!�� ����
� (C ; +, ·) �	���

4�( ���� ��( !���(��	�	�/ "�(� R8�
 !���	 ���(��
��8� C8��� 0���	
�'�  Φ :
R → C/ Φ(a) = (a, 0) �'((!�	�
� -����

Φ(a+ b) = (a+ b, 0) = (a, 0) + (b, 0) = Φ(a) +Φ(b)

��
Φ(ab) = (ab, 0) = (a, 0) · (b, 0) = Φ(a) ·Φ(b).

4�!�� Φ(a) = Φ(b) ⇒ a = b/ ����
 Φ �	���
�!� ,(��� R8�
 !���	 ���(��
��
C8��/ � ;����� (a, 0), a ∈ R ��* ������� ������
 ��	���
"
��� R8����

��4��� 5����
�	�	
��� 
� �*%���	���

� 
�!������	 i8
 ���	� (0, 1) "����

/ �� ��
��	��	/ a + bi8
 ���	� (a, b) =
(a, 0)+(b, 0)·(0, 1) "����

� H z = a+bi ∈ C/ ���� ��(�'�;	�;�
�
�'�  z �������
���� ����	 @�A �� �������	 @��(�	�����/ �A ��	��� . �(z) = a/ �(z) = b� -		��
��(�����?�	  ������� ������
  ��������	�����	�8���� ������	�
8��	����� ��	
8
����	
 �� �����("
���/ !(��� ��	��	 ������� ����	�  ��� �(� ��	
� ����� ��(
�� �����
! @�����8���� �������/ ���� ���A� 4�� �����(���	  ������� ������ �
���(���� �	���� !��
����	� �� 
���	
"�
?�/ ��  ������� ������ ;������� ��(8
�����  !��
���� �������� ;��������	�� -(� ������� ���� ��	���(� ������ !(�
��		�� �		��  !��
��	�  "����� � ������� ������ �����*
 ��
���	�� �(����
��!���
���"�� ��'���('	� ���� � ��?�? ������
��	 ��
�

 (�;�!�	�� ��(�����

!�!� ,�1�%���� |z| = |a+ bi| =
√
a2 + b2�

� !��� �������  �������� �����*
 ��
���
 �����. |(a, 0)| = |a|�



7�>� =����	$ ������ ��

!�!�� ,�1�%���� � z = a + bi �����	$ ���� �����
���� � z = a − bi ������
���*��

-(� ������� ���� 
�"�
 ��	
��	 ���� !���/ " ��(�(����� ��	��(��
��!�� H
�(� 	�� 	��� ������� ���� !��� ����� 	���/ ���� �������	��� 	�!���'�� H
z,w ∈ C/ ���� � ����� ;�����'((���� �;		��	 �(���"
�� @��+8�� (�����
A�

!�!!� ����
�
@ �A z = z�
@ �A z +w = z +w�
@ �A z ·w = z ·w�
@ �A z + z = 2�(z)�
@ +A z − z = 2i�(z)�
@ �A zz = |z|2�
@ 7A z �= 0 	�	�� z−1 = z/|z|2�
@ )A |0| = 0� � z �= 0 	�	�� |z| > 0�
@ #A |z| = |z|�
@�1A |z ·w| = |z| · |w| @���
 	�� 	�(
�!� �� ��	���
 ���� 	�(���
� zzwwA�
@��A |�(z)| ≤ |z|� |�(z)| ≤ |z|�
@��A |z+w| ≤ |z| + |w| .����	��
��
���������	�
/� �

�� �������	 ���"��	�����  sin, cos �'((!�	���/ !���	
 � e ��  π ������
��C	�%���
 �� 
�����	��(�
� -����
 � 	����� 
��(���� ����	 ������ ����	��
	��
H  �����8���� ��������	  z �= 0 !��
�� @������� ����A ������	�
��
  ���	��� ��
�����	��� �'((!�	��� ��(�
��(�!�� ����� ���/ �
 �����/ "�(� z = r(cosϕ + i sinϕ)/
"�� r = |z| �� 0 ≤ ϕ < 2π� � ϕ ∈ R �����
  z ������� ���� ��
����������
@!(� ������	�A 	�!���'�/ �� �(@zA8!�� ���;��'� @���� ���A� 4�(��

"
�/ "�(�
cosϕ + i sinϕ = eiϕ/ �(�  ������� ������ z = reiϕ ����"�� ��
�	�� �� ���	
�
���;�������� 
�"�
 �(� z �= 0 ������� �����
 
;������ ���	 �� �����"
�	�.

z = a+ bi @�(���� ��A/
z = r(cosϕ+ i sinϕ) @
��(�	���
����� ��A/
z = reiϕ @���	�8���� ��A�

� ����� 
�
����	 ��(!���(��
��  ������� ������ �(���� ����!� 
;�
�	?
�>!���
���
� 4��
  
��(�	���
����� ���� !�

 �>!���
���
 !���(������

<�(��	 z,w ∈ C/ z = |z|(cosϕ+ i sinϕ)/ w = |w|(cosψ+ i sinψ)/ 0 ≤ ϕ,ψ < 2π/
ϕ,ψ ∈ R� -����

zw = |z| · |w|(cosϕ+ i sinϕ) · (cosψ+ i sinψ)

= |zw|(cosϕ cosψ− sinϕ sinψ+ i(cosϕ sinψ+ cosψ sinϕ))

= |zw|(cos(ϕ+ψ) + i sin(ϕ +ψ)).

-� � *	� 
����	������		
 � H��	��	/  ����� 
�
�� @7A 
�����	��( ��

 
w �= 0 ���
��	

z

w
=

|z|

|w|
(cos(ϕ−ψ) + i sin(ϕ− ψ)).

H z,w 	�� 	��� ������� ������/ ����  0 ≤ �(@zwA < 2π ���
��	 �(@zwA=
�(@zA + �(@wA/ " ����( �(@zwA ≥ 2π/ ���� �(@zwA = �(@zA + �(@wA − 2π�



�� 7� � ����&�
���� &	��%��	

H��	��	/  0 ≤ �(@z/wA < 2π ���
��	 �(@z/wA= �(@zA − �(@wA/ � �(@z/wA
< 0 ���
��	 ����( �(@z/wA= �(@zA − �(@wA + 2π� T����
��� ��
������	 
�"�

������� ������ ��������	��  "����� ;�����������	�/ �

=
x 
�	(��� ����
�! ����!��=

�����
 ��;(�� ����(
=
;�������	�=� H��	��	/ ������� ������ ���
���	�� � ����8

��	� "����  "����� "�	����/ �
=
x 
�	(��� ����
�! ����!��= �����
 ��;(�� ����(

=
��!�	��	�=� � �>!���
�� ������	��	�� ������
 ��	��(  [0, 2π) �	
��!�����	
!����'��

� !��� ������ "
!�	������
  ������� ������� ��
��	���
!  
����	8
��	����(��� �
 �����/ "�(� n ∈ N ���
�	

zn = |z|n(cosnϕ+ i sinnϕ).


�� ������ �
 (1 + i)2004 �
�� 	����	� 	�	��	�

(1 + i)2004 =
(√
2(cos

π

4
+ i sin

π

4
)
)2004

=

= (
√
2)2004(cos 501π + i sin 501π) =

= (
√
2)2004(cosπ + i sinπ) = −21002

.

��4��� ������1 ������ "����

� "
!�	�����"�� "��	��	 ��"�
  ������� ��������� !�� (�;�!�	��
 !��� ���8
����� !�� ��������� !����!���
	��

!�! � ,�1�%���� ,	
�	� z ∈ C� n ∈ N+� � w ∈ C �����	$ ������ � z ������

������� �	�	��*�� (� wn = z�

z = 0 ���
�	 	���!�	 w = 0� H 0 �= z = |z|(cosϕ+ i sinϕ)/ ���� 

wk = n
√

|z|

(
cos
(ϕ+ 2kπ

n

)
+ i sin

(ϕ+ 2kπ

n

))
, k = 0, 1, . . . , n− 1

�'�;	�;�? ������� ������/ �� %�� ���� ���/ ������	�� n8���� "
!�	� z� -���8
��	
 ��	��	 18
�� �'�;	�;�? ������� ����	� n �'�;	�;�? n8���� (�;�� !	� ,(���
n > 1 ���
�	  z �→ zn "
!�	��'((!�	� �	!���� 	�� �'((!�	�� � (�;�;��
 ����	
����'(��� !�!� ��
"
���/ "�(�  z �= 0 ������� ���� (�;��� �����8���� ��������	
�������� n ����* �����;( %�*%��� � %�*%��� ���(�
�� ���
 
�!����( n

√
|z|/ � �(���

%�*%�	�  !��� 
�	(������ �����
 ��;(� ϕ/n @���� ���A�


��� ������ 1
�����$� �� 	 6

√
1−i√
3+i

��'���
�� �������� �����

1 − i =
√
2(

√
2

2
− i

√
2

2
) =

√
2(cos

7π

4
+ i sin

7π

4
) ��

√
3 + i = 2(

√
3

2
+
1

2
i) = 2(cos

π

6
+ i sin

π

6
),

�����
7π

4
−
π

6
=
19π

12
,



7�>� =����	$ ������ ��

ϕ/n

 rn

2π/n
2π/n

1=ε0

ε1

ε2
ε3

ε4

ε5

ε6

ε7

a) b)

	��� ����� �� � r(cos ϕ+isinϕ) = z �= 0 ���$��* ��� n����� ��%��� ��� ����� �%�$$���-� n
√

r
�����- �������� n��%� ��-����� +�� �������� n��%� ����� ��-��� � � $���� ������� ������
����
����� � 
���� ������� $���"
  ���
�� ϕ/n �%��� �� ��� �� � ���$��* n����� ��������%�%��
.������ ����� n = 8�

�
���

6

√
1 − i√
3 + i

=
1

12
√
2

(
cos

19π + 24kπ

72
+ i sin

19π + 24kπ

72

)
, 0 ≤ k ≤ 5.

3��%�����	/ " z = 1/ ���� � εn = 1 ���
�
��	�� �

εk = ε
(n)
k =

(
cos
(2kπ
n

)
+ i sin

(2kπ
n

))
, k = 0, 1, . . . , n− 1

������� ������ 
���	�� ���(�
� -����
 ������ ������" �
�	�

�������� 	�!��8
�'��  ����� n8���� �(���((�;� 
�������
�� ��
�!?�> "
!�	����	
 � ;����� 
;���
��?���� 5������  	�(����� �(���((�;�;� @±1,±iA �;�'� � i ����	/  −1 ��	�	 	���

!�!&� ,�1�%���� ��� �� n�	��� 	
��

� � �� ��	���	� �*� �� �" �	����	�	� ���	�
�"�6 (�������� 	�"���%���� � � ��� n�	��� 	
��

� � �� �������� ������ �
�	�

����
��� �	�	��*��

0�
��?��(�� n ∈ N+8� ε(n)
1 ��	��( �����
�! �(���((�;�� 6���
"
�/ "�(� ε(n)

k ��	8

��	 ���� ���� �����
�! n8���� �(���((�;�/ " k �� n ���
�! ������/ 
�"�
 	�	%�
�(�	�� 	(���� �;�;� ���
�����

!�!)� ����
� ,	
�	� 0 �= z ∈ C� n ∈ N+ � wn
1 = z� 4���� z � ��� n�	��� 
� �	 w1εk

(1 ≤ k ≤ n − 1)� �(�� εk n�	��� 	
��

� ��

3�����%��#� &��"��	��!/ "�(� εn
k = 1 �
 �����/ "�(� (w1εk)n = wn

1 ε
n
k = wn

1 =
z� 4������
 w1εk (1 ≤ k ≤ n− 1) ��	� �'�;	�;�?��/ ���
 " w1εk = w1εs/ ����
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w1 �= 0 ��

 εk = εs� �

!�!+� 	7���	������� )� n ∈ N� n > 1� ����� � z ∈ C ���� n�	��� 
� �	��	�
 ���	
	 ?�

,���	/
n−1∑
k=0

w1εk =

n−1∑
k=0

w1ε
k
1 = w1

εn
1 − 1

ε1 − 1
= w1

1− 1

ε1 − 1
= 0.

��4��� C ���!��� ���	��� 
� ������
�� �	���	6����

,���(����� ��(  ������� �(�'

"
�� ��������* �(��	��
�� ��(���"
���(�
/
!(��� ������'� ��( � f(x) = ax2 + bx+ c ∈ C[x] ����	�� �����"�����
 @a �= 0A� ��
�(��	��
�
 4a8!� ��(������! �� �
��	���!� �
 �����/ "�(� (2ax+b)2 = b2−4ac/
��� (�;�!�	�� �� �
��	����� �
�	

x1,2 =
−b±√

b2 − 4ac

2a
.

� ������� ������ �;����	 	�� %����	  ��������* �(��	��
��	�� ��
���� ��(��8
���� 0�!����� ��� ����� ��
��	���
����	
 ��!�	��� �

!�!�� ����
 @�(��� ��
�
���A� ����	� C[x]��	��� n > 0 &��' ���������� �	
�����
	
� ����(	��	 ��� C��	��

� 
�
��	�� 
;�� �'�;	�;�? ����	��
�� ������
��� 4�	��	���
��  ����	��
�� 	��
!�(��"�
? �� 
���
�	 �(���� ����;�;����� � C 
��
�
 ���	 
�����	��( ��

 ��
���
�����
 ������ 	�!���'��

4�( C �(���� �
���
*��� R �(���� �
���
*����	� ��
������
���/ � R8�?� 
C8�� !�� �
��	�
	��  ��	������ �
���
*� ��!���� C 
������	 ��	���"�
?/ �������
*(�/ "�(�

z1 ≤ z2 =

{
|z1| < |z2| !(�
(|z1| = |z2| �� �( z1 ≤ �( z2),

��(��� ��"�
��(�� ���	 ��	�����/ ���� � �(���� �
���
*��!� ;�������/ !(���
��!�	��� ��		� ��  �>!���
�� ��	�
�	�
���

!� 2� ����
� +	� ��	��� ����� �	��	��� �	������ ��	���	� C �	��	�	�� �	�� �	��	�

3�����%��#� G	�����
 ����	��
�	�� 0�(�'� ���/ "�(� C ��	����

 
��
  ≤ ����%��!��
4�!�� ≤ 
����� ��	�����/ ����
  0 ≤ i �� � i ≤ 0 ;�����'((���� �;�'� !�������	��
@��	
��	 � �(���	��A 
�����'�	�� ����� �� �
���� ���
��	 � ;������� ��	�
�	�
��
��

 0 ≤ −i� &�(������� !�!�/ "�(� i · i = −1 = (−i) · (−i)/  ������� ��	�
�	�
��
��

 ����
 0 ≤ −1 ��	��	�����	 ��		���� D���� ���"��	��!  ������� ��	�
�8
	�
���
 �
 �����/ "�(� 0 ≤ (−1) · (−1) ≤ 1/ ���?� � ;������� ��	�
�	�
��
��

 −1 ≤ 0 ������ ��
 ��
�� 
�"�
/ "�(� 0 ≤ −1 �� −1 ≤ 0 �� 
�����'�� O� �
	
�������
�� ��

 �(��	�?��( ��� ��		/ �� ����	
��	���� �

#"������	��
!� 0�� 6���	��
��� ��  ����� 
�
�� ����
���
�



7�@� ��
	���� � �������	��	�� ������� ����	����� ��

· 1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1

	��� ����� � �
�������� ������ ���������

!� 0� 3����
��� �� in ��
���
/ "�� n ∈ Z�
!� 0�� H
������� ��( �

f(x) = (2+ i)x2 − (5− i)x+ (2+ 2i) ∈ C[x]

����	�� (�;���
�
!� 0!� 4��� z ������� ������ ���(�
�� ��  z = z3 �(��	��
�
F
!� 0 � G(������/ "�(� �(� m8���� �� �(� n8���� �(���((�;� �����
 mn8���� �(�8
��((�;��

'�0� ������� �� 
�	��$�	��	� ������, �"
��	���

,���(����� ��(  �%��	���� �(�'

"
�� ����	���� (�;���
�

!� �� ,�1�%���� 4
� Q[x]��	�� ������� 
� �� .Q &	�	���/ ��
����� 	����� �	�	��
�*��

�� �(���� ������ "���  ������� �>!���
����� 
��
�
 ���
� ��(���� ����
������� 

√
2 �� � i�

!� � ,�1�%���� � Q &	�	�� �	� ��
	���� �����	$ �������� ����	� �����	 ����
������ �	�	��*��

-��� �;�� 
�
���� ��
 ��	
�� ����/ � e ��  π� Q �� � �(���� ������ 
��
�
�;�� !�(
���	 ��� �;��'��? 
��
 ��	�
����"
��

� ������� ������ ��	�
���%��� �
  ������
 !�
� ���/ "�(� ��"�
8� C8
 
�!���
�?!�
�	�/ !(��� ��
��	��8� R8	�� ��� �?!�
����/ �������
 �(�	%�� R ����

� !�(��
����	���� !��
��
����	
 ��"�
 �����(	�� -���  ��������  !���� 
(��� O� " ����	8
��	�  ������� �����

�!�
������/ (��&	��� �����	
 C8	 ��!'� ��( ��	
��	 �(�
����	 �
���
*� ��
����/  ���������� 	�(�����	���� �������	�� � H �����������	

� 1, i, j, k �����������
 !����
���/ ���� K ��	��	 ����� α = a + bi + cj + dk
(a, b, c, d ∈ R) ���	 ��"
�� K8���� ������ ;������� ������	�
�	��	
/ ��( ����8
���  ���� ����	 ��
"
� ������
��� �����	
  ����
����
�!�
�� ���"��	�����!� 
;�8

�	��� � �!
��	���
  
������ ���(���� !�� ��%���
 ��

 ����
�� !��������	��
"��	������
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������������  ������
 ��

�	�� ;
 ������ �(���
���>�	 ��("
�����  
�������
�� ������
/ �� ����
�;�'� ����������
 ��"(�! ��� 	�� 
�����'� � �(���
���>��(� �	�� � �(���
���
���� � ����� ������
 �
.

@�A <�(��	 N  ����
�! �(��� ������ "���� -����  2, 3, 4, 5 ������ 
����8
�'�	��/ �� � ���? 	���

@�A <�(��	 N = {0, 1, 2}/ 0 ′ = 1/ �� 1 ′ = 2/ �� 	�� ��
������'�  2 ′ ���;���
�
-���� � 1, 3, 4, 5 ������ 
�����'�	��/ ��  ������� 	���

@�A <�(��	 N = {0, 1, 2, . . . , 23}/ ��  ���;!�
�����
 ��C	������ � ���� �*��8
��	� ��(�����?�	/ !(��� 0 ′ = 1, 1 ′ = 2, . . . , 23 ′ = 0� -���� � 1, 2, 4, 5 ������

�����'�	��/ ��  "����� 	���

@�A <�(��	 N = {0, 1}/ �� 0 ′ = 1, 1 ′ = 1� -���� � 1, 2, 3, 5 ������ 
�����'�	��/
��  	�(����� 	���

@+A <�(��	 N  	��	�(
�! �%��	���� ������ "���/ �� ��	��	 ���� ���;8
!�
���?�� ��(��	  	�� 18(��� 	(���� �%��	���� ����� -���� � 1, 2, 3, 4 ������

�����'�	��/ �� � ;
;��� 	���

-���  ������ �
 �� ��

���/ "�(� � ;
 ���� �'((�
��	/ "����	 ��� �
������/ ��� ��� 
(��� 	�� !���
 ����	
��	�����

� !��� ������ ����
���� ������
���"��  
��
 �� ��	������ �������	 ��!'� 

�������(� ������ @�	�	���8���� !(� ���
!����
��� ����A !	 ��( ��'�8
��(. ��(��	 A �� B !��� ������ ��
 	��'��� ����"���� H ��	��	 a ∈ A ��
��	��	 b ∈ B ������ a ≤ b/ ���� ��
���� ���	 c !��� ����/ ������

∀a ∈ A �� ∀b ∈ B ���
�	 a ≤ c ≤ b 
�����'��
� !��� ������ ��	����

 
��
� � ����� �	
��!����8��
�������� 
�����	��((�

�� ��	�������� @5	�	�������A. " an, bn @n = 1, 2, . . .A !��� ���������
��/ an <

bn/ an < an+1/ �� bn > bn+1 @n = 1, 2, . . .A/ ����

∞⋂
n=1

[an, bn] �= ∅.

� �
��
��� ��(����	  �'�;	�;�? ������	��������
 ���
=
��	����
�	%�8

��?���(�= ��(�
��(�!�� 
	����	������� -(� ������	�����	�� ���� 	(���� 
��	����
�	%���?���(� �(� ������	��/ "  ��	����
�	%�������  ����� ��	����
�	8
%��� �;!�
�����/ ���%�����	/ " ��		�  �����
 ��������	� ��"�
� �� �(��� ��((��	8
(��� ��	�����  �	�� ������ ��
� ���������
 ��
��
�� @���?��	�> ��
��
��A�
�� 	�����"�� !����	
 �		�� ��?������ @�������	�> ��
��
����A !	 ��'���(� 4�(
��?���� ��	������� ����
���	��/ " �(�
  "���������
�
 ����
�������/ "�(�

�

'� ��
  ���� ������
��	� 6���	��� �
��
��� ������	��� ����	��
���"�� �
	�����	�� 
;���
/ �� � �(��� '	��	��#(��	�	�8���� "���������
	�� ��( ��	8
��( ��!������
 "��	���	� ����

� 
�	��%�	��	� ������ ��
�����
 !���� �� -�������	 ��


 ��(� � π


�	��%�	��	� ��!��
 �����( ��(�����


  �
��
������
/ ���
  (;�;(;� ��8
�����( �;��?!�� �� !�	���!� !�

 ��������
��� ����
�
 �����

�� !��	 ��(���	�.
���������'	� ���	 	�(���
�
/ ����	��  
��'��
� �(� ��

 �;� 
��'��
�!�� �(��	�?�
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4�!��  �;� 	�(���;(���
��� �(� π "����*��(* ����� ��������
���!�� ��!�!��	�/  π

�	��%�	��	%��� �(���	  ��������
��� ����
 ��(���"

�	��(�
 ����	��
��

%��&	�� 19008� ������� ��?����	 !�
�

� ��� �
  ������
/ "�(� �(� "
!�	����/
"�� � �� 08
�� �� 18
?� �'�;	�;�? �(���� ����/  ��
�!? ����( ���%��	���� �(����
����/ ����
"
�8�/ "�(� ��	��( 
�	��%�	��	�� %��&	��  ��������
 �(�	 	�"��	��
(�	���
/ �� �	���� ��  ��	��	� 19348��	 ��(����

��� 2��?��  ��(������
�������
 ��( �����
�	� �� �����'�
 @���	�� 19666A�

���	��

 �������. ����7 �� 3���� L�M/ -�� L��M/ !���	
  �	��	� L�#M�



&� �������� #����##�
�

-�����( %�� �	
��
�! ��(���	� !��
 ����/ "�(� ��
 �� ����	
  !�(�� ��  !�(
���	�
H�	� ����� �� !	 �(� ��

 "���	�F E ������"�
�'�� � ��	
�� !���� %�� �

=
������ ����=/ 

=
"��� ��������(= ��(��� �(��
 ��C	�%��� *
��	 ��"�
��(���

� ������
��	 ����  �������� ������'�  !����
� � "����� ��������( ������
�	��
����
 !���� ���
�

� ���

.��� 1��������

 ��� ,�1�%���� ,	
�	� A � B �� (������ )� ��	��� � � ��*� 	
� A → B ���	�����
����� A�� � B�� �����	 	���		
(��� ������� � 	�� � ���� A ∼ B��	� �	� ��*��

T���	 *(� �� ��	����/ "�(�
=
A ��!�!��	� B8!���= -���	 � ��
������	 �������

 {2, 3, 5, 7} �� {a, b, c, d} "����� ��!�!��	���/ %��*(� ��	
 � {1, 3, 5, 7, 9, 11, . . .}

�� � {1, 6, 12, 18, 24, . . .} "������
� "����� ��	�� ��������( ����	  "����� ��������(���� ��( �����


	�� ��	�
�	�� O� " ����	 ��(C(����'�/ � ��	�� ��������( ∼ ����%��� ���8
����!/ ������
����� �� 
�	��
�! ����%��/ ��
 �����
�! ����������� 
�����	��(�	�
���"��	�����!� �;		��	 �� �� ��
"
�	��

 �� ,�1�%���� � H (������	����	��	� � H/∼ (�������(����� 	
� 	�	�� 	���	�
	
��� �	�	��*��

-(� "�����	����� ��	��	 A "����"�� ��������(�
 @���(�	 ���!� ����	����
�����
A ��"�
 "������	���	�/ H/∼ ��	 ���
����
/ ������	 A ��		� !	/ !(���
 %�� : H → H/∼/ A �→ %��@AA= [A] �'((!�	�
 ��C	������� B��;�����	 %��@AA
"����

 (���	 |A|8
 !(� �A8
 ���	��

.��� )����, "��
���	  �����

 ��� ,�1�%���� 4
� A (������ ��
�������� �	�	�*��� (� ��	��� 	
� ������ B ⊂ A

���(������� ��	���	 A ∼ B� 4��	��	�" 	�	��	� A�� �
	��	� ��������



>�#� �	
�������(��� � �	� �	
�������(��� (������� ��

� ��C	�%�� �����	
 N !�(
���	 "���/ ��( ∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, �
��
!�(�� "������ &�(����'� ��(/ "�(� � ��	�� ��������( ��(�� ��
�  !�(�� ��
!�(
���	 "����� ��C	�%��� 	�� 
���������  
�������
�� ������ "������
3?
/  ∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {∅}, {∅, {∅}}}, �
�� ��
� �������	
��
 ��������(�� 
�

��
��"�
?!�  
�������
�� ������ "����	� "���������
� ��(�������
 @���� ��8
����
A� ,�(�� "����� ���
�	 ��	�	  ��������(�
  
�������
�� �������� 
��(�;		���� ��������	��

 �!� ,�1�%���� ,	
�	� n ∈ N+� A �	��
 	
� �	���"�	
	� (������ ��� �������� (�
�
�� A (����� n�	�	�6 .��
� 	�	�	��	� ����� n/� (� ��	��� {1, . . . , n} → A ���	�����

,����� "�����	����� ��������(�	� "����	 ��
�����	� ��"�
 � ;����8
���
/  �������
 ��  "
!�	�����
� -		�� ����	 � ;�������
 "����� �(����
���!��/
 �������
  �	�����	�8���� �����

� ��  "
!�	�����
 � ;����� ��������� "��8
��!� ��"�
 ��C	���	�.

%��(A) + %��(B)
def⇔ %��(A ∪ B), " A ∩ B = ∅,

%��(A) · %��(B)
def⇔ %��(A× B),

%��(A)����(B) def⇔ %��(AB), "�� AB = {f | f : B → A}.

N�!�	����� 
�!����  �����

�!�
��/ ����%�
�!�
�� ��  ����
����
�!�
�� 
;�!�	���/
!���	
  "
!�	���� !�	
���� �������� 
;�!�	����

,����� "�����	����� ��������(�	� "�����	 ��	������ ����%��
 ��"�

��C	���	��

 � � ,�1�%���� %��(A) � %��(B)
def⇔ ∃C (C ⊆ B∧A ∼ C).

� �;!����( ���!���
 (���	 %�� A � B8
 ���	�/ �� �
 ��	����/ "�(� B��������
A8
� H A � B/ �� A �∼ B/ ���� A ≺ B8
 ���	�/ �� �
 ��	����/ "�(� B 	��
��(��
�������� A8
�

,���(��/ "�(� ��	��	 "���� A � A @��S���!�
��A/ �� � ��/ "�(� " A � B

�� B � C/ ���� A � C @
�	��
�!�
��A�  �� !���(�� ��	�	/ "�(� " A � B ��
B � A/ ���� ���?� �;!�
�����8�/ "�(� A ∼ B� �� ��� !���(��/ "�(� ������� ��

"��� ��������( ;����"��	��
"
�8�/ �� ������� A,B "������ A � B ��
B � A �;�'� !������� ��		��� @� (��	(�	 
��%"�
��A� �� ����� 
�
���� @�������

����	��
�� 	���'� �;��'	�A !����
 �	� ������  �����������

 �&� ����
 @3%"�;���E6��	�
��	A� )� A � B � B � A� ����� A ∼ B� �

 �)� ����
� � � �	����� 
�	�
� ����(����� �

4�(��

"
�/ "�(�  � ����%�� �����	������

.��� ���������� 
� �� 	�� ���������� 
�
 �����

� ��(������ !�(
���	 "���
  
�������
�� ������ ���
���� N ��������(�
 ℵ08��
���;��'� @��
��. ��� 	��� !(� ��� ����1A� -�����	
 ℵ0  ��(������ !�(
���	 ��������(�

1ℵ � ����� ����� ���# ���	���



�� >� )������� ��������
�

 �+� ,�1�%���� 1����	�� A (������ ��
	����������� �	�	�*��� (� ����(A) �
ℵ0� ��
	���������� ��
��������� (� ����(A) = ℵ0� � ��� ��
	�������
����� �������� (� ����(A) � ℵ0�

H A !�(
���	 �� B ��(�������"
� "���/ ����

%��(A) � ℵ0 �� %��(B) � ℵ0 ⇒ %��(A ∪ B) ∼ %��(A).

-		�� ��(�����?�	 ��(�������"
� "��� ������� ����"��� �� ��(�������"
��
-(� !�(
���	 "��� ��	
��	 ���� ��(�������"
� ��������(*/ " ������ ����8
�
� ��	���"�
?���

 ��� ����
� �� N × N (����� �	
�������(����� �
�	�	��

3�����%��#� 3������� ���  
�������
�� ���������
 � ����� 
�����
 �����	
.

(0, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 3) . . .

(1, 0) (1, 1) (1, 2) (1, 3) . . .

(2, 0) (2, 1) (2, 2) (2, 3) . . .

(3, 0) (3, 1) (3, 2) (3, 3) . . .
���

���
���

���

� 
�����
 ������ �(��
��	 �����
� ��	���"�
?��.

(0, 0), (0, 1), (1, 0), (2, 0), (1, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (2, 1), (3, 0), . . .

N × N �������?� ���� "��� 
�"�
 ��(�������"
�	 !�(
���	� �

 ��2� ����
� Q �	
�������(����� �
�	�	��

3�����%��#� �� +�#� 
�
�� ����	��
��"�� "��	��	 ����	� ��� H � ����� 
����8
�
 ������
 � ���	
�

=
�
��� ���������= ���� ��	����'�/ �(� ��'����
�! f : N → Q

���������
 ���	��

0,
1

1
−
1

1

2

1
−
2

1
. . .

1

2
−
1

2

2

2
−
2

2
. . .

1

3
−
1

3

2

3
−
2

3
. . .

���
���

���
���

H ��	��	 ���	 
;�
�

=
�
�(��	�=/ ���� ��� ��?����
���	 ������	 ��� ��������
/

����  ��������� �����
�! ����� �

 ���� ����
� �	
�������(����� �
�	�	� (������� �	
�������(����� �
�	�	� �������
����� 	
�	�%��	 �	
�������(����� �
�	�	��



>�#� �	
�������(��� � �	� �	
�������(��� (������� ��

3�����%��#� <�(��	 I ��(�������"
�	 !�(
���	/ �� Ai ��(�������"
�	 !�(
���	
��	��	 i ∈ I8��� I ∼ N ������
���	 �����
�'� �� � ����� "�����
.

B0 = A0

Bi = Ai \ (∪j<iBj) i = 1, 2, 3, . . .

-���� Bi ∩Bj = ∅ (i �= j) �� ∪Ai = ∪Bi� 4�!�� ��	��	 i ∈ I8�� Bi ⊆ Ai/ ����
  Bi

"����� �� ��(�������"
� ��������(*�/ �(� ������� �����
� ��	���"�
?��.

B0 = {b00, b01, b02,...}

B1 = {b10, b11, b12,...}

B2 = {b20, b21, b22,...}
���

-����?�  �����
����� �
=
�
��� ���������= *�
 �����
!� �����
�! ����	 �����
'�

�� ∪Ai (i ∈ I) ������
 N8��� �

 ��� 	7���	������� Z,Nn (n ∈ N+),∪∞
n=0Nn �	
�������(����� �
�	�	� (�����

����

,��	 ��	��	 !�(
���	 "��� ��(�������"
�F

 ���� ����
 @V	
��A� A���	�� A (������� A ≺ ℘(A)�

3�����%��#� �� a �→ {a} �;�%�;	;��	 �(���
���> ���������� A8	� ℘(A)8�/ ����

A � ℘(A)� � 
�!������	 �	�����
 ����	 
�(�'� ���/ "�(� ��
���� �(� f �����
�!
��������� A8��� ℘(A)8�� <�(��	 B = {a ∈ A | a �∈ f(a)}� H !����� b ∈ B8��
f(b) = B/ ����  B "��� ��C	�%��� �����	
 b ∈ B 	�� ��"�
��(��� O� b �∈ B ���
��"�
��(��/ ���
 f(b) = B ��

 b ∈ B �;!�
���	�� -� ����	
��	� f �����
�!�
���	��
�

�� ���	
� ����	��
�� ���������/ "�(� " ��

 !�(
���	 1−� �����
�� �(�
@fn, n ∈ NA !�(
���	 �����
/ ����  g(n) = 1 − fn(n) �����
 � ���	
� �������8
����	 	�� ��������� -�
  ��	�
���%��
 !��������� ���	 ����	��� 	�!���'��

�� +���� 
�
�� �;!�
�����	��/ "�(� N8�?� �;		��	 ��"�
 	(���� ��������(*
!�(
���	 "���
 ��	�
����	�/ ��� ���!�  !�(
���	 "����� ��������( 	�� ��8
	���

 ��!� ����
� R �	� �	
�������(����

3�����%��#� <�(��	 J = {x| 0 < x < 1, x ∈ R}� 4�!�� � f : J → R/

f(x) =
x− 1

2

x(x − 1)

�'((!�	� �����
�!/ ����
 ���(�	�? J 	�� ��(�������"
���(�
 ����	��
	�� G	�����

����	 
�(�'� ���/ "�(� ��
���� �(� N → J �����%��� � ���7� 
�
��	�� ����
�

'�/
"�(� ��
���	
!� ���
��  
������ 
;�
��
?�/ ������ �����
�����	 !�"�			 ����!�
%��� #8�� ���/  
;��� 
������
;�
 �;�%�;	;��	 �(���
���>�	 ��(�����
�
"�
?  !���
������	�� -		�� ��(�����?�	 �������� ��� J ;����� �����
/ �� ����� ��� �����
 �



�� >� )������� ��������
�

�������
 
������ 
;�
 ���	.

j0 = 0.z00z01z02z03 . . .

j1 = 0.z10z11z12z13 . . .

j2 = 0.z20z21z22z23 . . .
���

-����  0.ẑ0ẑ1ẑ2 . . . ���� ���
��	 	�� �������� � ���	
� �����������	/ ��		����	
ẑi �= zii �� ẑi �= 9� -� ����	
��	� J ��������"
���(�	�� �

 �� � ,�1�%���� 1����	�� A (������ ����������	���		
(��� �	�	�*��� (�
	������	�� R��	��

2�	
�	���8��������(* "����� 
�������
���	 !�(
���	��� �� ����� 
�
��
 ����8
	��
�� 	���'� �;�;��'��

 ��&� ����
� ℘(N),Rn (n ∈ N+) .� %
� � �����	$ ������ C (������ � � ����	�����
��/ ������������������
'���

� 
�
��	�� ��(�����?�	 �(� �(��	�� ��	
��	� "��� ��  "��������	���� �����8
����� 
�� ��	
��	� "��� ��	�� ��������(*�2

� ������
��	 ��(��


��/ "�(� N ≺ R� !���� !�
�

� ��� �
  ������
/ "�(�
!	8� !���  ��

? �;�;

/ �� ��
����8� ���	 A "���/ ������ N ≺ A ≺ R� ��
� ����
��/ "�(� ����	 "��� 	�	%�  ���������	����	 !(� �����������������	$
9�
��	����	/ ��!�� ������� A "���� A ≺ ℘(A)/ ��(������"�
�'�/ "�(� !	8�
���	 B !�(
���	 "��� �� A "���/ "�(� B ≺ A ≺ ℘(B)� �� � ����
��/ "�(� ����	
"����� 	�	%��	��/ � ������	����� ���������	����	 � �#��8�	 !��	 ����8
��	��
�

/ "�(�  !���� 

�� �'((/ �����	 "���������
�
 !����
�	�� � �
	���
!��
��
/  '	��	��8(��	�	�8%"��%� "���������
 @'(!A ����	
��	�����	8

����(�
 ���
�
����!� @��
 ������'�A  ��	
�	���"���
����
 ��� ��		� ��(%����	�/
��� ������	��
	� 	�� ��"�
�

� ������
 !�(�	 ���  ��������� ��(������	�/ "�(� �����	 ����	��
��� ������8
��� �� ��	�
���%��� ��"�
��(����  �'�;	���� !�(
���	 "������	� � �� ������
��	
��

��/ "�(�  
�������
�� �������	  
����� �	���%�� ��  ��������
�
�� 	�*�
 ��!���
��"�
?��(���
� O� ��  "�����
 ��� @!�(
���	A ����"������	F �� �����/ ����	��8

�� 	���'� �;�;�
 
�
���� !����
 �	� ����  ��������� �� ��
��	���
�� ����
 
�����	����

 "����� ��������

<�(��	 (W;<) �(� �����	������ ���

 t ∈W8�� !�����'� �� � ����� ���;���
.
seg t = {x ∈W | x < t}.

� seg t "��� 
�"�
 �(� �����	����

 "��� t8	�� ������ ������
 
�
���� @���8
��
A�

2 /��� ����� �������� �� �������� ��%�%����� ������ ����� �
� �������# �����- $���������
���� �������"������ ���� � n��������� ������ $������� ���������� $����� 
��� ���� � ������
���������� �� "���0

'
������ �� ��� ����� ���' 	�
���� ��������� -��  ���������0

'
� ����

�� ������ 
�������"���' 1� � �������� �������� ���"�����
�� � ����������� ����"�� �����
$���������� �����&�� �

'
������� ������' ����������� ���� ������� 
���# ������������� ������

1926���� �� "���0
'
2���� ��� 	��� �� ������ � ������ ����� ��������� $�������������'



>�#� �	
�������(��� � �	� �	
�������(��� (������� ��

 ��)� ����
 @
�	��C	�
 �	���%��A� ,	
�	� (W;<) 	
� ����	��	��� �	
�*� &	�� (�
�
� B ⊆W (����� ����	� t ∈W 	�	��	

seg t ⊆ B ⇒ t ∈ B.
4���� B = W�

� �������  
����� �	���%�� @���� ������
A ��
��	���
��� &��"��	��"
���(�
  ���8
��	������ 
�
�� ���
���
�� � 
�
��
 ��
���	 �� "��	�����/ "�(� ��(��
����/ �(�
W �����	����

 "��� ��	��	 ������� 
�����'� !������	 
�����	��(� -�?��;� ��	
�������
 (�>�
�'� ;���� �(� B "����/ �������� 
�����'�  
�����	��(/ ��� �
�	���%��� �������	 ��(��

���/ "�(� " ��	��	 x < t ����	�� ��(!	 � ��



�����	��(/ ���� t8	�� �� ��(!	� � 
����� �	���%��!� ����	
�
��	 
�"�
 �

 	�	%�
�'�;	 �����
�

-�������'	� !����  ���� ��������
�
����/ �������	
 �(� �����
�
 ��(�"
�	�
*(�/ "�(� ��(����  0 "����	 ���!�

 ��
���
/ �� ��(��	� �(� ������� ������
/
���� ����	  �����
 n "����	 ���!�

 ��
����?� �������
��� � n+1 "����	 ���!�


��
���
� O� �� !	 ����/ "  �����
 �(� 
(� 	��%�� � ?
 �;�!�
��	 ��(��?�?
?�
�'((F G���	���  ��������
�
�� 	�� "��	��"
�� � ��������
�
�� ����� ��
��	����
!��
��
 ��"�
?!� 
����/ "�(� �(� �����
 �(� 
(��
 �  ���	� ��?�? 
( �'((!�	��8
��	
 �"���� ��(� � 
�
��
 ��
���	 N8�� ��������/ �� 
�
��?��(�� �����	����


"���� ��!�	���/ �		�	 ����  	�!�� � 
�
��
 ����	��
�� 	���'� �;�;��'��

 ��+� ����
 @
�	��C	�
 ��������
�
��A� ,	
�	� (W;<) 	
� ����	��	��� � A 	
� �	��
��"�	
	� �	� *�	� (������ �	
�*� &	�� (�
� ����	� x ∈ ℘(W) (�����(�� 	
���	��
�6	� ��	��� ����� y ∈ ℘(A) (������ ��	���	 � γ(x, y) ���	�	���&������ ����� 4��
��� 	
���	��6	� ��	��� ����� f : ℘(W) → ℘(A) &*

���� ������ ����	� t ∈W��	
γ(f|seg t, f(t)) �����

� 
�
�� ����	
?��(�  �����
��
�����	��	 �

 !	/ "�(� ��(�
��(�!�� ���	 f ��8
�����! �'((!�	���/ ��������� �"
��/ ������	�� ��	��	 f(t) �'((!�	���
��  ���
������	 ��������
 f(x), x < t ��
���� �'((!�	��� 4�����!�  ��������
�
�� �� 

�	��C	�
 ��������
�
�� �;!�
�����	����	
 "��	��"
�	� �������! ���������
 ��
�'((!�	����
  �����
�(���� ���(�������	��� � �;!�
���? ������
��	 �����
 �� ��8

�	�  
�
�� ����������

#"������	��
 ��0�� ����	� �����
�! ���������


@A ��
 �'�;	�;�? "����*��(* ����� ��	
�� �;�;

/
@�A  [0, 1] �	
��!���� �� � �(���(	�� ����* 	�(���
 ��	
�� �;�;

�

 ��0� 0���	
�'� � f : N × N → N/

f(m,n) =
k(k + 1)

2
+m

�'((!�	�
/ "�� k = m + n� 6���	��
��� ��/ "�(� f �����
�!� -���� � +�#� 
�
�� �(�
�
��	
�! ����	��
���
 �
���
 ��0�� 6���	��
��� ��/ "�(� � �(���� ������ "����	� ��������( ��(����8
���"
�	 !�(
���	� -		�� ���"��	�����!� ������ �� �
 ��/ "�(� ��
��	�� 
�	��8
%�	��	� ������/ �������  ��������(�� 	(���� � �(���� ������ "����	�



�	 >� )������� ��������
�

��������(�	���
 ��0!� � �� ������
��	 ��

��/ "�(� (Q;≤) �� (R;≤) 	�� �����	����

��/ ���
 (Z;≤)
��� �� ����	� ��( Q8� �(� �����	�����
� � ������� R ���
���	 ����
 	�� �>�;8
���F 4�(��(����'�/ "�(� R8�� 	�� ������
�� �����	�����/ "���

  �����	������ 
�
��
��
������	 ��	��	 "��� �����	���"�
?�

������������  ������
 ��

� ��������(���� ��%���
�� ��(��!�
?�� ������
�� ��(
���"
�� ����7 ��
3���� L�M/ !���	
  �	��	� L�#M �;	�!���	� �����
���� 
��(����
 ��!�"
�	�

�!���� %�,�� �� %��&���	� L��M ��	�����	�



'� (��)���������

� �����	
���� !�(�� "����� ������	�� ����	�������!��/ � ����	������� �'�;	8
�;�? ��"�
?��(��	�� ��(����������!� ��(�������� G���	�� ������� ������� '���8
��	��� �(� 
������	/ C(���� ����	������  ���
����	/ ��
>� ����	������ �(� ����	/
	������ ��"�
?��(�� �(� �����	%����
���	/ �
�� 3����� ������ ����  !�����	>��(8
�����
����� ��  �������

� �
��
������� � �����	
�����	� ������ ��%���

!	  ����������

��/ %�����
������

��/ (����
���!� ��  (���������

�� ��� � ����8
��
 ���? �������	 ��(��������'�  ���������
 ����	
��� !����!���
	�/ �� ��
��8
	�� ����������
 ���������
�	�� � ������
 ������� �������	 �����	
����� ���������
��(����� ����	 ��� "��	��"
� 
�
�����
 ����	��
�	�/  ��	�������8 �� ����	�������

�
��
/  ��
���8��!�
 ��  ��(��� ���
 �������
� � ������
 !�(�	 ���%����� ��������
�� �����	
����� ;�����'((������� ��(������	��

0��� 2����
�$��, "���$��, �����	�$��

&��� ,�1�%���� ,	
�	� A 	
� �	���"�	
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�� @� =������������

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n! 1 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800


��� ����� �  ����������  &��
��� ���# ������ �������

���� ������ <E ���� <E �
���� �	�� ��� � 
# �������������� 	 �
��	 P10 = 10! =

3 628 800�

���� ������ � 3 ����* %	��	
�� �������
��� ����$��:��'��������� �
��	 3! = 6" 	
������� '����������� 	 =�<>� ����	 �$�	��	�

� ���� ���  ��
������� �'((!�	� ��
����
 ��

� � ���? 	�"�	� "����	� H��	��
��(��(���	'	� � ���? "
 ��
������� ��
���
/ !���	
 �
  
�	�
/ "�(� n! ��(���	��
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√
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n+k−1�

3�����%��#� ,����� n8����> "��� k8� ���
���* ����
����� �����	�%��� *(� ��
��(�"
�/ "�(�  k �����
 
�
��?��(�� �����	���	 �����������/ ������� 	;!��!?�	/
!(��� � ����
����� �����	�%��� ���� � n �����?� �����"�
? k8����> ��	�
�	
	;!��!? �����
�� �����!� �(����� ��(� H��	�� (�	���

� !����� n ����>
"��� k8� ���
���* ����
��� 	���'�� �����	�%��� ���� � n �����?� �����"�
?
k ����> ���(��*	 ��	�
�	 �����
�� �����!� �(����� ��(� -		�� ��(�����?�	
��C	�����	� ��
 "���
.

A = {(a1, a2, . . . , ak) | aj ∈ N, 1 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ ak ≤ n},

B = {(b1, b2, . . . , bk) | bj ∈ N, 1 ≤ b1 < b2 < . . . < bk ≤ n + k− 1}.

4�!�� |A| = Ck,i
n �� |B| = Ck

n+k−1/  
�
�� ����	��
���"�� ���(�	�? �(� �����%��

��
���
�	�  ��
 "��� �;�;

� 4�� ��(��(������	 �����%��
 �����'	� �(� f1 :
[1, k] → [1, n] ��	�
�	 	;!����? �� �(� f2 : [1, k] → [1, n+k−1] ���(��*	 ��	�
�	
	;!����? �'((!�	� �;�;

� � h(j) = f1(j) + j − 1 ;�����'((����� ��C	���
 �'((!�	�
��	
��	 ��(�����  �;!�
����	���	��� �

���� ������ ? �	�	 �
	����� �����:���	� C5,i
6 =

(
10
5

)
= 252 ��� � 
# ���� ��%��������

&���� ,�1�%���� )� 	
� n ����' 	�	��"� ���� ���������� �� 	�	�	� � � �� k ����'
	
������� �*� �� �" ��� (k ≤ n)� 	�	� �	���	 n1, n2, . . . , nk 
��������

�� &��������
	�"� � n = n1+n2+. . .+nk� ����� n�	�	�6 ������ ����� �	���*�� n1, n2, . . . , nk

����' �	�����		���



@��� 8	��������� ��������� ���������� ��

B��;��� ���	 �����
�%��� �����
 Pn1,n2,...,nk
n �

&��� ����
�

Pn1,n2,...,nk
n =

n!

n1!n2! · · ·nk!
.

3�����%��#� � ����	��
��
 k �����	
� �	���%��!� !�(���'�� k = 1 ���
�	 Pn
n = 1 =

n!/n!� <�(��	 k > 1 �� 
�(�'� ���/ "�(� k − 1 ����* �'�;	�;�? ���� ���
�	 �(�
� ����
��� <�(��	 ���� �
�	 k �'�;	�;�? ���� n1, n2, . . . , nk ��?��������� (�������8
(���� ��

� �� ����
����� �����
�%��� �;�;

 �����
�'	� ����%��
. ��
 �����
�%��
���� ��(��	 ����%���	/ " ��"(�! ���?�'� � nk8���� ��?������� �����
/ ��	��
�����
�%��"�� ��
�	�� 2;		�> ����
	�/ "�(� ��  ����%�� ��!�!��	%�����%��/ � ���8

����� ���� Pn1,n2,...,nk−1

n−nk
� 4��
 ��������� ;���� � ���
����� ���������
� � k−1

�'�;	�;�? �����?� ���� �����
�%����� 		�����������	 
���	� k ����>
 �����
�	�/
"�	����������	 � n−nk + 1 ��"�
��(�� "��� �;�'� @s ��� �������

 
��(� �;8
�;

 s− 1 ��� "�����/ !���	
 � ���? ��� �� � �
��� �;(� ��"�
 ��	�A nk ���
��!����
"
�/ ��(�	(��!� �(� "��� 
;����;�� ��!����
���
 ��� -(� ���
����	 
�"�

C

nk,i
n−nk+1 = Cnk

n ���� ����� -���
 � ����
����� �����
�%��� ����

Pn1,n2,...,nk
n = P

n1,...,nk−1
n−nk

Cnk
n =

(n − nk)!

n1!n2! · · ·nk−1!

n!

nk!(n − nk)!
=

n!

n1!n2! · · ·nk!
.

�

���� ������ F�� �����" ���� '�%��" ��� 
 ��" �	�	���� ��� ����	 ������ 8!/(2!4!1!1!) = 840�
'��������� ��%�� ���	�	����

B�(����'� ��(/ "�(� � ����
����� �����
�%�� ��(�� �'�;	�;��� � ����
�����
!���%�� �� �����	�%�� ��(���
��� �� ����
����� �����
�%�� ���
���	 �;(��
�'�/ "�(�
������ 
����* �����?� "�	�
 !����
"
�	�/ ��( � �
�����	�� ��������� �����

���"�	����� ���"��	��"
����

� ������
��	 ��
�

 �����
��  (�����
�	 	�� ;	����	/ "	�� !�(����	
������	� ��?�

����� ������ !�� ��	8�	� �	�%	�� k '	��	 ������	� � 
��
(

k
2

)n
�'��������� ����%����� n

	���$���	� 2�2 ��� � 
#��

����� ������ 5 �	��� %4
$�� ��� 52 �	��� '�	�:�	 �����	:���	���� �
  ��
�� ��%��#���
� 
�� %��� ������ ���
 	 �	��� � 
 ��

	( ���	�� ��� ��
0
( ������	� ��� ��
0
:( ���'���� ��� ��
,

�
 	( ������ :���
��* ��#�
 � 	
/
����
/ ��������  ��
��
�������� � :���	�	� 4 ��
 �	�"

�
���
(

48
5

)
������ ���:� 	 ��%4
��� �	��� � 
 �� ��
� �
  ��
�� ��%������� %4
���� �
��	(

52
5

)
" ��� ���	�� ��� ��


(
52
5

)
−
(

48
5

)
������ ���
� � ( ��������� 	
 �������� ��
� ����'��

�������� ���	�
�%	��$�" �� ������ ���	�
������ 	 �	�	��� 4 �	���
(

48
4

)
�'���������� ��%��

	 ���	�
 4 · (48
4

)
� � :( ������ �	�� �������� ��
� %4
$�� �	�� ����� ���" ��� 	 �����

���'��������� 	�	���� 4 · (48
4

)
+
(

48
5

)
������ %4
$�� ���'���� ��� ��
��



�� @� =������������

#"������	��
&��0�� H�	� %��� �'�;	�;�? ��(��?� ���� "
��(�> ���� �����"�
?F -��	 ������
�;�'� "�	� ���	 !	/ ��������	 ��	
��	 � ���
�	 ������(� ��������F
&��0� �� n8����> A "����	 "�	� "���(�	 ��	�� ����%�� !	F
&��0�� H�	����������	 '�
�
"�
 �� H���"���� �(� "����* ��
� �����  7 
;��� �;�'�
;
;
/ " 0���� �� 2�� 	�� '�"�
 �(���� �����F
&��0!� ��
*� ������ �������
� �;�'� �� ��!( '�� 4�	��(���'� "������	 ��� 
����������!� @�� %�� !��'�A� H�	����������	 !����
"
  ������  "��%�(	? ����8
���
���� + ��!(�
 *(�/ "�(� 	� ��(��	�� �;�;

'� ����	��(��F N� n ��!( �;�'�
k8
F

0��� 3�	������� �� ����	������� 
�
��

�� �������	 ��
 ��	��(�� ����
��
 !���(���	� ;����(�� "
!�	������ �� ����
����

�
��?��(�� �(���(������ �����

�! (�>�>��	 �(��/ �� �� � �(�����>��( ���8
!���
 
��
��	 @R !(� CA ��	���� �� ?��
� 4�	���
 ����
�� ����	��
����� ������8
��	?�	 ��"��	����� � ��
��	�� ����%�
�!�
��/ �����

�!�
�� �� ����
����
�!�
��

�
���
 @����� 
�
��A�

&���� ����
 @��	������� 
�
��A� ,	
�	� x, y ∈ R � �	
�	� n ∈ N+� 4����

(x + y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k.

3�����%��#� �� n 
�	���?� (x+y)n �����
�
 �����
!� xkyn−k ��* 
(��
 ���	�
@0 ≤ k ≤ nA� -(� ����	 
( *(� ����
�����/ "�(� � n 
�	���? �;�'� k8��� � x8�
/
n − k8��� � y8
 !����
���� $;(��
�

 k8� � xkyn−k 
( 		������ ��( ��?���	�/
"�	����� � n 
�	���?�?�  k ��� x8�
 ��!����
"
���/ !(���

(
n
k

)
8����� k8�

;����(��!� �����  
�
�� ����
���
� �
��
(
n
k

)
��* ������ �		�	 ��
��  ��������	 �
�#������ ��	�!����
�

&��!� 	7���	������� ,	
�	� n ∈ N+� 4����� x = y = 1� ���	��	 x = 1, y = −1
�	(	��	��	�%���	� �� 	�"�" ��	��	 ������� (�
�

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n,

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k = 0.

�

,��	 ��  "�����
 ����/ " ��

? "����

 
;�� 
(* ;����( n8���� "
!�	��

�����
	�	� �������
	�F



@�#� � ���������	�� � � ��
���� ������&������ ��

&�� � ����
 @����	������� 
�
��A� ,	
�	� x1, x2, . . . , xr ∈ R � �	
�	� r, n ∈ N+� 4��
���

(x1 + x2 + . . .+ xr)
n =

∑
i1+i2+...+ir=n

Pi1,i2,...,ir
n x

i1

1 x
i2

2 · · · xir
r .

3�����%��#� � ����	��
��
 r �����	
� 
����� �	���%��!� !�(���'�� �� r = 1 ���

	���!�	!��� <�(��	 r > 1 �� 
�(�'� ���/ "�(� r− 18�( �(� � ����
��� ,�(���'� �� �
x2 + . . .+ xr = u "����

���
��
 �� 
���	
�'�  ��	������� 
�
��
� -����

(x1 + x2 + . . .+ xr)
n = (x1 + u)n =

n∑
i1=0

(
n

i1

)
x

i1

1 u
n−i1 .

�� �	���%��� ���
�!��
 un−i1 8�� �����!

n∑
i1=0

(
n

i1

)
xi1

1

∑
i2+i3+...+ir=n−i1

Pi2,i3,...,ir

n−i1
xi2

2 x
i3

3 · · ·xir
r =

=
∑

i1+i2+...+ir=n

(
n

i1

)
P

i2,i3,...,ir

n−i1
x

i1

1 x
i2

2 · · · xir
r .

&��"��	��!/ "�(�(
n

i1

)
Pi2,i3,...,ir

n−i1
=

n!

i1!(n − i1)!

(n − i1)!

i2! · · · ir! = Pi1,...,ir
n ,

 ����	��
�� ����� �

0��� � ��
���4��" ��  ������ ���
4������

-(�����>/ �� �(�	 "��	�� (�	���
�
 ��(����	� ��( � �������	�

&��&� ����
 @��
���8��!A� )� n + 1 ����� ���
�� n ���������� �	�� 	�(	��	��*���
����� �	
����� 	
� ���������� �	
����� �� ����
 �	�*�� �

-� �������
 �
 ����	
�/ "�(� �(� n8����> "��� n8����> "���� !�� ����������
���� �� %�� ���� �	���
�!/ " ��'����
�!�

����� ������ ����$�	��$�" %��� 	
 A = {1, 2, . . . , 7, 8} %	��	
�� ��%��� �� ���	�
�$��
��  � �" � 
���� �	�	������ ����#��� 	
  ��
��� ������	� 9�

F�����$���$�� 4 %	��	
� 	
 	��� ������ A1 = {1, 8}" A2 = {2, 7}" A3 = {3, 6}"
A4 = {4, 5}� �
 A %	��	
�� �����	�
����  � �
�� ���������� ���� ���
 A1, . . . , A4 �	�
�	���������� G� ����� �
 :�	� ���� %	��	
" �	�	������ ��� �
�� $��	�		 	 %	��	
	
'�� �	���
��� �������� 	 %	��	
���� ����� �
����  ��
��� ������ 9�

&��)� ����
 @9�
��	�� ��
���8��!A� )� n ����� ���
�� m ����� ���������� �	��
	�(	��	��*��� ����� �	�� ����� ��������� �(�� �	
����� �(n − 1)/m� + 1 ����
 �	�*��



�� @� =������������

3�����%��#� G	�����
 ����	��
�	�� H  ��
����� ��(������� �(n − 1)/m� �����


�
���	�	�/ ���� ;������	 ��(������� m · �(n− 1)/m� ≤ m · (n− 1)/m = n− 1
����'	� ��		�� �

���	� ������ ���$�	��$�" %��� 30 ����
#������� ���	�
���� ���� � 
�� ������ �	� 5
���	�" 	��� 	 %�� $��	�	
�� �	���� �
��������

� %�� �	��	� ���
��� 	 ��	�$����" ��� 	
 ������ �������� ���'����#�� n = 30 �� m = 7�
!���� �(30−1)/7�+1 = 5 ���� �
���	� 	 %�� $��	�	
�� �	���� ������� 	 �
�������	�����

�� ����� ������� ������ �����	
����� ����
 ��(������	� ���%��
<�(��	 ��

 N �����
��/ ������ �;�'� ����	���� ��	������	�� � ��?�� ��(8

��

 α1, α2, . . . , αn 
�����	��(�� �;�'� �(��������� �� N �����
�� ����������8
	�� ��"�
 
;�� 
�����	��( ��/ !(� ��� �(� ���� B��;��� N(αi, αj, . . . , αk) ��	
�����
���� �����
/ ������ � αi, αj, . . . , αk 
�����	��(�� ��	��(����!�� @���
8
��( 
�!������� ��A ��	������	��� H "	(�*����	� �����/ "�(� ���	 �����
���

!����
�	� ��/ ������ !������� 
�����	��((� 	�� ��	��������/ ���� �
 �;�'�8
!�	���� ���;��'�� 5������ N(α1, α3, α4) ����	
� ��	 �����
���� �����
/ ������
� α1 �� α3 
�����	��(���� ��	������	��/ � α4 
�����	��((� ��	�	 	��� ��
�(��� 
�����	��((� ��� ��	������? �����
���� �����
 �(� N(α1, α2, . . . , αn) ��8
�;��� ,�����'� �� � ����� ���;������
�

S0 = N,

S1 = N(α1) +N(α2) + . . .+N(αn),
S2 = N(α1, α2) +N(α1, α3) + . . .+N(α1, αn) + . . .+N(αn−1, αn),
S3 = N(α1, α2, α3) + . . .+N(αn−2, αn−1, αn),

���
Sn = N(α1, α2, . . . , αn).

�� ;����(��� � α1, . . . , αn 
�����	��(�� ��	��	 ��"�
��(�� �����	�%����� ��
�	�?
 �����	� C(�������!�
��� 	���'��

&��+� ����
 @��(��� ���
8������A� �� ����� �	� ��	��	�

N(α1, α2, . . . , αn) = S0 − S1 + S2 − S3 + . . .+ (−1)nSn.

3�����%��#� <�(��	 P �(� ���	 �����
��/ ������ � α1, α2, . . . , αn 
�����	8
��(�� �;�'� ��	
��	 k ��� 
�����'�� -���� P k8���� ������ ��?  ��(���� �(�

�����	��((� ��	������? �����
���� �����	� ������������	/

(
k
2

)
8��;�  ��(����

��
 
�����	��((� ��	������? �����
���� �����	� ������������	/
(
k
3

)
8����  ��(8

���� "���� 
�����	��((� ��	������? �����
���� �����	� ������������	/ �� �(�

�!���/

(
k
k

)
8����  ��(���� k 
�����	��((� ��	������? �����
���� �����	� ���8

���������	� J(�/ " k ≥ 1/ ����  ����� �;!�
�����	� �����	
  P �����
�� ��?���8
������	� ���� � �(��	��
 ���� �����	

1−

(
k

1

)
+

(
k

2

)
−

(
k

3

)
+ . . . + (−1)k

(
k

k

)
= (1− 1)k = 0.

H k = 0/ ���� P �(� ���	 �����
��/ ���� � α1, α2, . . . , αn 
�����	��(�� �;�'�
�(������ ��� ��	��������/ �(� ��	
��	 �(����� ������ ��? � �(��	��
 ���� �����	�



@�7� :�	������ ������ � ��������� ��

-����  
�
��
 ������	��
�

��� �

���
� ������ !�� ����	�	���� @H ���� �����
��" � 
���� >H��� 	����$�" +?��� �������"
=E�	� '�	�:��$�" =+�	� 	����$� �� ������� ��" <=��� 	����$� �� '�	�:��$� ��" <<��� ������� ��
'�	�:��$� ��" ����� ����%���� ������� ?��� ��
�����" 	���� %��� �$��	���� ��� ��
��� 	
'�������� ������� ������� ���, � �
��	 '���$�	 �
����� 67−(47+35+20)+(23+12+11)−5 = 6�

����� ������ .��� �
�������� ������
��� ����
�� ��� k�����* X %	��	
�	� ��� n ����* Y
%	��	
�	" 	%�� 1 ≤ n ≤ k,

�
 ���	�������� ����
������	 ������ '����%��#" %��� X = {1, . . . , k} �� Y = {1, . . . , n}�
)�� ��� Ai (1 ≤ i ≤ n) 	
�� X → Y ������
���� %	��	
��" 	%�� i ��� �������� !����
	
 X → Y �
�������� ������
���� %	��	
	 A1 ∪ · · · ∪ An � ����
#����� 1 ≤ r ≤ n �� 1 ≤
i1 < · · · < ir ≤ n ������ Ai1

∩ · · · ∩ Air ������	� 	
���� 	 ������
����#� ���" 	%��
i1 , . . . , ir ������ ������ ��� �������� !
�� �
��	 (n − r)k � 9���� r��� �����	�
���	 �����(

n
r

)
�'��������� ��%�������� I�� 	 �
��	�'���$�	 	�	����

|A1 ∪ · · · ∪ An | = n
k +

n∑
r=1

(−1)r

(
n

r

)
(n − r)k =

n∑
r=0

(−1)r

(
n

r

)
(n − r)k

.

#"������	��
&��0�� 6���	��
��� ��/ "�(� ��	��	 n ∈ N+8"�� ��
���� ���	 k ∈ N+/ "�(� � nk
�����
 
���� ������	��������� ��� %��� � �� 1 ��(����?� ����
&��0� -(� �����?�'	�	�� �� ���	� �'���	� ) �'�;	�;�? ��	�����
� H�	��������8
��	 
�"�
�'� ��(/ " + �'�;	�;�? ����
���
 ���	� ���"��	��	�F @-(� ����
���	
���'� 	�� �����
  ����� �����	���/ �� ��	��	 ����
��� ���'� ����A
&��0�� -(� 
���	�"�� ��(����? �����
��� �1 ����� ��(� ���  ��	���������� ���� 	�(�
���
 !��������!��� H�	����������	 
;�
�	"�
 ��/ " �(��� ���
 ��� '���F

0�'� 1��$����� ������ �� �����
��

� 
�	��C	�
 ��������
�
�� �����	
/ " �(� �������! �����
 !������� ������� !8
(��	� ��!�	%���/ ���� �������
���"�� � �
 ��(��?�? �������
 �� �����	'	� �����
� (�����
�	 !������	

=
�����%�
 �������
=/ *	� ��� ������ �������	� �	�  ��8

���
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������ ���	������� ��(�
��(�!��
������ �������� ���
 ��� @��
��	�� ��(�����A �����
"
� ��� 9����  �������
������
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��(���� 
*���

 ��(���
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��	/ �����	%���� ��
��	�� ���	 ����8
�
��/ "��  ���
 �� �;		��	 �������
"
�� -��� �;�'� ����	��� �����
�� ���	
�>�>	 ������	� ��?  �
��
����	/ "�(� �'�;	 	�!�
 �� �
� 	����� -���	 
������
��	 ����	 ���%����� �����
����� ���� ����
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��� ����� � �"����	 ����� ������ ������ ���# ���� �������

7����� 0�!������+������

� (�&�����8������
 � ����� ��������!� ��C	������.

F0 = 0,

F1 = 1,

Fn = Fn−1 + Fn−2 (n > 1).

-�  ��(�(�����>�� ���	 ��������� ������/ ������	  �;!�
���? 
( ��	��( �
��?�? ��

?
?� �'((� B�(����'� ��(/ "�(� �(� ��������
  �����
� ��
���� �  �������
������ 	
�*�� "
����� ��(� � (�&�����8��������	��  �����
� ��
����  ��"�
?
��(�(�����>����.  (�&�����8������  ��(!��
��
���� �;�'���	��� �;�;

 ���8
�	� ����

�
=
��"�� %�������= �� ���� ��/ "�(�	 ��"�
  (�&�����8������
 
��8

�����
�� ����	 ��!���
	�� ,���(����� ��( �(� "��	��> ��" @"���A %��������
�
-(� "���	�� �(� ��'�?�� !	/  ������	?/ ��!��  "����  ������	? ��(
������	��
�
8
��	 ��
���?� ���	�� ��� 4�	��	 	?	��> ��"	�� @���(��� !(� ������	?A ��	�	 ��

��'�?�� !	/ �(� "�� �� �(� 	?	��> @������	?A� � ���� ���  %����� ���? 	�(� ���	
8
��
 ��

� ��� -(� "���	�� 
�"�
 �(� 	(��� �� �(� 	(�	��/ �(� ����� ��
��
 ���	��/ ��
 '��� �� "���� '�	�� !	� 9�
��	��	/ �(� "���	�� ��	
��	
Fn+1 =

n8����	�> 	(���= �� Fn+2 =
n8����	�> 	(�	��= !	/ "��  	(���'�?�

���
�	 n = 0/  �����'�?�	�� n = 1/ �
��

� (�&�����8������ (���	 ������	� ��?  
�������
��	. �(� 
������ 	�8
����(� 
�	�����	 �������  ������	 �(���� �����

 ��!? ��� !���(�� �����������	
��	���?�	�� ��/ ������ ��
���	 34 
����� �;��?� ���	� � �(���/ 558�?� ����( 
����� ���(��� ���	��	� 2����� 
�	����� ���
�	 ��  ���� 21 �� 34/ !(� 13 �� 21.
H��	�� ����	����� C(���"�
? ��(  ��	�?
�������	 ��� � (�&�����8������  ���8
��
��
�����	��	 �� ������� ����		� ��?� � ���� ���  (�&�����8�����
 ���?
	�"�	� 
(��
 ��

��
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377


��� ����� � ���������������� ���# ������ ������

&���� ����
� � (�&������������� n�	��� ��
��

Fn =
1√
5

(
φn − φ̄n

)
(n = 1, 2, 3, . . .), @���A

�(��

φ =
1+

√
5

2
, � φ̄ =

1−
√
5

2
.

3�����%��#� n �����	
� 
����� �	���%��!� ����	��
�	�� n = 18�� � ����
�� 	���!�	!���
0�(�'� ���/ "�(� n = k− 18�( �(� � ����
��� 4�(!���(����� � n = k ���
�
�

Fk = Fk−1 + Fk−2 =
1√
5
(φk−1 − φ̄k−1) +

1√
5
(φk−2 − φ̄k−2) =

=
1√
5

(
φk−1 + φk−2 − (φ̄k−1 + φ̄k−2)

)
=

=
1√
5

(
φk−2(φ+ 1) − φ̄k−2(φ̄+ 1)

)
=

=
1√
5
(φk − φ̄k).

�
6�������	 ��(���?/  @���A �(��	��
��	 Fn ��	��	 n8�� �(��� ����� � φ ≈

1.61803 ���� 	(��	 ��	
��  �
��
�� ������ 
��'��
�	/ �� 	��%�� �

/ "	��
 ����?�>!����
��	 ��/ "�� ��������	��	 	�!�	 �����
� � (;�;( φ ��
> ��	�����

���
���
��� �
�/ �� ����
��( 
��
��	 "��	��
 ��
  �����
  ��������
�	�
@0���
�
� 
�	�/ "�(� � ������� �;��;��(���(�	� �� 
����� �(���(�	�
��	� ��� ����)�A � 
�
����	 �������? ����
��
 ��?��;� ���	� ����	��
�

 �7�+8��	�
�� ����� �(��	�?��(�� ����	��
���
 � :�!��� ������.

φ2 = φ+ 1

φ̄2 = φ̄+ 1
φ̄ = −1/φ.

7�����  ���!���	�������

,��	 "�	����� ����	 ��"�
 �(� n ����* �'�;	�;�? �����?� ���� ����
�
 *(� �
8
��	���	�/ "�(� �(��� ���� �� �����	  "����	 @n ≥ 2AF B��;��'� ����	�� � *	�
%"���� ���#�� ������ ������  �����
 Dn8��� -�
 � ��
���
 � n ���� 	����
���������	��� 	�!���'�� � ������� ��������
 	���'� �(� ��	���
 �����	�

0�(�'� ���/ "�(� n ����� ;�;����	 �������  �����
� H�	� ���
��	 
;�
�	��
��(/ "�(� ��	��	�� ��	
��	 �(� ����
 �� ��/ �� ��	�� ���  ���
��
F ��/
"�(� � Ai �������  j �������* ����
 ��� �� @i �= jA Dn−1 + Dn−2 ���
��	



	� @� =������������

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Dn 1 0 1 2 9 44 265 1 854 14 833 133 496 1 334 961


�	� ����� � ��� ����������������� ���# ������ ������

��"�
��(��/ �(�	�� Aj !(� � i �������* ����
 ��� �� @Dn−2 ����* ��"�
?��(A/
!(� 	�� @Dn−1 ����* ��"�
?��(A� 4�!�� Ai �(� i8
?� �'�;	�;�? �������* ����

n− 1 ���������	 ��"
 ��/ � ����� �������! �����
 �����.

Dn = (n− 1)(Dn−1 +Dn−2).

� ������
������� ��	�!����  ��
����������� !�

 "��	����(��� ����� 2;		��	 �(8
���"
� �(�	��/ "�(�

n! = (n− 1)
(
(n − 1)! + (n− 2)!

)
.

� ��������� !�	
���� ���
 �� ��("
������ "����

 � �����
� ��������
 ������
��(  ���
8������ ��(�
��(�!���

B��;��'� Sk8!� ��	 �����
�%��� �����
/ "�� !������� k ��� ������� ���8

��	  ���
 �����
 ��� ��� -�
  k �������


(
n
k

)
���������	 ��"�
 ��!����
	��

� 
;��� n − k ������� ��������� ����
 ��"
�/ �� (n − k)! ��"�
?��(� P������	

�"�
 Sk =

(
n
k

)
(n−k)!� � ���
8������ �����	
  ��	��
 ������? �����
�%��� ����

Dn =

n∑
k=0

(−1)k

(
n

k

)
(n − k)! =

n∑
k=0

(−1)kn!

k!
= n!

(
1−

1

1!
+
1

2!
− . . .+ (−1)n 1

n!

)
.

@�� 	�������	 ���
��� �����!�"�
��/ "�(� Dn ����	 e−1 ������
���	�� �����
��A
� ���������� �;!�
�����/ "�(� %������>  D0 = 1 ��(��������� -���� D1 =

0,D2 = 1,D3 = 2, �
�� � ���� ����	  ������
��������� �����
�	� ���? 	�"�	�

(��
 ��
"
����

7����� $��������� �"�		(�	,�

,���(����� ��(  ������	 ��
�

 ��	������� �(�'

"
�� 	�"�	� 
�����	��(�
� J�8
��� ��� �

(
n
k

)
��
�����
 ��� n ���
�	� -�
  
�����
�
 �����������	��
��� 	�8

!���'� @��+� ���A� H  
�����
�
 ����	 ����'(��� !����'�/ ����
�	 �������
;�����'((�� 
���� ���	�� �� ���?  
�����
 ����	� ������
����� ��(

n

k

)
=

(
n

n − k

)

;�����'((�� �;!�
�����  ��C	�%�����/ �� ���� ��/ "�(� n �����?� ��	
��	 		��8
���������	 !����
"
�	� �� k ����
/ "�	����������	  ��		���� n−k ����
�
0�!���� �����!�
��/ "�(�  
�����
 n8���� ����	� @n > 0A k8��� �����  �;�;

�
��!? ��  �;�;

� ��!? �� ����� ��������� ;����(�/ !(���(

n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n − 1

k

)
.
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n
(
n
0

) (
n
1

) (
n
2

) (
n
3

) (
n
4

) (
n
5

) (
n
6

) (
n
7

) (
n
8

) (
n
9

) (
n
10

)
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

10 1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1


��� ����� � �������������%� ���# ������ �����

�� ����
�� ����	��
�� ��	��	 n8�� �� k8� ����� ����
 @ ��C	�%����� �;!�
�����A/
��
 (������������	 � :�!��� ����	�� H  ��	
� �(��	��
 ���� �����	  �������

(� ����
��
�	 �������� ��
  (�	���
�
/ �
 �����/ "�(�

(
n
k

)
=
(
n−1
k−1

)
+(

n−2
k−1

)
+
(
n−2

k

)
� 0�!��� ����

!  �����	
��
/ �� C(������� !�!� 

(
k
k

)
=
(
k−1
k−1

)
��	����(�
 �
 �����/ "�(�(

n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n − 2

k− 1

)
+ . . . +

(
k

k− 1

)
+

(
k − 1

k − 1

)
.
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�/ "�(�  
�����
�	 �(� ����  
?�� ��� ��!? �������	  �;�;

� ��!?
������ ;����(��

 �"  ��	������� �(�'

"
�� ��%������� !	 ��'���('	�� 1 ≤ k ≤ n ���
�	 �
����� ��� �����
�
 �����.(

n

k

)
=
n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k(k − 1) · · · 1
=
(n
k

)(n− 1

k− 1

)
· · ·
(
n− k + 1

1

)

≥
(n
k

)k

.

�  ������8���������� ������� k! ≥ (k/e)k �(��	�?
��	��( ��(�
��(�!�� � �����
����? �����
�
 �����. (

n

k

)
=
n(n − 1) · · · (n − k + 1)

k(k − 1) · · · 1
≤ nk

k!

≤
(en
k

)k

.
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=
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�����	 �;�'���(�= ������ �(� "��(�	
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 "��(�	 ������ 15, 6, 7, 28, 56, 35A.(
n − 1

k− 1

)(
n

k+ 1

)(
n + 1

k

)
=

(
n− 1

k

)(
n + 1

k+ 1

)(
n

k− 1

)
.

&�!0&�� G(������/ "�(�
n∑

k=1

k

(
n

k

)
= n2n−1.
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k
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�
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��� 
�
���	�� !�	
������ �� ����� ����������
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�
���� ��( Z,Q,R ������
�'�;	�;�? ���������� ��"�
?��(��	�� !���(��
 ���
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 � (R; +, ·) �(���(������ �	
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��� 
�
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�	 ��
������'��

)��� ,�1�%���� �� a ∈ R ������ � b ∈ R ���� �	������� �	�	�*��� (� ��	���
����� q ∈ R ����� ��	���	 b = aq�

B��;����. a | b� �� a = b = 0 ���
�
 ��!�!� �(��
��	 ����	 q ��
����/ ���
 " b = aq ′ ��

�����'�	�/ ���� 0 = a(q− q ′) ��

 a 	������
� ��		�� R(�	��
  ��%���
�
 *(�
�� �������"�
�'�/ "�(� b �	������ a8!�/ ����
!� "�(� b ����	����	� !(� �����	�
a8	�� H 	�� ��
���� ���	 q ∈ R/ ������ b = aq/ ���� � a 	�� ���
�� b8	��/
��
 a � b8!�� ���;�'	��

� 1 ��	��	 ������ ���
"
� @ 18!� ��QA/ "����	 ��	��	 a8� 0 = a·0� 4������

� 1 ��	��	 ���� ���
���

��� ������ Z��� 2 | 10" ���� 2 · 5 = 10" �� 4 � 6�

�� �������	 � ���
"
���( ��	
���� 
�����	��(�
 ��
"
���� � ����	��
��
 �
:�!��� �������

)�� ����
 @� ���
"
���( 
�����	��(�A�



	� B� 4�	�� ����	���	�

@�A a | a ����	� a ∈ R��	�
@�A a | b � b | c ⇒ a | c,

@�A a1 | b1 � a2 | b2 ⇒ a1a2 | b1b2,

@�A a | b ⇒ ac | bc ����	� c ∈ R��	�
@+A ac | bc � c �= 0 ⇒ a | b,

@�A a | bi � ci ∈ R (i = 1, 2, . . . , k) ⇒ a |
∑k

i=1 bici.

�� @�AE@�A 
�����	��(�� �
 ������� ��/ "�(� � ���
"
���( ��S���!/ 
�	��
�!/ ��
	�� ������
����� ����%��� @�A8�
 ��	����� �����	�%��� 
�����	��(	� 	�!���'��

��� ������ 3������ ��������
�� 	
 	���" ��
�%	������	� �	�:���	���  ��
�'����������
<( a − b | an − bn " ����

a
n − bn = (a − b)(an−1 + an−2

b + · · · + bn−1).

=( a + b | a2n+1 + b2n+1" ����

a
2n+1 + b2n+1 = (a + b)(a2n − a2n−1

b + · · · − ab2n−1 + b2n).

+( a + b | a2n − b2n " ����

a
2n − b2n = (an)2 − (bn)2

.

)��� ,�1�%���� ��� � ������� ��� ����	� ������� ������� �
�	�
��� �	�	��*��

�� �(���(�� R ��	 ������/ ������	��  �������� 	��!� ��
���� �	!���'�� 4�(8
��(����'�/ "�(� � �(���(�� "��� !��
��
�� ����
 ��

� 0���	
�'� ������� 
({a+ b

√
2 | a, b ∈ Z}; +, ·) �(���(������ �	
�(��
��� 
�
���	�
� -���	  �
���
*��8

�	/ ��	
 �
 ���?�� ��
	� ��(���/ !�(
���	 ��� �(���( !	�

)�!� ����
� )� a | b � ε, δ 	
��
	�� ����� εa | δb �� �	��	�*��

3�����%��#� 4�!�� ε | 1/ ����
 ����� r8��� 1 = εr� H b = aq/ ���� δb =
δ(εr)(aq) = (εa)(δqr)/ 
�"�
 !���	 εa | δb� �

� 
�
�� �
 ������ ��/ "�(� �(� ���� �� �(���(������� ���
"
���(� ������	
���

������	 ��	��	 !�������	��� J(� � �(��� ������ ���
"
���(� !���(��
�
 ����>��
8
"�
�'� ���  	��	�(
�! �(�������/ �?
/  1 ���%����� �������	�� 
���
���� �
�	 
����
�! �(��������

)� � ,�1�%���� ��� �������� (�
� a ∈ R � b ∈ R �		�� ������ (� ��	��� �����
ε ∈ R 	
��
� ��	���	� b = εa�

�� ����%���
��( ��S���!/ ������
����� �� 
�	��
�! ����%��/ 
�"�
 ���
������ � 	����8
	� ;	�(�	 ��!'� 	�	%� ��� ����%���
�� �� a ∈ R ���� ����%���
�� � εa ��*
������/ "�� ε �(���(�

�	� ������ ��������� 	 G = {a+bi | a, b ∈ Z} %	��	
�" 	
 4�� �����	��������� � %	��
�	
 ������ 	 ������B ��� ����
 ��:������	�� ;����%	��" %��� (G; +, ·) ���$��4�	 	 ������B



B��� C�������� ����&�
����� 	�

�*���������� ������������ ����������� �	�������� F������� ��� 	 ���$��4�	 ���������� .	
ε ������" 	���� ε | 1� � ����$����	�	� �������� ����� ε | 1 �� ��������" 	��#� ε · ε | 1 · 1 = 1

� �����
��" �	���� |ε|2 | 1� .	 ε = a + bi &a, b ∈ Z(" 	���� ��%�� a2 + b2 | 1" 	�� :�	� 	

a2 +b2 = 1 ������ ��%�������� !���� a = ±1, b = 0" ������� a = 0, b = ±1 	 ����������� �
J	$�������
�� ��*�*���� ��%�� ���� ������ �	�" ��� 	
 	���:����	� ��
����	 ���� ����*�

� 7��� 
�
�� �����	
 ������� 0 �= a ∈ R 	�� �(���( �� ������� ε �(���( ���
�	
ε | a �� εa | a 
�����'�� -����
 � a �������	 �	������� 	�!���'�� <�	��(�� �������

��
��	� ���  ������/ ������	�� %�� 
��!����� ���
�� !		�.

)�&� ,�1�%���� ,	
�	� 0 �= a ∈ R �	� 	
��
� �� a ������ ������������������
��
� ������ �����	��� �	�	��*�� (� a = bc⇒ b ��
� c 	
��
�

�� a = bc �����
�	 	�� ��"�
 b �� �� c �� �(���(/ ���
 ���� a �� � ��		�� -�����	

 ��C	�%���	

=
������ !(�= ��������� 4������
  7��� ��C	�%�� ��

  �����	
"

8

�	 ������	� %�� 
��!����� ���
�� !		�� H �(� 	��	��� �� 	�� �(���( ����	�
 
��!�����
�� �'�;	�;�? ���
�� �� !	/ ���� �		������ 	����� 	�!���'��

)�)� ,�1�%���� ,	
�	� 0 �= p ∈ R �	� 	
��
� � p ������ ������� �	�	��*�� (�
p | bc⇒ p | b ��
� p | c�

� ��C	�%���	 ���

=
��(�	(��? !(�= ��������/ "����	 ��?������"
/ "�(� p  bc

�����
 ��	���
 
�	���?��
 ���
��

�
� ������ �
 ����
 �
���� � ���� 	 7 �� 	 11 '�����%	�	��	��� �� ����� ������ ���
� 4 ��� ����" ���� �����$� 4 | 12 = 2 · 6" �� 4 � 2 �� 4 � 6�

)�+� ����
� ����	� ��%�	�	� &	�����(��������

3�����%��#� <�(��	 p ���� �� p = xy� 4�!�� �(���(������ �	
�(��
��� 
�
���	��	
���(���	�/ ����
 p | xy� � 7�7� ��C	�%�� �����	
 ����� p | x !(� p | y� &��
�"�
?/ "�(�
p | x� J(� x = pz = x(yz) ��

 yz = 1/ ���?� �;!�
�����/ "�(� y �� z �(���(��/ x
�� p ����( ����%���
�� �

,��	 
�����'�8�  
�
�� ����
���	� ��(�����
��/ !(��� "�(� ��	��	 �����	
"8


�	 ���� ����F � ���?�������	 ��
	� ��(���/ "�(�  !���� 	����(���

)��� ,�1�%���� ,	
�	�	� a1, a2, . . . , an �� R 	
��
	�	�	� ���	
������ ��������� �	��
��"�	
	� 	�	�	�� ,	
�	� L ⊆ R 	
� ����� ���(������ �	���	� ����	� l 	�	��	 l | ai

(i = 1, 2, . . . , n)� �������� (� l ′ | ai (i = 1, 2, . . . , n)� ����� l ′ | l� L 	�	�	�� ��
���

���� ����	 �	������� �	�	��*��

-�  ��(	(���� �;�;� ���
� ��(��� ��
����( ��
��  �;������* ��

���	 Z8��	
��
�

 ��(	(���� �;�;� ���
� ��(���
��/ �� ��?	��/ "�(� 
�
��?��(�� �(���(������
�	
�(��
��� 
�
���	��	 ��!�	���� <�
	� ��(���/ "�(� Z8��  ��
 ��(�;����
�� �(�	8
�
 ����(��

��

L � a1, a2, . . . , an ������ �;�;� ���
��	� ���
���� �;�;

 �������� � ���
8
"
���(� 	��!�/ �� " L 	�� '���/ ���� ������ �(���� ����%���
���

��� ������ Z��� 	 @ �� K �������� L = {−2, 2}�



	� B� 4�	�� ����	���	�

)��2� ,�1�%���� )� L 	�	�	� �� 	
��
	�� ����� ��� ��� �������� (�
� a1, a2, . . . , an

������� �������

)���� ,�1�%���� �� a1, a2, . . . , an ∈ R 	�	�	� �������� ������� ������� (� � �
�*�*� �	�	���� �	��"�	� ����� �� 	
��
�"� �*� �� �" ��������

4�(��(����'�/ "�(� � a1, a2, . . . , an ∈ R �������� �����
=
��?����= ���
�
��
 ����	
/

"�(� ����	��	
 ���
�! ������/ ��	
"
=
%��= ���
�! ������ ��		�	��� ���		����	

� ��

 n ���� ����	��	
 ���
�! ����/ ���� ���?� �;!�
�����/ "�(� ���
�! ������/
��( ��(�����
! �� 	�� �(��

��� ������ Z��� 	 6, 9, 16 �
���� ���	��� ������" �� ��� ��������� ���	��� ������" ����
3 | 6 �� 3 | 9" ����� 2 | 6 �� 2 | 16�

)��� ,�1�%���� ,	
�	�	� a1, a2, . . . , an �� R 	
��
	�	�	� ���	
������ ���������
�	���"�	
	� 	�	�	�� ,	
�	� T ⊆ R 	
� ����� ���(������ �	���	� ����	� t 	�	��	
ai | t (i = 1, 2, . . . , n)� �������� (� ai | t ′ (i = 1, 2, . . . , n)� ����� t | t ′� T 	�	�	��
��
��	��� ����	 ����	����	����� �	�	��*��

T � a1, a2, . . . , an ������ �;�;� 
;����;�;���	�� ���
���� �;�;

 ��	������ � ���
8
"
���(� 	��!�/ !���	
 " T 	�� '���/ ���� ������ �(���� ����%���
���

�� ������ Z��� 	 @ �� K �������� T = {−24, 24}�

#"������	��
)��0�� 6���	��
��� ��/ "�(� " a �� b ����%���
�/ ���� a | b �� b | a�
)��0�� 6���	��
��� ��/ "�(� �(���(������ �	
�(��
��� 
�
���	��	 � �(���(�� 
�������� 	��!� ����8%�����
�
 ���
	��

5��� 7��
 
���� � ����� ������ �8����	

)���� ����
� �� 	
�� ������ � ��	� �� 	
��
 ���� ε = ±1�
3�����%��#�  ���!�	 ��	��	 a ∈ Z8�� ±1 | a/ "����	 a = (±1)(±a)� 4������
 " ε
�(���(/ ���� ε | 1/ �� ����� q8!� 1 = εq� -���� |1| = |εq| = |ε||q|� 4�!�� |ε| ≥ 1
�� |q| ≥ 1/ ����
 |ε| = 1/ �� %�� ε = ±1 ��"�
��(��� �

)��!� 	7���	������� )� a | b � b | a� ����� |a| = |b|�

3�����%��#� H a !(� b !�������� 0/ ����  ��'���(����>�	  ����� ��/ �(�
���
�"�
?/ "�(� a, b �= 0� � ���
�
�� �����	
 ����� ��
��	�� ���	 a ′ �� b ′ �(�����/
��������� aa ′ = b �� bb ′ = a� -����  bb ′a ′ = b ;�����'((��
 �����/ ���?�
b �= 0 ��

 b ′a ′ = 1/ !(��� a = ±1 �� b = ±1� � ����	��
�� ����� �

)�� � ����
� ,	
�	�	� a, b ∈ Z� a | b � b �= 0� 4���� |a| ≤ |b|�



B�!� D���(�����
 �� 	
�� ������ � ��	� 	�

3�����%��#� 4�!�� a | b/ ����
 ∃q ∈ Z/ ������ aq = b/ �(� |aq| = |a| · |q| = |b|�
|q| < 1 ���
�	 b = 0 ��		�/ ����
 |q| ≥ 1� -��?� |b| = |a| · |q| ≥ |a| �;!�
������ �
� 
�
�� �;!�
�����	��/ "�(� 0 �= b ∈ Z ���
�	 b8	�� !�(�� ��� ���
�� !	�

8����� 3����
��� ���	��

)��&� ����
 @������� ���
�� 
�
���A� �	���"�	
	� a � b �= 0 	
�� ������(��
	
���	��6	� ��	��	� ����� q � r 	
�� ������� �	��	��	 a = bq+ r � 0 ≤ r < |b|�

3�����%��#� <�(��	 ��?��;� b > 0� � 0 ≤ r = a − bq < b ���
�
�� ��	
��	 ����

�����'�/ " bq ≤ a < b(q + 1)/ �� q ≤ a/b < q + 1� G���	 q �(��� ���� ����(
��	
��	 �(� ��
����/ q = �a/b�� H b < 0/ ����  0 ≤ r = a − bq < |b| = −b
���
�
�� q ≥ a/b > q − 1 
�����'����!�� ��!�!��	�/ �� ��	
��	 �(� q �(����� ���
��		/ ����� q = �a/b�� �
� ������� ���
��	�� ���

 q �����
 ������	��� / r8�
 ����( @��(������ 	��8
	�(
�!A ���������� 	�!���'��

��� ������ ���� ���$��� 1 ��	 �	�� ������ ��# ���
 <E< ��	 �4��	,
��������� 6����� b = 24 �� a = 13 + 101 = 114� !���� 114 = 4 · 24 + 18� -	���� 101

��	 �4��	 18 ��	 &���$��� 6 ��	( ���
�

� ������� ���
�� 
�
��� ���"��	��"
�  ����
�! �(����� 	������	����	 ����8
������"���

)��)� ����
 @������	�������A� ,	
�	� q > 1 � 
�%�	�� 	
��� 4���� ����	�� N �����%�
	
�� ���� 	
���	��6	� %�(��� &	�

N =

n∑
i=0

anq
n

�������� �(�� 0 ≤ ai < q � an �= 0�
3�����%��#� � 0 ≤ a0 < q �� q | N− a0 ���
�
�� ��

 a0 � N8	��  q8!� 
;�
�	?
������� ���
����� ����
���? ��(������ 	��	�(
�! �����/ 
�"�
 ��	
��	 �(�
��(�����? a0 ��
����� -�
 N8�?� ��!�	! �� q8!� ���
! ���;��'�  "�	����
 N08��
-���� �

N0 =
N − a0

q
= anq

n−1 + an−1q
n−2 + . . .+ a2q+ a1

���������� � ��?�? �������
 ����

! �����  ��(�����? ai8� ��
�����
 �� �(���
���>8
��(�
� �
�� ���	
� ��?����
���	 q8
  	������	��� ����	����� 	�!���'�/ � ai ���8
��� ����(  q ��* ������	����� 	����
��� � <�(�����
��� ����	 ��������� q = 10

���
�	  
���� ��* �� q = 2 ���
�	  ��	���� @�8�� ��*A ������	�������� �� ���	
�
�����


N = (anan−1 . . . a1a0)q

���	 ���;��'�� � q = 10 ���
�	  ��������
 �� � ������ ���
'	
�
���
 ��
���	
��"(�����



		 B� 4�	�� ����	���	�

��		����( ��	�!���� �;!���
��

1018 �� -
1015 ��
 5
1012 
�� 0
109 (�( T
106 ��( 4
103 ���� 2
10−3 ����� �
10−6 ����� µ

10−9 		� 	
10−12 ��%� �
10−15 ���
� �
10−18 

� 

���� ����� � �"�� �������������� ����������� ������� ���%�����

��� ������ 21 = (21)10 = (10101)2 " %��
�� 21 = 1 · 24 + 0 · 23 + 1 · 22 + 0 · 2 + 1�

���� ������ �
 ��'���	����	� ��	��	� �	���� ��:�� &�����$� ���:���
�� �����
��(" ����
��� �	���� �	�� &�����$� �������	�	:����( ������������� ���� '�����$�� 	 10��� �
�������
�
����� !
���� 	
 �������� 	 H�<� ���� ���%	�� ��� ����� %	�
���%	���� 7����$� 3 J.
"
8 �;���" ���

8����� 9���"�!! ����� ���	,

H ��
���� � a1, a2, . . . , an ∈ Z ������ ��(	(���� �;�;� ���
��/ ����  ��(	8
(���� �;�;� ���
�� �;�'� � �(��� 	��	�(
�!/ ��
 �	��@a1, a2, . . . , anA8	�� ���;��'��
@� (%�@a1, a2, . . . , anA �� � @a1, a2, . . . , anA ���;��� �� ��
�����
K " 	�� ���� �����8
��
��
/ ���� �� �
����
 ��(��� "��	��	�A�  ���!�	 @0, . . . , 0A= 0/ �(�����	
 ����( 
08�
 ��"(�!  �;�;� ���
�� 	�� !��
��	�� ��/ "�(� a1, a2, . . . , an ���
�! ������/
�
 ����	
�/ "�(� @a1, a2, . . . , anA= 1� H��	��	/ " ��
���� � a1, a2, . . . , an ∈ Z
������ ��(������ �;�;� 
;����;�;��/ ����  ��(������ �;�;� 
;����;�;�;� �;�'� �
�(��� 	��	�(
�!/ ��
 ���
@a1, a2, . . . , anA8	�� ���;��'�� @� �%�@a1, a2, . . . , anA �� �
La1, a2, . . . , anM ���;��� �� (�����/  �;!����( ���!���
 �� �� �
����
 "��	�����A� H
!������� ai 	���/ ���� � �(��
��	 �;�;� 
;����;�;�  0�

-(���
��	 	�� �(�
�� ��
�
?�? ��	�	/ "�(� ������� ��
 �(��� ����	�
��
���� ��(	(���� �;�;� ���
���

)��+� ����
 @��
 �(��� ���� ��(	(���� �;�;� ���
�� ��
�����A� A���	�� �� 	
��
������� ��	��� �	
��
���� � � � ��������

3�����%��#� � ��(	(���� �;�;� ���
� ��
�����
  �
��
�� �(��� ��(?���� ������8
��!�/ � �������	�� ��
������		�� ����	��
��� @��������� ���� �11 �;�'� ��
 (;�;(
�
��
����A� �� �(���
��� ��(�	���
 �/ "�(� � �(��� �����
 �������	
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 �� 	
�� ������ � ��	� 	�

�����
���  �������/ ���  ����� �����
  �������/ �� �(� 
�!��� ��	����(/
��( 1 �����"�� 	�� ��
�	�� 4�(��

���/ "�(� � ������� !�(�� �� � �
����
	�� 	��� ����� ����  ��
 ���� @�(���A ��(	(���� �;�;� ���
���

0�(�'� ���/ "�(� a, b ∈ Z/ b �= 0� H b | a/ ���� b 	���!�	 ��(	(���� �;8
�;� ���
�� H b � a/ ����  ������� ���
�� 
�
���
 �����! ����� qi, ri
�(��������

a = bq1 + r1, "�� 0 < r1 < |b|,

b = r1q2 + r2, "�� 0 < r2 < r1,

r1 = r2q3 + r3, "�� 0 < r3 < r2,
���

rn−2 = rn−1qn + rn, "�� 0 < rn < rn−1,

rn−1 = rnqn+1, (rn+1 = 0).

�� ������� !�(�� ��� �������	 �������?���/ "����	  ������� 	��	�(
�! �(�����
���(��*	 ��	�
�	 %�;���	? �����
�
 ���
���� 6� ���� ��( ��
	�	�/ "�(� rn !��8
�	 � a �� b ������ @�(���A ��(	(���� �;�;� ���
���

�� �(���
��� ����	 !�������� "��! ��?��;� �
 �(������/ "�(� rn �;�;� ���8

�� a8	� �� b8	��� �� �
���� �(��	�?��(�?� rn | rn−1� �� �
���� ��?

� �(��	�?��(�?�
 7��� 
�
�� ��	����� �����	�%��� 
�����	��( ��



rn | rn−1 �� rn | rn ⇒ rn | rn−1qn + rn = rn−2.

�� �������
 ����

! !�('� rn | b/ ��� @� ���? �(��	�?��(�?�A rn | a ������ �
��(	(���� �;�;� ���
� 
�����	��( ����	��
���"�� ���>��?� ������ "���	�� <�(��	
c ∈ Z ���	/ "�(� c | a �� c | b� -���� � ���? �(��	�?��(�?� c | a − bq = r1/ ���
 ���������� c | b∧ c | r1 ⇒ c | b − r1q2 = r2� R(�	�(� ����

! !�('� � �
����
��?

� �(��	�?��(�?� �
 �����/ "�(� c | rn� �

)���� 	7���	������� A���	�� a1, a2, . . . , an ∈ Z ��������� ��	��� �	
��
����
� � � ������� �

(a1, a2, . . . , an) = ((. . . ((a1, a2), a3), . . . , an−1), an).

3�����%��#� 2�
 ���� �;�;� ���
��	� "��� ��(�(�����  ��
 ���� ��(	(����
�;�;� ���
�� ���
��	� "����!�� � 
;���
 �	���%��!� ������ �

)�2� 	7���	������� )� c > 0� ����� (ca, cb) = c(a, b)�

3�����%��#� 0���	
�'� � (a, b) ��?����
���� ����(��� ���������� �(���
���
/ ��(��	
� �
���� 	��	��� ����� rn = (a, b)� H ��	��	 �(��	�?��(�
 ��(������	� c8!��/
���� ����	  (ca, cb)8
 ��?����
� ���������� �(���
���"�� ��
�	�� -���	 � �
����
	��	��� ����� (ca, cb) = crn = c(a, b)� �

)��� ����
� �� a � b 	
�� ������ �	
��
���� � � � ������� �������� u � v
	
��	��	� ��&	�	�(	�" (a, b) = au+ bv ��������

3�����%��#� �� ���������� �(���
��� ���? �(��	�?��(��?� r18�
 �������!� r1 = a−bq1

������ -�
  ������� �(��	��
�� "����

���
!�

r2 = b − r1q2 = b− (a − bq1)q2 = a(−q2) + b(1+ q1q2),



�� B� 4�	�� ����	���	�

�� r2 �����"
� aU+bV ���	� -����  ���������� 
�!���"��! � �
���� ��?

�
�(��	�?��(�?� �
 �����/ "�(� (a, b) = rn �� �������"�
? au+ bv ���	� �

���� ������ F������� ��� =EE> �� ?@ ����	��� � 
 � ��
������

2004 = 35 · 56 + 44

56 = 1 · 44 + 12

44 = 3 · 12 + 8

12 = 1 · 8 + 4

8 = 2 · 4.
-	���� &2004, 56( = 4� ���� '���

�� �� 	 ����	��� � 
 � ��
��� 	 2004 �� 	 56 ��������
������:���	�����

44 = 1 · 2004 − 35 · 56
12 = 56 − 44 = 56 − (2004 − 35 · 56) = −2004 + 56 · 36
8 = 44 − 3 · 12 = 2004 − 35 · 56 − 3(−2004 + 56 · 36) = 4 · 2004 − 143 · 56
4 = 12 − 8 = −2004 + 56 · 36 − (4 · 2004 − 143 · 56) = −5 · 2004 + 56 · 179.

L��	��%%�
 	
 ��������%�
 �$�%	�$��" %	 	 �������� ������:��� 	
 �$������
� 	�������$�
�	�	�������
	�	 �����#� ���$��	 ���$� '���

4 = 12 − 8 = 12 − (44 − 3 · 12) = −44 + 4 · 12 = −44 + 4(56 − 44) = −5 · 44 + 4 · 56
= −5(2004 − 35 · 56) + 4 · 56 = −5 · 2004 + 179 · 56.

� 7���� 
�
�� �����	
 � ���������� �(���
��� ��(�
��(�!�� 
�
��?��(�� a, b �(�����
���
�	 
���"
�� ���	 u, v �(�����/ ��������� (a, b) = au + bv� O� 	�� %��
�(� ����	 ������� ��
����� H �(�	�� u0, v0 ��(�����?��/ ���� u1 = u0 + bt ��
v1 = v0 − at �� ��� ��	��	 t ∈ Z ���
�	.

au1 + bv1 = a(u0 + bt) + b(v0 − at) = au0 + bv0 = (a, b).

� 7���� 
�
�� ��	
�� �;!�
�����	��  ��
������
��	�� ������	 ����������	
�
������ ��(���"
���(�� !�	
���� ����� 
�
��� O���	
���� �(��	��
	�� ���	
�(��� �(�'

"
�� �(���� �(��	��
�
 	�!��'	�/ ����	��  ��(������
 �� � �(���
������ �;����	 ������'�� �� ax + by = c �(��	��
��	 
�"�
 a, b, c �;(��
�

 �(���
������ �� ��(������	 � �(��	��
�
 �����(�
? x, y �(��� �������
 ��
�'��

)�� ����
� - 
�%�	�� a, b, c 	
�� ������ 	�	�� �� ax+by = c ���&������� 	
�	��
�	��	� ����� � ���� ����� ��	��� �	
������� (� (a, b) | c�

3�����%��#� -�?��;� 
�(�'� ���/ "�(� ��
���� �(� x0, y0 ��(������ -���� (a, b) | a

�� (a, b) | b ����	 (a, b) | ax0 + by0 = c� 4�(�����
/ 
�(�'� ���/ "�(� (a, b) | c/
!(��� !������	 t8�� c = (a, b)t� -����  7���� 
�
�� ��

 ����� u, v �(��������
(a, b) = au+ bv� �� �(��	��
�
 t8!�� ������! �
 �����/ "�(� c = a(ut) + b(vt)/
�� x = ut �� y = vt ��(����� � ax+ by = c ����	
���� �(��	��
	��� �
4�(���"
���( ���
�	 � ���������� �(���
��� �(�*

� �������
 �� ����(��

  ��	�����
����	
���� �(��	��
 @�(���A ��(������	� ��(��������"���

�� ����� 
�
�� ��	
�� �������
 ��
����  ����������
 ��
�
���	�� ����	��
���8
	���
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 �� 	
�� ������ � ��	� �


)��� ����
� )� c | (a, b) � (c, a) = 1� ����� c | b�

3�����%��#� -��(�	�? �
 � ���
�
 !���(��	�/ ����� a, b �� c �� ����
�!�� -����
c | ab/ c | cb ��  7��1� �;!�
�����	� ����	 c | (ab, cb) = (a, c)b = b� �

8����� ��.��� 
� ���!��	(�	�	�����

)�!� ����
� �� 	
�� ������ � ��	� p ����� � ���� ����� ��%�� (� &	�����(��������

3�����%��#�  ���!�	 ���
�"�
?/ "�(� p �= 0 �� p �= ±1� ��
 ���� %�� ����
	�/ "�(�
" p �����	
"

�	/ ���� ���� ��� <�(��	 p | bc� H p | b/ ���� �����	 !(��	��
H p � b/ ���� p �����	
"

�	��( �� (p, b) | p ��

 (p, b) = 1� � p | bc ��
(p, b) = 1 ���
�
�����?�  7���� 
�
�� ����	 p | c �;!�
������ �
6���

�� 
�"�
/ "�(� � �(����� �;����	  ������ ��  �����	
"

�	 ������ �(���8
��	��� -���
 
�"�
? ��(/ "�(� � �(��� �������  �;����������	  �����	
"

�	
����	� ��(�����? 
�����	��((� ��
�������  ����������
/ �������
 ���	 ���
8
��	 ����		������� �� ������ 	�!��	�� � ��
 ��(��� ��	�	 ��� �����;���	
	�� ���
�
��	'� ��!�!��	�� G���	 ������� � ({a + b

√
−5 | a, b ∈ Z}; +, ·) �(���(�8

����� �	
�(��
��� 
�
���	�/ "��  3, 2 ± √
5 ������ ������%������ ������/ �� 	��

����������� -�����	  �����;�;���	 � ������	�� 
;������/ ��	��(���	 �'�;	�;�?
�����	
���� �� ��"�
��(��� �� ���	
� �����;���	 9 = 3 · 3 = (2 +

√
−5)(2 −

√
−5)�

8�����  �������
��	 ����	
	���

)� � ����
 @ ����������
 ��
�
���A� ����	�� � 0���� � 	
��
	��"� �*� �� �"
	
�� ���� �
	� ��� &	�����(������� ���� ���������� ����(���� � 	� � &	������� �
���	�"� ����	����"� � 	
��
��	�	�	��"� 	��	�����	 	
���	��6�

�� �(���
���>��( �
 ����	
�/ "�(� " a = p1p2 . . . pr = q1q2 . . . qs/ "�� pi �� qj

������ �����	
"

�	��/ ���� r = s �� ��  pi �� qj ������ !������	 �����	���	
�(���� �(���(���������

���� ������ 20 = 2 · 2 · 5 = (−2) · 2 · (−5) = 5 · (−2) · (−2)�

3�����%��#� � �����	
"
���( ����	��
��. ��(��	 a ∈ Z 	�� 	��� �� 	�� �(���(�
H a �����	
"

�	/ ���� �����	 !(��	�� H a 	�� �����	
"

�	/ ���� ��
����
	��
��!����� ���
��� -��� �;�'�  ��(������ ����
�! ��'���(�����	 �����	
"

�	�
-���� a = p1a1/ "�� p1 �����	
"

�	 �� a1 	�� �(���(� H a1 �����	
"

8
�	/ ���� �����	 !(��	�K " 	��/ ���� ��
���� ���	 p2 �����	
"

�	/ "�(�
a1 = p2a2/ "�� a2 	�� �(���(� H��	��	 ����	� �� a28!��/ �
�� -�������	� !�(��
��� �������	 !�(�
 ��/ ���
 � |ai| ������ ����
�! �(����� ���(��*	 ��	�
�	 %�;�8
��	? �����
�
 ���
���� J(� ����
�	� �(� ���	 ak8"��/ ���� ��� �����	
"

�	�
-���� � a = p1p2 . . . pk ��?����
��
 	����'��
�� �(���
���>��( ����	��
��. 
�(�'� ��� �	�����
/ "�(� a8	� @��(����A ��
 ��	��8
(���	 �'�;	�;�? �����	
�� ��
����/ !(���

a = p1p2 . . . pr = q1q2 . . . qs @7��A



�� B� 4�	�� ����	���	�

H �

 !������� pi �(���(������� !������� qj8	��/ ������� p1 = εq1/ ���� q18��
�(�����>��
!�

a ′ =
a

q1
= εp2p3 . . . pr = q2q3 . . . qs,

!(��� a ′8	�� ��
 ��	��(���	 �'�;	�;�? �����	
���
 ������ �� �������
 ����

!
!�('� �(� ���	 ����"�� ��
�	�/ ����	�� ��
���� �����	
����	 ��� 	�	%��	�� �(�8
��(������ 
�	���?�� &��
�"�
?/ "�(� � �	�����
 ���
�!����	 �������? @7��A ��?����
��
����	� -���� p1 | q1q2 . . . qs� 4�!�� p1 �����	
"

�	/ ����
 ���� ��/ !(��� p1

��'���(�����	 ���
� ��(���� � �(��� qj 
�	���?
� H ��	�	 p1 | qj/ ���� qj

�����	
"

�	��( ��

 p1 !(� �(���( !(� qj �(���(�������/ �� ��	���

? ��8
��	
��	���� �
&�(����'� ��(/ "�(� � �(���
���>��( ����	��
�� ��	��(���	  ������� ���
��
��!�(��"�
?��(��� ��'�
� 9�
���	 �� �(�/ "�(� " �(� �(���(������ �	
�(��
��� 
�8

���	��	 ��
����  ������� ���
�� ��(�����?��/ ���� �

 ��!�	���  ����������

��
�
���� ,����	
 � ����
�� ��(�����
�� 	�� �(�. ��
��	�� ���	 �����;�;�/ ��8
������	 ��!�	���  ����������
 ��
�
���/ 	�" ��������	 ��
������	 	�� ��
����
��		'� ������� ���
���

� �;!�
���?���	 ����
�! ������ ����
�! ���
��!� ��(������	� �� ���������	
�� ����
�! ���������
 ��(�	� ��
�	�� -����  ����������
 ��
�
�����	 �������?
����
�	���?� �����	
�� � ������
 ����	
�.

)�&� ����
� ����	� n > 1 	
�� ����

n = pα1

1 pα2

2 . . . pαr
r =

r∏
i=1

pαi

i

������� %�(���� �(�� p1, p2, . . . , pr �*� �� �" .�����%�/ ��%�	� � αi > 0 	
��	�� 4�
� &	�%��� � ��%�(���������	�"� ����	����"� 	��	�����	 	
���	��6� �� 	�"���%���� ��
n ���� ��������	 �������� �	�	��*�� �

��	� ������ 123456 �	�����$� 	�	��	 26 ·3·643" �� ��� �	�����$� 	�	��	 �����$� 25 ·6·643�

�� n ���� ����	����� ��������	 �������� ��
�	�/ "  ��	
� ��?����
���	 �
αi = 0 ���
�
 �� ��(�	(���'�� 0�������
���	 � �(���
���>��( �����  ������? �����8
��(�� 
�	���?�
?� ��
���	
!� ��
�	�?�

��
� ������ 123456 ���������� �	�����$� 	�	��	 25 · 3 · 50 · 643 �� 25 · 3 · 70 · 643 ���

� ����
�! �(����� ���
�� �� ��� ����  �	�	���� �� ��(�
��(�!�� �;		��	 �

�8
��	
"�
?�

)�)� ����
� ��
n = p

α1

1 p
α2

2 . . . pαr
r

��������� ����' ����
�/ �����%� ������ �������� �

d = p
β1

1 p
β2

2 . . . pβr
r



B�!� D���(�����
 �� 	
�� ������ � ��	� ��

����' ������� �(�� 0 ≤ βi ≤ αi, i = 1, 2, . . . , r�
�/ �����%� ������ �����

τ(n) = (α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αr + 1).

�� ���
�� ���
�	  ������
�

 �	�	���� ���
 "��	��
��� � 
��!����� ���
��
 
βi = 0 ��  βi = αi @��	��	 i8��A ���%����� ���
����	 ������ � τ(n) �'((!�	� � n
����
�! ���
�� �����	� �������� ���;�����

3�����%��#� A H n = cd/ ���� c �� d ����
�	���?� �����	
���	� �����
 n
����
�	���?� �����	
�� ���� ��(��	� �A �� ;����� ����
�! ���
�
 *(� �����/ "�(� 
βi ��
�!?� ��	��	 i8�� �(����
�� �'((�
��	'� !�(�(��
	�  0, 1, . . . αi ��
�����	/ 
��
�!?� �(����
�� �'((�
��	 ��(!����
���� �(� (α1+1)(α2+1) . . . (αr+1) ��"�
?��(
!	� � ����
�! ���
�� ��?����
���	� �(���
���>��(�
 ���"��	��!  
�
�� ����	��
��
����� �

���� ������ .	 n = 27347" 	���� τ(n) = 8 · 5 · 2 = 80 �� d = 26 · 7 ��
���	 n�����

,��	  ��(������ �;�;� 
;����;�;� �� ��	��	 �(��� ������� ���
�	 ��
����F

)�+� ����
� �	���"�	
	� a, b 	
�� ������� ��	��� ������������
 	�	��
 	
���	��6
�	
���	�� � � � � ���� � �	�

3�����%��#� H a = 0 !(� b = 0/ ���� [a, b] = 0� 0�(�'� ���/ "�(� a, b > 0�
6���
���/ "�(� a �� b ��(������ �;�;� 
;����;�;�� t = ab/(a, b)�  ���!�	 t 
;����;8
�;�� a8	� �� �� b8	�� ��/ "����	 a/(a, b)/ ����
!� b/(a, b) �� �(������ 4������
 t � a
�� b 
�
��?��(�� T �;�;� 
;�����	�� ���
��/ "����	 (T/a, T/b) = (Ta/ab, Tb/ab) =
T(a, b)/ab = T/t �(��� ����/ !(��� t | T � H a �� b !�������� @!(� ��	���

?A
	�(
�!/ ���� "��	�� ��(��	
������ t = [a, b] = |ab|/(a, b)� �

)��� 	7���	������� ,	
�	� a, b, c ∈ Z� 4���� (a, b)[a, b] = |ab|�

)��2� 	7���	������� ,	
�	� a, b, c ∈ Z� (a, b) = 1� 4���� |ab| = [a, b]�

)���� ����
� )� a, b, c ∈ Z� ����� a | c � b | c ⇔ [a, b] | c�

3�����%��#� �� a �� b �(����� ;����� ����
�! �;�;� 
;����;�;�� �	�	���� ��8
���	  pi8� ��
�!?�� ��(���� ����/ ��	
 [a, b]8��	/ �� ������

 ��� ������ ��
��?������"
	�� J(�  �;�;� 
;����;�;�;� ����	 [a, b] 
;����;�;���� �

)��� ����
� @�A )� �� a � b �����%� 	
��	� �����%���� ��������� ������

a = p
α1

1 p
α2

2 . . . pαr
r � b = pβ1

1 p
β2

2 . . . pβr
r , �(�� αi ≥ 0, βj ≥ 0,

�����
(a, b) = p

min(α1,β1)
1 p

min(α2,β2)
2 . . . pmin(αr,βr)

r ,

[a, b] = p
max(α1,β1)
1 p

max(α2,β2)
2 . . . pmax(αr,βr)

r .

@�A (ab, c) = 1 ⇔ (a, c) = 1 � (b, c) = 1.



�� B� 4�	�� ����	���	�

� ��	
� �����������	 min(αi, βi) �� max(αi, βi) � αi, βi ������ �;�'�  ���������
/
����
!�  	(������
 ����	
�/ " αi �= βi/ ����
!�  �;�;� ��
��'��
/ " αi = βi�

3�����%��#� @�A -(� d ����
�! �(��� ��	
��	 ���� �;�;� ���
�� a8	� �� b8	��/ "
d | a �� d | b� -� �
 ����	
�/ "�(� d ������
�

 �	�	���� �����	 ��	��	 pi ����
γi ��
�!?���� γi ≤ αi �� γi ≤ βi/ �� ����( ��� ��!�!��	�/ "�(� γi ≤ min(αi, βi)�
� ��(	(���� �;�;� ���
�
 ���� �����/ "  γi ��
�!?��
  ��(	(����� !����
8
���� � ��(������ �;�;� 
;����;�;��� !�	
���� �(��	�?��( ����	��
�� 	��( ����	

;�
�	��� @�A 2�
 ���� ��	
��	 ���� ���
�! ����/ " 	�	%� �;�;� �������
����� �

���� ������ �
 a = 23 · 37 · 72 �� b = 2 · 38 · 5 · 73 ������ (a, b) = 2 · 37 · 72 ��
[a, b] = 23 · 38 · 5 · 73 �

� ��(	(���� �;�;� ���
�/ ����
!�  ��(������ �;�;� 
;����;�;� ���	
� ����	 !��
��("
������ ��	������	�� 
>	��/ ��	�	 	�� 
*� "
���	� ��������  (� ������
���
�	 	�� �����'	� (���� �(���
���
  �	�	���� �� ��("
��������� R(�	�8
��� ��
 �(��� ���� ��(	(���� �;�;� ���
���
 � ���������� �(���
��� 	(� ������
���
�	 �� (����	 ��(��� 4�(��(����'� 
�!����/ "�(� 
�������
�� ������ ����
��!��
�	� ����	?������� ������
���� "
���	� �(���
������ -(� 	(� �(��� ����
������(� 
�"�
 �(���
�����	 ���;	
"�
?/ ��( ��
���������� 	�� �����'	� (����
�������
� -�  
�	� 
�
��������� ��	�
���%����� "��	��
�/ ��
 � WW ������
��	
!���(���	� ��( ������
���	�

8���4�  ��.������� ���!�
������

� 
�������
�� ������ �������	�� !���( ���	/ ��	
  ��������. 
�
���
��/ 
'	�8
��	���/ ������� �� ��!���
��� 4�� ��������� -����� %��> ��	�����	 �������� �
����� 
�
��.

)���� ����
� � ��%������� ����� �
�	�	��

3�����%��#� 0�(�'� ��� �	�����
/ "�(� %�� !�(�� ��� �������� !	/ p1, p2, . . . , pk,

�� ��(��	 n =
∏k

j=1 pj� -���� n + 1 	���!�	 p1 = 2, p2, . . . pk �(����!�� ��� ���
8
"
�/ �(�	����  ����������
 ��
�
��� ��

 ����	���	 ��
���� �������
��� -�
����	
��	� � �	�����
 ���
�!��	��� �
� �;!�
���? 
�
���?� � ���'� ��/ "�(�  ������ �;�;

 
�
��?��(���	 	(� "��(��

���"
���

)��!� ����
� �	���"�	
	� �����%� 	
�� N ����(�� �	
��(��� 	
� �	
����� N (����'
�����  ���	�	�� ������ ���������� ���	��������

3�����%��#� �� ��?�? ����	��
��"�� "��	��	 ��������	�� B��;��� nk � ;�����/ 
pk ����	�� 	�� 	(���� ������ �����
�
� -���� nk +2, nk +3, nk +4, . . . , nk +pk

��	� ;����
�

��� 0���
�	� 
�"�
 N = pk − 1 �(���� �
�	� ;����
�

 �����
� �
� � ��  � ��!�
���!�� ���������� 
�������
�� ������ 	�� ��"�
	�� �(�����>��(
������/ ���
 �(���'� ��	��( ������ R(�	���� ��?	��	
 ��?������"
	� �(����8
"�� �(�	 �;���� ������/ *(�	�!���

 ���������� / ����� p �� p + 2 �� ����� ��
 �������/ "�(� ��
����8� !�(
���	 ��� �����������/ ���( ��(���
�	� �� �����8
���������� ��
��	����	 �� ��(��(���"
�.  ���������� ������ �'�;	���(�



B�!� D���(�����
 �� 	
�� ������ � ��	� ��

!��	 !�(
���	 ������� ����8�
=
	(��	 ��%��=� � !�	&��	�8
�
�� �����	
 ������� n > 1

�(��� ���
�	 ��
���� ���	 p ����/ ������ n < p < 2n/ !(���  ���������� ������
�'�;	���(� 	�� 	?"�


=

*� (����	=� 6�����	��
"
�/ "�(� " pk ���;��  k8��� ���8

��
/ ���� pk+1 − pk < (log pk)8/9 !�(
���	 ��� k ���
�	 
�����'�� �� ����������
��	��	�����	

=
	(��	 ��
��	= "��������	�� ��  ������ �;�;

/ � ���������� ��8

%�����;����(� �(�	�� ��	!��(�	� @���A/ ��(  ������� ��!��(�	�� -� �
���� 
�	�
�
 �� ��

�/ "�(�

=
���( ���= �������� !	� H π(x) ���;�� � x8	�� 	�� 	(����

������ �����
/ ����  ��������
�
�� �����	


lim
x→∞

π(x)

x/ ln(x)
= 1.

� 
�
��
 ��� ����� �� -	�	��	 �� ���
�

�/ �� %������� �� �	 �� �����	#
������ ����	��
�

 �� � 	����� ��(������;���!��� H ��

 n8�( 	��%��  ���8
��� ������ �����'	� �� ��%����
/ "	�� �(� ����
�����
�	 ��� �� ����� �����	�
?��
/ � ����� �(���
��� "��	��"
��

)�� � ����
 @���������		���8���
A� E���� &	� � �������� !��"� n��
� �� 	��" �����
� ! ��%�� ����	�  ���	� � ���� � �	  ���	�	��� 	�	�	� ('���� ��� � �	
������ ������
� �*� �� 	��"� � # ��%�� 	��	� � ���� � �	�  ���	�	��	�� 	�	�	� ('���� ��� ���� F���
�	��*� �� 	�������

√
n��
� � �	� ��('���� ������ 	
�*�� ��	� �� n��� �	� ��
����

��%��������� ������

� ���
 �(���
����	 ���
 ���(  �������
��

√
n8�( !���(��	�/ ���
 � n ;����
�



���� ��(������ �������
�� 	�� ��"�
 	(����
√
n8	��� H �(�	�� p � n ;����
�



���� ��(������ �������
��/ ���� 	���!�	 n = pk �� p ≤ k� O� ����� p2 ≤ pk = n/
���?� p ≤ √

n�
N������ ������/ "�(� ����	��� 
�����	��(* �����
���	 !	8� !�(
���	 ���

����� �� ����� 
�
��
 ����	��
�� 	���'� �;�;��'��

)��&� ����
 @�������	�8
�
��A� )� a, d ∈ Z� d > 0 � (a, d) = 1� ����� �� a +
kd, k = 0, 1, 2, . . . �������� ������� �
�	�	� ��� ��%�	� ���������� �

� ���������� ������
���	 ������ 	�!���
�� ���
�� ��
����/ � �������	 ��

?

������	� ���.

• 2�
 �(����
 �;!�
? 	�(���
���� �;�;

 ��	��( 
���"
� ���������

• 4�	��	 �8	�� 	(���� ����� ���� �����"
� ��
 ���� ;����(���	
 @�����
����&���8���
��A�

� ���%����� ��* ������ �;�'�  2k + 1 ��  2k − 1 ��* �������
 ����
�'� ��(/
� ��?������
 (	����8������	��/ � �
�����
 
	��		8������	�� 	�!���'��
4�(��

"
�/ "�(� " 2k + 1 ����/ ���� k ��'���(�����	 ��

?"
!�	�/ " ����(
2k−1 ����/ ���� k �( �� ����� J(�  (	����8������ Fn = 22n

+1/ 
	��		8
������ ����( Mp = 2p − 1 @p ����A ��*�� G����
/ "�(� Fn  0 ≤ n ≤ 4 ���
�	
����/ ��( 5 ≤ n ≤ 23 ���
�	 ;����
�

� � (	����8������  �������� �����;(��
��������
���	�� ��
��	� �������
.����� ������	��
�

/ "�(� �(� �������� n8��;(
��	
��	 ���� ��������
"�
? ���������� ��������
����� @!(��� �;��?!�� �� !�	���8
!�A/ " n = 2αp1 . . . pr/ "�� α ≥ 0, r ≥ 0 ��  pi ������ �'�;	�;�? (	����8
������� �� ���? 	�"�	� ��
��. 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, �
��



�� B� 4�	�� ����	���	�

� 
	��		8���� ������"��  ��������	 	���� �������� ����	 ��
�	�� -���
���	 n 
�������
�� ������/ ������ n8
?� �'�;	�;�? ���
��� ;����(�!�� �(��	�?��
5������ 6 = 1 + 2 + 3� 5�

�	 
;����
�� ������ 1020 �

 ����	���	 	�	%��8
	��/ ���
�"�
?�	 �(���
��	 	�	%��	��� � ����� ������ ��	
��	 ���� 
;����
����/
" n = Mk2

k−1 ��*�� �11+� ����� !�(��( 42 
	��		8���� !��
 ������
��
@2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, �
��A� � 42� 
	��		8���� 225964951 −1/ �� 7 816 230
��%������ ��(��
 
�
���� 4��( ��(���
�	 �  ������/ "�(�  
;����
�� ������
@
	��		8������A �����
 !�(��/ !(� !�(
���	�

8���7� �����������

:��
"
���(� �������� !���(��
�	�� (���	 ������ ��?/ "�(� ������� ���
��
 !�8
(��!�  "�	���� ��
��� 	�� ��	��(��/ !�����	 %��  ������ !	 ��'���('	��
-� �	������ � ����� ����%�� ��!���
���
�

)��)� ,�1�%���� )� a, b,m ∈ Z � m | a − b� ����� ��� �������� (�
� a � b
���
����	�� ������ m� 4�� � ���� a ≡ b (mod m)�	� �	� ��*�� )� a � b �	�
���
��	��	� ������ m� ����� ��� �������� (�
� �����
����	�� ������ m� � ���
%����� (�
� a �≡ b (mod m)�

3������� ��(  
;�;���� a ≡ b @mA ����
!� a �≡ b @mA ���;��� ���

��� ������ 16 ≡ 4 (mod 3)" ���� 3 | 16 − 4 = 12�

2�	(���	%��� !���(��
�	�� ���(�	�? �m > 1 ���
�� �����
���	�/ "����	m | a−b⇔
−m | a − b� �� m = 0 ���
��	 0 | a − b ��	
��	 ���� 
�����'�/ " a = b/ ��( �
m = 1 ���
��	 1 | a− b/ �� ��	��	 a, b ∈ Z8�� 
�����'�/ �(� ���� � ���
�� ��!����
����������

)��+� ����
 @ ��	(���	%� 
�����	��(�A�
@�A a ≡ a (mod m) ����	� a����
@�A a ≡ b (mod m) ⇒ b ≡ a (mod m),
@�A a ≡ b (mod m) � b ≡ c (mod m) ⇒ a ≡ c (mod m),
@�A a ≡ b (mod m) � c ≡ d (mod m) ⇒ a+ c ≡ b+ d (mod m),
@+A a ≡ b (mod m) � c ≡ d (mod m) ⇒ ac ≡ bd (mod m),
@�A f(x) ∈ Z[x] ∧ a ≡ b (mod m) ⇒ f(a) ≡ f(b) (mod m).

3�����%��#� ,���		�� ����
�� �;		��	 �����  ��	(���	%� ��C	�%�������� 5��8
���	
 ��?��;�  @�A 
�����	��(�
 �(������� � ���
�
�� �����	
 m | a−b �� m | c−d/
���?� � ���
"
���( ��	����� �����	�%��� 
�����	��( ����	m | (a+c)−(b+d)/
!(��� a + c ≡ b + d (mod m)� � @�A �� @+A 
�����	��(�� c = d ���
��� a ≡ b

(mod m) ⇒ a + c ≡ b + c (mod m) �� a ≡ b (mod m) ⇒ ac ≡ bc (mod m)/

�!���� � @+A 
�����	��( c = a/ d = b ���
�	�� 
;����;�� ��������� a ≡ b

(mod m) ⇒ an ≡ bn (mod m) ������ 4�	����� ����
��
 ��������!� ��
�	�
�� @�A8"��� �
� 
�
�� ���? "���� ����
�� �
 ������ ��/ "�(�  ��	(���	%� ��S���!/ ������
����� ��

�	��
�! ����%��/ �� ��!�!��	%�����%��� � @�AE@+A 
�����	��(�� ����	 � ��	��
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 �� 	
�� ������ � ��	� ��

������� �����	
� ��	(���	%���
=
;�����"
�� �� ;����������"
���= � 
�
�� �����


��� ����
 �
=
���
������= �� ����� 
�
�� �����	
 � �(�����>��
�� %�� *(� !�(��"�
?

��/ " �;���	  �������
 �� ��(!��
��

����

)���� ����
� )� d = (c,m)� �����

ac ≡ bc (mod m) ⇔ a ≡ b (mod
m

d
).

3�����%��#� � ��C	�%�� ����	 m | (a− b)c/ !(���

m

d
| (a− b)

c

d
.

4�!��
(
m

d
,
c

d
) = 1,

����

m

d
| a− b,

��
a ≡ b (mod

m

d
).

4�(�����
!/  ��	(���	%� ��C	�%��� ����	 ����
�� ���	 q ∈ Z/ ������

m

d
q = a − b.

�� �(��	��
�
 c8!�� ������! �����/ "�(�

mqc

d
= c(a − b),

�� ��!�� c/d �� �(���/ ����
 m | ac− bc/ !(��� ac ≡ bc (mod m)� �
 (��	 ��	��(�� � �����

)�!2� 	7���	������� (c,m) = 1 � ac ≡ bc (mod m) ⇒ a ≡ b (mod m)� �

� 7��)� 
�
�� �����	
 � �(������
 ��!�!��	%����
������ �����"
���� O� !��	 ����
������ ���'�	�� �(� ���
����F

)�!�� ����
� �� a ≡ b (mod m) ���
��	���� �������� ����� �	��	�*�� (� �� a � b
������ m��	� �	�� ������� ������� �������

3�����%��#� :����� �� a8
 �� b8
 �������	m8���� -���� �(���
���>�	 ��
��	��
���	 qa, ra �� qb, rb �(�����/ ��������� a = mqa + ra �� b = mqb + rb/ "��
0 ≤ ra, rb < m� H a ≡ b (mod m)/ ���� m | m(qa − qb) + (ra − rb)/ ���?�
m | ra − rb �;!�
������ O� |ra − rb| < m ��

 ra − rb = 0/ !(��� ra = rb�
4�(�����
!/ " ra = rb/ ���� m | (a− b)/ ����
 a ≡ b (mod m) 
�����'�� �
J(� 
�"�
 ��� � �(����� ���'�	�� �(� ���
����/ ������ m8��� ���
! �(�	�
 
������
 ����(��

����

)�!� ,�1�%���� - 
�%�	�� m ������� �	��	�� �� a���� ���
��	�� 	�	�	� (�������
�� a ����� �	��	�	����� ��������	������� �	�	��*� � [a]m�	� �	� ��*��



�	 B� 4�	�� ����	���	�

� ��C	�%�� �����	
 [a]m = {a+km : k ∈ Z}/ !���	
 a ≡ b (mod m) ⇔ [a]m = [b]m�

���� ������ [3]7 = {. . . ,−11,−4, 3, 10, 17, . . .} = [80]7 �

�� ;����� ��������
���
 
�
���� "��� ���;����.

Zm = {[a]m | 0 ≤ a ≤ m− 1}.

)�!�� ,�1�%���� )� �� m ��	����� ��������������� ����	
����"� ��	�	�*�� ����
����� 	
� �	��	�	����� 	�	�	�� ����� 	�	� 	�	�	� (������� �����	 ������������
	������ �	�	��*� ������ m�

0����� �������	�����  ������ m !�

 ��(������ 	��	�(
�! �������

{a ∈ Z | 0 ≤ a ≤ m− 1}

"���� T���	  ��(������ �����*
 ��
��> �������
 "��	�����/ ��	
 
�����
�������	�����
�

���� ������ ������ �	�	��������
���� �����$� 	 {13,−10, 31,−31,−8}" 	 {0, 1, 2, 3, 4} ��
	 {−2,−1, 0, 1, 2} %	��	
�� ���$�� 5�

� �;!�
���?���	 !���(����� ��(/ "�(�  �������"�� ���
�! ���� �(����� "�(�	
"��������	�� ��  ��������
������	�

)�!!� ����
� a ≡ b (mod m) ⇒ (a,m) = (b,m)�

3�����%��#� � ���
�
�� �����	
 b = a +mc ����� c �(������� 4�!�� (a,m) | a ��
(a,m) | m ����
 (a,m) | b/ �(� (a,m) | (b,m)� H��	��	 ����� � (b,m) | (a,m)
���
"
���( ��/ ����
 (a,m) = (b,m)� �

)�! � ,�1�%���� �� [a]m �������������� ������� ��������	������� �	�	��*��
(� (a,m) = 1�

� 7���� 
�
�� ��

 " �(� ��������
��� �(� ����� ���
�! ����  �������"��/
����  ��������
��� ;����� ����� ����	�

)�!&� ,�1�%���� )� ����	� m ��	����� �	������ ���������������� �������� 	
�
�	��	�	����� 	�	�	� ����������� ����� ������� �����������	���� �������

���� ������ � {−7, 7, 11,−11} %	��	
 ���$���� �	�	��������
�� ���$�� <=�

)�!)� ,�1�%��� @���	�8���� ϕ �'((!�	�A� �	���"�	
	� m �����%� 	
�� 	�	�� �	�
�	���	 ϕ(m) �� m��� �	� ��
����� m�(	� �	���%� ��%� �	����	�	� ������ �������

���� ������ ϕ(1) = 1, ϕ(7) = 6, ϕ(8) = 4, ϕ(10) = 4�

N����!�"�
�'�/ "�(� ϕ(m) =m−1⇔ m ����/ !���	
 "�(� ϕ(m) ����	  ������
m �������
 ��������
����� ����� �� ����� 
�
��  ��	
� ��C	�%������ �;!�
�����/
����	��
���
  7��8�� (�����
� "(�����



B�!� D���(�����
 �� 	
�� ������ � ��	� ��

)�!+� ����
� 4
�� ������ 	
� �	���"�	
	� (������ �������� ����� �����
@�A �	��	� �������	����	�� ������ m� (� � (����� 	�	������ m � 	�	�	� ������
��� �����
��	��	� ������ m�
@�A �	������ �������	����	�� ������ m� (� � (����� 	�	������ ϕ(m)� 	�	�	� ���
������ �����
��	��	� ������ m � �����	����	� �	���%� ��%�	� m�(	��

�� ����� 
�
�� �����	
 
����� �������	�����/ ����
!� �������
 �������	����� ��8
��	��� 
�����	��(* ��	����� 
�	�������%��� �
�	 �� 
�����/ ����
!� �������
 ��8
�����	����� ����

)�!�� ����
 @�������	������� ��	����� 
�	�������%���A� ,	
�	� {a1, a2, . . . , am}

�	��	� �������	����	�� {b1, b2, . . . , bϕ(m)} �	������ �������	����	� ������ m� �
c, d ∈ Z, (c,m) = 1� 4����
@�A {cai + d : 1 ≤ i ≤m} �	��	� �������	����	� ������ m�
@�A {cbi : 1 ≤ i ≤ ϕ(m)} �	������ �������	����	� ������ m�

3�����%��#� @�A �(�����. ��!�� � *� "��� �������� �� m/ ����
  7��)� 
�
��
�����	
 ��� %�� �
 ���� �(���	�/ "�(� ������ ����	��	
 �	��	(���	��� ������ m�
0�(�'� ���/ "�(� cai + d ≡ caj + d (mod m)/ ��(��

���/ "�(� i = j� 4�	���

������� d8
 ��!�	! cai ≡ caj (mod m) ������ 4�!�� (c,m) = 1/ ����
  7��1�
�;!�
�����	� ��

 c8!�� �(�����>��
"�
'	�/ �(� ai ≡ aj (mod m)/ !(��� i = j/
"����	 � ai8� 
����� �������	�����
 ���
	�� @�A �(����� "��	��. � *� "���
�������� �� ϕ(m)/ 
�!���� cbi ≡ cbj (mod m) �� (c,m) = 1 ��

 bi ≡ bj

(mod m)/ !(��� i = j� 4�( �
 ���� �(���	�/ "�(� � *� "��� ������ �� ���
�!
������ m8"��� -� ���� �����/ "�(� (bi,m) = 1/ (c,m) = 1 ��  7���� 
�
�� @�A
����
�� ��

 ����� (cbi,m) = 1 �� 
�����'�� �
� 
�
�� �(� 	(��	 ��	
�� �������  �;!�
���?�

)� 2� ����
 @���	�8
�
��A� ,	
�	� m ∈ N, a ∈ Z, (a,m) = 1� 4���� aϕ(m) ≡ 1

(mod m)�

3�����%��#� <�(��	 r1, r2, . . . rϕ(m) �(� �������
 �������	����� ������m� 4�!��
(a,m) = 1/ ����
 ar1, ar2, . . . , arϕ(m) �� �������
 �������	�����
 ���
 ������
m� � ��
 �������
 �������	�������	  ��(�����? �������	
�	��� ���� ����
"
��
�����	
/ "�(� ������ m ��	�� ���
���� ��	��/ !(��� ri ≡ arj (mod m) �����
1 ≤ i, j ≤ ϕ(m) ���
�	� -����
  ��	(���	%���
 ;����������! �����/ "�(�

aϕ(m)

ϕ(m)∏
j=1

rj ≡
ϕ(m)∏
j=1

rj (mod m).

(ri,m) = 1��

 � ;����� ri8!�� �(�����>��
"�
'	�/ �(� aϕ(m) ≡ 1 (mod m) ������
�
� 
�
����	 �������? (a,m) = 1 ���
�
�� 	��%�� ���(��(��/ "	�� ��'���(�� �� ��	
� ��
������	/ "�(� %�� ���� ��
���� ���	 k > 0 ��
�!?/ ������ ak ≡ 1 (mod m)/
" a �� m ���
�! ������� � 
�
�� ��	���
	 ��(� �(� ����	 k8
� ���	  ���%�����
���
��	/ "  ������� �(� p ��������/ ϕ(p) = p − 1/ �(� � ����� ;�����'((��

������




�� B� 4�	�� ����	���	�

)� �� 	7���	������ @(	����8
�
�� �(��� ���A� )� p ��%������ a ∈ Z � p� |a�
����� ap−1 ≡ 1 (mod p)�

)� � 	7���	������ @(	����8
�
�� ����� ���A� )� p ��%����� � a ∈ Z� ���
��� ap ≡ a (mod p)�

3�����%��#� H p | a/ ���� ��	���
 ���� ���
"
� p8!��� H p � a/ ���� � ��?�?
�;!�
�����	� ��

 ���� �(�� �
&��"�!���  C(�����
/ "�(�  (	����8
�
�� ���? ��� %�� p � a ���
�	/ ��( �������
��� � a �(����� !�	
���� ��(�;
�� 	���'� �� 
�����'��

8���8� 3*%���	�� �����
����	��"�����

� ������ m ��������
����� �;�;

 �>!���
���
 ��
�����"�
'	��

[a]m ⊕ [b]m = [a+ b]m,

[a]m ⊗ [b]m = [ab]m.

-�?��;� �� ��(��

���/ "�(�  �>!���
�� 	�� �'((	�� 

��/ "�(� � �(��� �8
�������
������	 ������ �������	
�	�
 !����
�

��� H �(�	�� [a1]m = [a2]m/
���� a1 ≡ a2 (mod m) �� " [b1]m = [b2]m/ ���� b1 ≡ b2 (mod m)/ ���?�
a1 + b1 ≡ a2 + b2 (mod m)/ !(� ������� [a1 + b1]m = [a2 + b2]m �;!�
������
H��	��	 ���"
�	� ��  ������� ���
���	 ���

)� �� ����
� � ������ m �	�� ��������������� �� �����  ���	������ � ���������
���	 	
��
	�	�	� ��������%� 
�6�6� ���������

3�����%��#� ,���		�� 
�����	��( ��		� �;!�
�����  �>!���
�� ��C	�%��������
5��������	 ��(��

���/ "�(�  ⊕ �>!���
 �����

�!�
�� �� ����%�
�!�
��
 + �����

�!�
������ �� ����%�
�!�
������ ������

[a]m ⊕ [b]m = [a+ b]m

= [b + a]m

= [b]m ⊕ [a]m ,

([a]m ⊕ [b]m) ⊕ [c]m = [a+ b]m ⊕ [c]m

= [(a + b) + c]m

= [a+ (b+ c)]m

= [a]m ⊕ [b + c]m

= [a]m ⊕ ([b]m ⊕ [c]m).

�
4�(��(����'�/ "�(�  ��������
����� �;�;

  ��!�	�� �� ��!�(��"�
?/ !(��� ���8
���� [a]m, [b]m ���
�	 ��	
��	 �(� ���	 [c]m ��
����/ ������ [a]m = [b]m ⊕ [c]m�
� [c]m ��������
���
 [a]m ⊕ [−b]m ���	 ��"
��� ��(�

,���(����� ��(/ "�(� ���� ��������
�����	� ��
���� ������������� ���
������ !(��� ���� [a]m ���
�	 ��
���� ���	 [c]m/ ������ [a]m ⊗ [c]m = [c]m ⊗



B�!� D���(�����
 �� 	
�� ������ � ��	� 
�


[a]m = [1]m� � ���
�
�� ��	
��	 �
 ����	
�/ "�(� [ac]m = [1]m/ �� ac ≡ 1

(mod m)� � ���?�������	 ������	��
���/ "�(� ���	 ��	(���	%� ��(���"
���(�8
	� ��'���(�� �� ���(��(�� ���
�
���/ "�(� (a,m) = 1 
�����'��;	/ !(��� [a]m �������

��������
��� ��(��	� �� ����� 
�
��
 ��
��.

)� !� ����
� � ������ m ��������������� � � �� �������� � �	������ ����������
��������� ��	��� �����������%� ���	��*��

)�  � 	7���	������� � ������ m ��������������� ����� � ���� ����� ��������
�	��	�� (� m ��%��

8���:� 9������� �����������

<�(��	 m > 1 �(��� ����/ !���	
 a, b ∈ Z ��

�� 2�����'� � ax ≡ b (mod m)
��	����� ��	(���	%� ��(������
�  ���!�	/ " x1 ��(�����  ��	(���	%��	�/ ����
��	��	 x2 ≡ x1 (mod m) �� �/ "����	 ����� ax2 ≡ ax1 ≡ b (mod m)� ,(��� "
x1 ��(�����/ ���� � [x1] ��������
��� ;����� ����� �� � ��(������� ��(8
��������"�� �(� ���(�	�? �(� 
����� �������	����� ������
 !�(�(������	��

)� &� ,�1�%���� ,��	���� ���
��	���� �	
����������� � �������� �����
��	��
�	
��������� ���*��

)� )� ����
� �� ax ≡ b (mod m) ���
��	������� �������� ����� ��	��� �	
�������
(� (a,m) | b� )� ��	��� �	
������ ����� � �	
��������� (a,m)�

3�����%��#� �� ax ≡ b (mod m) ��	(���	%� ��(���"
���( �
 ����	
�/ "�(�
��
���� ���	 x1 �(���/ ������ ax1 ≡ b (mod m)� � ��	(���	%� ��C	�%��� ��

 ��
�
 ����	
�/ "�(� ��
���� ���	 x2 �(���/ ������ mx2 = b−ax1/ !(��� ax1 +mx2 =
b� J(� � ax ≡ b (mod m) ��	(���	%� ���� �� %�� ���� ���"
� ��(/ " �
ax1 +mx2 = b ����	
���� �(��	��
 ��(���"
�/ ��	��  ��'���(�� �� ���(��(��
���
�
��� �/ "�(� (a,m) | b 
�����'��;	 @7���� 
�
��A�

4��
 !���(����� ��(  ��(����������
/ ��		����	 ��
���� ��(������ <�(��	
d = (a,m), m1 = m/d, a1 = a/d, b1 = b/d� H d = 1/ ���� ��		����	
{c1, c2, . . . , cm} 
����� �������	�����/ ����  7��#� 
�
�� ��

 {c1a, c2a, . . . , cma}

�� 
����� �������	����� ������ m/ �(� ��	
��	 �(� ���� !	 �;�
'�/ ������ b8
!�� ��	(���	�� -��	 ���� ��
� �������	
��
 ��������
��� � �(��
��	 ��(������ H
d > 1/ ���� ��!�� � ax ≡ b (mod m) �� � a1x ≡ b1 (mod m1) ��	(���	%���

�(�	��� � �(��� ������ ���(�
�� ��/ �(� ���( �
 ��(!���(��	�/ "�(�  ������
m1 �(��
��	 ��������
���
 ���
� ��(������� "�	� �	��	(���	� ��������
���

����	
�	�� ������ m� H x0 ��(����� � a1x ≡ b1 (mod m1) ��	(���	%��	�/
���� ��	
��	 �

x0, x0 +m1, x0 + 2m1, . . . x0 + (d − 1)m1

������ ��	�� �'�;	�;�? ��������
������ ������ m� -� ����( d ��� �	��	(8
���	� ��(�����
 ����	
� ,(���  
����� ��(�����
 

[x0], [x0 +m1], [x0 + 2m1], . . . [x0 + (d − 1)m1]
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��������
����� ������ ���
���� �
� ����	��
����� �����'�
/ "�(� � ax ≡ b (mod m) ��	����� ��	(���	%� �� � ax +
my = b ��	����� ����	
���� �(��	��
 �;�%�;	;��	 !����!���
"�
?� �(������

)� +� ����
� ,	
�	� (a,m) = 1� 4���� �� ax ≡ b (mod m) ���
��	���� 	
�	��	�
�	
������ �� x0 = aϕ(m)−1b (mod m) ������� �	
&	�	�" ��������

3�����%��#� �� ��?�? 
�
�� ��

  ��	(���	%��	� ��
���� ��(�����/ ��(��	 �� x0�
�� ax0 ≡ b (mod m) ��	(���	%��
 aϕ(m)−18(��� ������! � aϕ(m)x0 ≡ aϕ(m)−1b

(mod m) �(��	��
�
 ������ 4�!�� (a,m) = 1/ ����
 � ���	�8
�
���?� � ����
��
�;!�
������ �
� b = 1 ���
 �'�;	��(��/ ��!��  ������

 x ����	 � a ���
�����
�! �	!���� ������
m�

P������(��!/ � ax ≡ b (mod m) ��	(���	%� ��(������
 @��		����	 ��(8
���"
�A *(� �� ��(�����"�
�'�/ "�(� (a,m)8��� ���
! @
�������
���	  ���������
�� ���
�	�A ��(������  ���

 ��	(���	%��
/ ��� �		�� � x0 ��(���������

xk = x0 + k
m

(a,m)

��(�
��(�!�� ��?����
���  
;���
/ "�� 0 ≤ k < (a,m)�

���� ������ D���$� ��� 	 12x ≡ 34 (mod 1234) �����$��:���� ����� (12, 1234) = 2

�� 2 | 34" �
��� 	 �����$��:�	 ������%	��� � �����$��:��� =���� ��
��	 	
� �	��$�" %���
6x ≡ 17 (mod 617)� � �� ���	��� @<H��� ������	 6x ≡ −600 (mod 617) 	�����" �	��
@��	� ��
��	 �	��$�" %��� x ≡ −100 (mod 617)� I�� 	 ���������� x ≡ 517 (mod 1234) ��
x ≡ 1134 (mod 1234)�

8���;� 5�����	�� �����������

<�	����� ��	(���	%��� �
�	 ���
 ��	����� ��	(���	%���	������� �;�;� ��(������

������'��

<�(��	 k ∈ N, m1,m2, . . .mk ∈ N, ai, bi ∈ Z (1 ≤ i ≤ k). ��

a1x ≡ b1 (mod m1)

a2x ≡ b2 (mod m2)

���

akx ≡ bk (mod mk)

��	(���	%���	����� 	������� ��
���	� x0/ " �(������� ���(�
� �� � ;�����
��	(���	%��
� H !������� ��	(���	%��� 	�� 
�����'�  ��(���"
���( ���
�
���/
���� 	���!�	  ��	(���	%���	�����	�� ��	%� ��(������ 4������
/ " �'�;	8�'�;	
��
���� �� � ���	
� ��	(���	%���	� ��(�����/ �� 	�� ���
�
��	'� ��� ���/ "�(�
��
���� ������
�	 ��(������ � ������	�� %�� �(� ���%����� ���
�
 
��(�����/ ����
 ����� ������������ 	�!�	 �����
�

G�?�����
���	� �����	
 �11 �;�'� 3�	80�� ��	� �
��
���� ����

 ��( �
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 �� 	
�� ������ � ��	� 
��

 ��������
/ "�(� "�(�	 ��"�
 ���	 x �(������
 
���	�/ ������ �8��/ +8
�� ��
78
�� ���
! ��	��� �/ �/ ����
!� � ������
 �	�� -(� ����	 ��(����� � x = 23/
� ;����� ��(����� ����(  23 + 105k ��* ������ "���/ "�� k 
�
��?��(��
�(��� �����
 ���;�� � ��	� �����
�
�� �(� ��(�����
�
��
 ��
���
 ����	��	
 ���
�!
���� �������* ��	(���	%��� ��	������ @������� �/ + �� 7A �� �(� ���	 ��	(���	%�
�;�;

/ ����	�� ������� � ���	
� ��������� �����
 @� ��?��� ���� �����	

�1+A�

)� �� ����
 @��	� �����
�
��A� )� m1, . . . ,mk �������� �	���%� ��%� �������
���� ����� �

x ≡ a1 (mod m1)

x ≡ a2 (mod m2) @7��A
���

x ≡ ak (mod mk),

���
��	�����	����	��	� ����	�� a1, . . . , ak 	
��	� 	�	�� ��� �	
������� � 	� �
�	
����� ������ M = m1 · · ·mk 	
���	��6	� �	
(����������

3�����%��#� <�(��	
Mi =M/mi (1 ≤ i ≤ k),

!(��� Mi = m1m2 . . .mi−1mi+1 . . .mk� 0���	
�'� �

M1y ≡ 1 (mod m1)

M2y ≡ 1 (mod m2)

���

Mky ≡ 1 (mod mk)

��	(���	%���
� -��� �'�;	8�'�;	 ��	� �(���
���>�	 ��(���"
��/ ���
 Mi ��
mi ���
�! ������ ��	��	 1 ≤ i ≤ k ���
�	� B��;��'� ��(�������
 ����	
y1, y2, . . . , yk8!� �� ��(��	��

ci = Miyi (1 ≤ i ≤ k). @7��A

<�(��	
x0 ≡ (a1c1 + a2c2 + . . .+ akck) (mod M). @7��A

4�(��

���/ "�(� ���?� � �(��	��
�?� x0 ≡ ai @��� miA @1 ≤ i ≤ kA �;!�
������
H i �= j/ ����Mj ≡ 0 @��� miA/ ���?� @7��A ��

 cj ≡Mj ≡ 0 (mod mi)� ��

�� �����!�"�
�'�/ "�(� ci ≡ 1 (mod mi) ��	��	 1 ≤ i ≤ k ���
�	/ �(�

x0 ≡ aici (mod mi)

≡ aiMiyi (mod mi)

≡ ai (mod mi)

��	��	 i8�� 
�����'�� � @7��A �����	
 ��������
 x0 
�"�
 !���	 ��(������




�� B� 4�	�� ����	���	�

0�(�'� ���/ "�(�  @7��A ��	(���	%���	�����	�� 
;�� �	��	(���	� ��(����� ��
!	 ������ M/ !(��� 
�(�'� ���/ "�(� x0 �≡ x1 (mod M)  ��	(���	%���	�����
��(������� 4�!�� x0 ≡ x1 (mod mi) ��	��	 1 ≤ i ≤ k ���
�	/ ����
 mi | a− b� O�
(mi,mj) = 1 (i �= j)/ ����
 M | x0 − x1/ � �(� x0 ≡ x1 (mod M)/ �� ����	
��	����

4�(��

��� ��(/ "�(�  @7��A ��	(���	%���	����� ;����� ��(������
 � [x0]M
��������
��� ������ ����(��

���� <�(��	 x1 ∈ [x0]M/ !(��� x0 ≡ x1 (mod M)�
-���� M | x0 − x1/ �(� mi | x0 − x1 ��	��	 1 ≤ i ≤ k ���
�	� -� �
 ����	
�/ "�(�
x0 ≡ x1 (mod mi)/ !(��� x1 �� �����(�
� @7��A ��	��	 �(��	��
�
� �
� ����	��
�� �������
 �� �  ����	 ���(� ��	(���	%���	����� ��(��������

)�&2� 	7���	������� )� m1, . . . ,mk �������� �	���%� ��%� �����%� 	
��	�� ���
����� M = m1 · · ·mk� ����� �� x � a 	
��	��	 ��

x ≡ a (mod mi) (i = 1, 2, . . . , k)

	
�	��	�	� ����� � ���� ����� �	��	�*��	� 	
���	�6�	
� (�

x ≡ a (mod M).

�

)�&�� ����
� ,	
�	�	� m1, . . . ,mk �������� �	���%� ��%� �����%� 	
��	�� M =
m1 · · ·mk � �	
�	� a ∈ ZM� ,	
�	�	� ������� ai ∈ Zmi

�������� (�
�

ai ≡ a mod mi (1 ≤ i ≤ k).

�	�����*� �
φ : ZM → Zm1

× Zm2
× · · · × Zmk

φ(a) = (a1, a2, . . . , ak)

�	
&	�	��	���� 4���� φ ���	��%� (������3���� .��� ������ ������3����/� ��
���
ZM 	�	�	��	� �
�	�� �6�	�	�	� 	������	��	� � �	
&	�	�" ���� k����� ����	� 	
�	�
��������������� &*

	��	�*� �
�	(������ �
�������� �%���' �6�	�	�	��	�2 (�

a↔ (a1, a2, . . . , ak),

b ↔ (b1, b2, . . . , bk),

�����

(a + b) ↔ ((a1 + b1) mod m1, . . . , (ak + bk) mod mk),

(a − b) ↔ ((a1 − b1) mod m1, . . . , (ak − bk) mod mk),

(ab) ↔ (a1b1 mod m1, . . . , akbk mod mk).

3�����%��#� � φ �'((!�	� �����
�!�
��  ��	� �����
�
���?� �;!�
������ � �>8
!���

�
�� @"������CA  (�>�>������
 "������C
�
��� ��

 
�����'�/ ��
 
���?�������	 �(������� ����	��
�	�� �
� 
�
��
 (���	 �������� (���� �(���
����� �����
������/ ��!�� � �(��� Zmi
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 �� 	
�� ������ � ��	� 
��

"������	 "
���	���	 ��"�
 �>!���
���
 !�(��	� @��
�>!���
����	 ������!A/
��	
 ZM8��	�

��	� ������ ������ '��" %��� ���	� �
�������� 	�:%�����4���� �	�" 	%�� 	 ���� �
� > ����"
�	���� ���	��
��� �
����������� 	
 I1 = [0, 24−1] = [0, 15] ������	��$� ����
����� ����� ����

	���������� ����
��� !��� 	
 	����������	 ������ �	������$�� ��� 	
 	�:%�����4������ ���	�
����
 	���������� & ��
�	���" �������" �
��
��(" 	������� 	
 I2 = [0, 2000] ������	��$�	� ��
�
������ �$�$���

-��	��
$�� ��������� ���	��� ���� �
����	� 	
 I1 ������	��$��� 4��" %��� �
��
	�$�
�	��� ������ =EEE����� 6������� �����$� m1 = 14,m2 = 13,m3 = 11� !���� M =

m1 · m2 · m3 = 2002� !�� I2 ������	��$���� ����
�� ��%�� ��� I1 ������	��$��� ����
�
��%���	��	� ���
��$��� 6����� �����$� a = 100� !���� 100 ≡ 2 (mod 14), 100 ≡ 9

(mod 13) �� 100 ≡ 1 (mod 11)" ���

100 ↔ (2, 9, 1).

.	�����	�" %	 �����$� b = 150" 	���� 150 ≡ 10 (mod 14), 150 ≡ 7 (mod 13) �� 150 ≡ 7

(mod 11)" �	����

150 ↔ (10, 7, 7).

!���� 	 ���	� �	�	�������� H�@<� � �����
����� �
�����

a + b ↔ (2 + 10 mod 14, 9 + 7 mod 13, 1 + 7 mod 11) = (12, 3, 8).

�
 �����#�
��%�
 ��� ���� ���	�� 	

x ≡ 12 (mod 14)

x ≡ 3 (mod 13)

x ≡ 8 (mod 11)

�����$��:�	�����
���� � ����� ��� ��������

M1 = 13 · 11 = 143, M2 = 14 · 11 = 154, M3 = 14 · 13 = 182.

� � �����
#��� �������$� 	
 	��� �������������
&<( 143x ≡ 1 (mod 14) ⇔ 3x ≡ 1 (mod 14) ⇔ 3x ≡ 15 (mod 14) ⇔ x ≡ 5 (mod 14)"
&=( 154x ≡ 1 (mod 13) ⇔ 11x ≡ 1 (mod 13) ⇔ −2x ≡ −12 (mod 13) ⇔ x ≡ 6 (mod 13)"
&+( 182x ≡ 1 (mod 11) ⇔ 6x ≡ 1 (mod 11) ⇔ 6x ≡ 12 (mod 11) ⇔ x ≡ 2 (mod 11)�
F	��$� ��%��" %���

x ≡ 12 · 5 · 143 + 3 · 6 · 154 + 8 · 2 · 182 = 8580 + 2772 + 2912 ≡ 250 (mod 2002).

-	��	�" a + b = 100 + 150 = 250 (mod 2002)�

��
� ������ D���$� ��� 	
 #�� ������ ��������� %	 ����������" %���	���	�" ����������"
 � ����� �	�� %	�����	� ���
��� �� �������	� ��� �������" 	 ����� 	
 ������ ����������
���'����#�� 1, 2, 3, 4" ������� ? ����� �	�	�� G� %	 %�������� ������� �� #���" 	 ����� ���
�	�	� ��� ���� ���������	� %��� ����� ��%����� 	 �����	�,




�� B� 4�	�� ����	���	�

� �����$��:�	�����
���

x ≡ 1 (mod 2)

x ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 5 (mod 6)

x ≡ 0 (mod 7).

����� 	 ���$�$��� ��������� ��� ���	��� ������" �
��� 	 ���	� �	�	�������� ���#� ���
	��	��	
%	��� !�#�
 �  ��
��������	� ���
���� �
 x ≡ 1 (mod 2) ⇔ 2x ≡ 2 (mod 4)
�����$��:��� %�

�	��	 	
 x ≡ 3 (mod 4) �����$��:��%�
 �	�$�" %���

3x ≡ 5 (mod 4) ⇔ 3x ≡ 9 (mod 4) ⇔ x ≡ 3 (mod 4).

7���
� �
� � �� � ��
����%����� ����	" %��
�� %	 ��� �
�� >����� ��
��	 + �	�	����� 	�"
	���� �
����������� =���� ��
��	 <���� � ��:%����� ���� %���� ���������� 	��	��	

$��

x ≡ 2 (mod 3) ⇔ 4x ≡ 8 (mod 12),

x ≡ 3 (mod 4) ⇔ 3x ≡ 9 (mod 12),

x ≡ 5 (mod 6) ⇔ 2x ≡ 10 (mod 12).

� �����$��:���	�  ��
�	��	 �	��$�" %���

9x ≡ 27 (mod 12) ⇔ 3x ≡ 9 (mod 4) ⇔ x ≡ 3 (mod 4).

-	���� 	 ������	��� �������������
���

x ≡ 3 (mod 4)

x ≡ 4 (mod 5)

x ≡ 0 (mod 7).

���� ��� 	��	��	
%	�� 	 ���	� �	�	��������� )�� ���������� m1 = 4,m2 = 5,m3 = 7,M =

3 ·5 ·7 = 140,M1 = 140/4 = 35,M2 = 140/5 = 28,M3 = 140/7 = 20" ����� a1 = 3, a2 =

4, a3 = 0� ���� �������$� 	
 	��� �������������
&<( 35x ≡ 1 (mod 4) ⇔ 3x ≡ 1 (mod 4) ⇔ 3x ≡ −3 (mod 4) ⇔ x ≡ −1 (mod 4) ⇔ x ≡ 3

(mod 4)"
&=( 28x ≡ 1 (mod 5) ⇔ 3x ≡ 1 (mod 5) ⇔ 3x ≡ 6 (mod 5) ⇔ x ≡ 2 (mod 5)�
� �������� ���

x ≡ 3 · 3 · 35 + 4 · 2 · 28 + 0 (mod 140) ⇔ x ≡ 539 (mod 140) ⇔ x ≡ 119 (mod 140).

� �������� �����#�
���� 	
 D��	���	 �

$��

8����<� 5������
��	� ��%
�"��

)�&� ,�1�%���� � ����	���	��	� �� N+ → C �	��	��	�	� 	���������� �#

�
��������� �	�	��*��

G���	�� �������  ������	 ��C	���
 ���	�8���� ϕ �'((!�	�/ !(�  ����
�! ���
��
�����
 ���;�? τ �'((!�	��
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 �� 	
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��

)�&�� ,�1�%���� 4
� f ����	���	�� &*

���� ���������� �	�	�*��� (� �	���%� ��%�
m,n ∈ N+ ������ 	�	�� f(mn) = f(m)+f(n) �	��	�*�� � �����	�� .��
� ���������/
���������� �	�	�*��� (� 	� �	���"�	
	� m,n ∈ N+ 	�	�� &	������

B��;��� υ(n) � 1 < n ∈ N+ �'�;	�;�? �������
�� �����
 �� ��(��	 υ(1) = 0�
H n = pα1

1 pα2

2 . . . pαr
r � n �	�	���� ���/ ���� υ(n) = r� 2;		��	 ��
"
�/

"�(�  υ �'((!�	� ���
�!/ �� 	�� 
������	 ���
�! ����������
� �'((!�	�� 5������
1 = υ(4) �= 2υ(2) = 2.

<�(��	 1 < a ∈ N �� ��	��	 n ∈ N+8� 
���	
�'� � n �→ loga n �'((!�	�
� 4�8
!�� loga(mn) = logam+ loga n ��	��	 m,n ∈ N+ ���
�	/ ����
 � loga n �'((!�	�

������	 ���
�!�

)�&!� ,�1�%���� 4
� f ����	���	�� &*

���� ���������������� �	�	�*��� (� �	�
���%� ��%� m,n ∈ N+ ������ 	�	�� f(mn) = f(m)f(n) �	��	�*�� � �����	�� .��
�
���������/ ���������������� �	�	�*��� (� 	� �	���"�	
	� m,n ∈ N+ 	�	�� &	������

�� E(1) = 1/ E(n) = 0/ " n > 1 ;�����'((����� ��C	���
 �'((!�	� 
������	 ���
��8
���
�!� �� f(n) = nk (k ∈ N) �'((!�	� 
������	 ���
�����
�!/ "����	 f(mn) =
(mn)k = mknk = f(m)f(n) ��	��	 m,n ∈ N+ ���
�	 
�����'�� O�C	������ 
µ : N+ → {−1, 0, 1} 
�&���8�'((!�	�
.

µ(n) =



1 " n = 1,

(−1)r " n = p1p2 · · ·pr (pi8� ����	��	
 �'�;	�;�? ������),
0 �'�;	��	�

2;		��	 ����	?���"�
?/ "�(� 
�&���8�'((!�	� ���
�����
�!/ �� 	�� 
������	 ���8

�����
�!/ "����	 ������� 0 = µ(4) �= µ(2)2 = 1�

� ��C	�%����	 �m = 1 "����
���
����� �
 �����/ "�(� �(� ���
�! ��������8
��
� �'((!�	� � "����	 ���!�

 ��
��� ��	��( 	���/ !���	
 �(� 	�� ��	��	 	���
���
�����
�! ����������
� �'((!�	� � "����	 ���!�

 ��
��� ��	��( ��

)�& � ����
� �� ���	��&�	 ϕ &*

��� �����������%�� � (� n = p
α1

1 p
α2

2 . . . p
αk

k ��
n > 1 �	����	�	� ���� ��������� ������� �����

ϕ(n) = n

k∏
j=1

(
1−

1

pj

)
=

k∏
j=1

(p
αj

j − p
αj−1
j ).

3�����%��#� -�?��;� ϕ ���
�����
�!�
���
 ��
��� ��� -��� ��
 �'�;	�;�? ����	��
��

�� ��	��
@�A� <�(��	�� m,n ∈ N+, (m,n) = 1� 2����
�'� �� � ����� 
�����
�
.

1 2 3 · · · m

m+ 1 m + 2 m + 3 · · · 2m

2m + 1 2m + 2 2m + 3 · · · 3m
���

���
���

���
(n− 1)m + 1 (n − 1)m + 2 (n − 1)m + 3 · · · nm .

� 
�����
�	 ϕ(mn) ���	 ���� !	/ ������mn8"�� ���
�! ����/ 
�!����  7����
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�
�� ��

 ���� ��	��(���� ���
�! ���� m8"�� �� n8"�� ��� 2�����'� ��(  
����8
�
�	 ��	 ������ �����
/ ������m8"�� �� n8"�� �� ���
�! ������� 4�!�� �(�8�(�
������ ������ �(�	��  ��������
���� 
�
��	�/ �� ��	��	 ����	 �(� 
�����
�������	����� !	 ������ m/ �(� ϕ(m) ���	 ������ !	/ ������ ������ ���
�!
������ m8"��� � 7��#� 
�
�� ��

 ��	��	 ����	 ������ 
����� �������	�����
 ���

������ n/ �(� ���	 �������� ��	��(���� ��	
��	 ϕ(n) ���	 �����
 
�
���/
������ n8"�� ���
�! ����� J(� � m8"�� �� n8"�� �(������� ���
�! ������ ����
ϕ(m)ϕ(n)�
@�A� <�(��	�� m,n ∈ N+ ���	��/ "�(� (m,n) = 1� 0�����/ "�(� ϕ(1) = 1/ ����

" m = 1 !(� n = 1/ ���� � ����
�� 	���!�	!��� &��
�"�
? 
�"�
/ "�(� m,n ≥ 2�
<�(��	�� {r1, . . . , rϕ(m)} �� {s1, . . . , sϕ(n)} �������
 �������	������� ������ m/
����
!� n� $;(��
�

 (i, j) �	������� (1 ≤ i ≤ ϕ(m), 1 ≤ j ≤ ϕ(n)) 
���	
�'� �

x ≡ ri (mod m) @7�+A

x ≡ sj (mod n).

��	(���	%���	�����
� � ��	� �����
�
�� ��

 �		�� ��	
��	 �(� ��(�����
!	 ������ mn/ ��(��	 ��  ��(����� tij� 4�!�� 
�
��?��(�� (i, j) �	������ (1 ≤
i ≤ ϕ(m), 1 ≤ j ≤ ϕ(n)) ���
�	 (tij,m) = (ri,m) = 1 �� (tij, n) = (sj, n) = 1/
����
 (tij,mn) = 1� 2'�;	�;�? (i, j), (i ′, j ′) �	��������� (1 ≤ i, i ′ ≤ ϕ(m), 1 ≤
j, j ′ ≤ ϕ(n)) " i �= i ′/ ���� tij ≡ ri �≡ ri ′ ≡ ti ′j ′ (mod n)/ " j �= j ′/ ����
tij ≡ sj �≡ sj ′ ≡ ti ′j ′ (mod m)/ �(� tij �≡ ti ′j ′ (mod mn)� � ��	� �����
�
��
��

 
�
��?��(�� tij8"�� (1 ≤ tij ≤mn) !	 ���	 (i, j) ��� (1 ≤ i ≤ ϕ(m), 1 ≤ j ≤
ϕ(n))/ "�(�  @7�+A ��	(���	%���	�����	�� ��	
��	  tij  ��(������ ��
 ��
��/
"�(�  tij ������ (1 ≤ tij ≤mn) �������
 �������	�����
 ���
	� ������ mn/
� �(� ϕ(m)ϕ(n) = ϕ(mn)�

-�����	
 ϕ ���
�����
�!/ !(��� ϕ(n) = ϕ(pα1

1 ) · · ·ϕ(pαk

k )� -��( 
�"�
 �
 ��8
��
	�/ "�(� ϕ(pα) = pα(1 − 1/p) = pα − pα−1/ " p ���� �� α > 0� -� !����	

�;!�
����� ����/ "�(� 0 < x ≤ pα ��	
��	 ���� 	�� ���
�! ���� pα8"��/ "

;����;�;�� p8	��� �

���� ������ .	����

$� ��� 	 20032003 $����� ��� �
�������� 	 ��
�� �
�������
�����
� '��	�	� �
����� ��� ���� ���	�� 	

2003
2003 ≡ x (mod 100)

�����$��:���� �
 ���������� %	������
�� �
������" �
��� 	
 ��
��������� ������$� 	��	��
�	
��� �����

ϕ(100) = ϕ(22 · 52) = ϕ(4) ·ϕ(25) = (22 − 2)(52 − 5) = 2 · 20 = 40,

�	�	���� (3, 100) = 1" �
��� 3ϕ(100) ≡ 1 (mod 100)" ���

x ≡ 2003
2003 ≡ 3

2003 ≡ 3
40·50+3 ≡ (340)50 · 33 ≡ 3

3 ≡ 27 (mod 100).

#"������	��
)�0�� 6���	��
��� ��/ "�(� a, b ∈ Z ���
�	 a | b �� b | a ⇒ |a| = |b|�



B�#� ,���� ��	� 
��

)�0� 6���	��
��� ��  -	�	��	8�������
. � n! �	�	���� ���

n! =
∏
p≤n

pαp , "�� αp =

∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
.

)�0�� H�(�	 ��!�"
� �� �(� ���� �	�	���� �������/ "�(� 	�(���
����/ �;�8
����/ �����
!� ��
���	 k8��� "
!�	�F
)�0!� 4����� �(�� � ����� ����
���� �;�'�F

A (a, b) = (a+ b, ab)�
�A (a, bc) = (ab, ac)�
%A (a3, b3) = (a, b)3�
�A [a, (b, c)] = ([a, b], [a, c])�

)�0 � 6���	��
��� ��  7��)� 
�
��
�
)�0&� � ��(��
��	 !��*� ��	%��;�
;	� ��� ��>� %������	� ��	��(������	 �(�8�(�
�� ��	��?���� � !��*� ��'��
��	�� �������� ����	 ���'��� �(�8�(� ������
� ��
i.8	�� ���'��;

 ����� ��	��	 i. %��� �����	 ����
 �(��
/ !(���/ " 	��
! !��
/ ��8
����/ " ���! !��
/ ��	��
�� ����  ����/ ���	��  ��(!�(�	 	��
! ��� 
%�����/ �����	 ����"�
	��� H�	�	 �� ���� %����� ���� ������	�F
)�0)� <����� �� ��	(���	%��� ��(�
��(�!��  
�������
�� ������ 98%��/ ����
!� 118
(��� !�� ���
"
���(�� !�	
���� ��������
�
)�0+� :����� ��( � ����� ��	(���	%��� �;�'�  ��(���"
��
.

A 3x ≡ 5 (mod 7)/
�A 123x ≡ 456 (mod 78)/
%A 111x ≡ 1111 (mod 11).

)�0�� 3'�'	�� %��� 7 �� 
�����> �	��
��
!���� !		�/ ���	�� ;������	 116 ���'�
!	� H�	� �	��
��
!��� !	  �����	�(�����	��F
)�0�2� :����� ��( � x ≡ 2 (mod 3)/ x ≡ 3 (mod 4)/ x ≡ 1 (mod 5) ��	(���	%�8
��	�����
�
)�0��� 6���	��
��� ��  7��+� 
�
��
  ��(��� ���
 ������ ��(�
��(�!���
)�0�� 4�  393939

���� �
���� ��
 ������(��F

5��� 9�	$
8�
��

� ������
��	 ��� ��(!���(��
��  
�������
�� ������ "������
���� ����������
 @7��7�

�
��A� �� �(��� ������ �� ����"
�� ��� ����	/ ��'���( �����	
 ��?������ �(����
!� ��
?��
� � �%��	���� ������ �(�����
 ��
 �(��� ���� "�	������	
/ �������
 "����8
��
�����	 �������!/ !�(�� !(� !�(
���	 ������� 
������ 
;�
��	
 �� ��(�"
��
@���7� 
�
��A� �� ���%��	���� ������
 !�(
���	 	�� ������� 
������ 
;�
����� ��"
8
��� ��� � �;!�
���?���	  !��� ������ �����
 ��?����
���
 !���(������ &�� ��(���
"��	��	�  ���+�8��	 �� �����8�	 ��C	���
 �(������� �� 
;�
���� �'((!�	����
�

0�
��?��(�� α !��� ���� ���
�	 
���	
�'� � ����� �(���
���
� <�(��	

q1 = �α�, α1 = {α}.
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-���� α = q1 + α1� H α1 �= 0/ ���� ��(��	

q2 =

⌊
1

α1

⌋
, α2 =

{
1

α1

}
.

-����
α = q1 + α1 = q1 +

1

q2 + α2
.

H α2 �= 0/ ���� 1/α2 �(��� �� 
;�
�����
 ������'�/ �
�� 9�
���	/ " 
q1, q2, . . . , qn �� α1, α2, . . . , αn ��
�����
 ��� ��("
����
��/ �� αn �= 0/ ����
��(��	

qn+1 =

⌊
1

αn

⌋
, αn+1 =

{
1

αn

}
.

-����

α = q1 +
1

q2 +
1

q3 +
1

� � �
qn +

1

qn+1 + αn+1.

-�������	� ���� �� !�(�
/ " !������	 m8�� αm = 0�
�� ���	
� ���������
 �� ������� 	�!���'� �� � �(�����>�� ������� ���!�8

��
 ��!���
�'� ��  //q1, q2, . . . , qn, qn+1 + αn+1// ���;���
� �� ��� ����	 ���


q1, q2, . . . �(��� ������
  ��	%
;�
 ��?����
�� ��
������ 	�!���'�� � ��	�
���%��
����	 !���(��/ "�(�  ��	%
;�
��(��� �(���
���>�	 ��("
�����

 �(��� ������
�� qi > 0/ " i > 1� @<�	%
;�
�� ��������� �������� ��(  〈q1, q2, . . .〉/ ����
!� 
[q1, q2, . . .] ���;��� ���A

���� ������ 6����� α = 355/113 = 3.14159292035398230088� !����

355

113
= 3 +

16

113
, q1 = 3,

113

16
= 7 +

1

16
, q2 = 7,

16

1
= 16 + 0, q3 = 16.

�
� �	��$� ��%��" %��� α = //3, 7, 16//�

��� ������ 6����� α =
√
2� !����

√
2 = 1 + (

√
2 − 1), q1 = 1,

1√
2 − 1

=
√
2 + 1 = 2 + (

√
2 − 1), q2 = 2,

1√
2 − 1

=
√
2 + 1 = 2 + (

√
2 − 1), q3 = 2,

���



B�#� ,���� ��	� 




-	����
√
2 = //1, 2, 2, . . .//�

)�&&� ����
� �� α ����� ���� ����� ���	
�	��	� �������� �������� ����� �
	�� (�
α �����������

3�����%��#� H  ��	%
;�
��(��� �����
 !�(��/ ��	���� //q1, q2, . . . , qn/// ����
� �����
�� 
;�
���
 ����	
! α !�('� ��
 �(��� ���� "�	������	
 ��"
� ���/ !(���
α �%��	�����

4�(�����
!/ ��(��	 α = a/b/ "�� b > 0 �� a �(��� ������/ (a, b) = 1� 4�(��8


���/ "�(� �����  ��	%
;�
��(����
 ��(�� �(���
��� ������� ��	
��	 � a8� ��
b8�� !�	
���� ���������� �(���
��� �������	�� �����	�� ��(/ �(�  ��	%
;�
��(����

��?����
� �(���
��� !�(�� ��� �������	 �������?����

H�
��� !�(�� � ���������� �(���
���
 � a, b �������	�

a = bq1 + r1, 0 < r1 < b,

b = r1q2 + r2, 0 < r2 < r1,

r1 = r2q3 + r3, 0 < r3 < r2,
���

rn−2 = rn−1qn + rn, 0 < rn < rn−1,

rn−1 = rnqn+1.

:����� �� � ���������� �(���
��� �(��	�?��(��
 ��	��� b8!��/ r18(���/ r28!��/ . . ./
rn8	���

a

b
= q1 +

1

b/r1
,

b

r1
= q2 +

1

r1/r2
,

r1

r2
= q3 +

1

r2/r3
,

���
rn−2

rn−1
= qn +

1

rn−1/rn
,

rn−1

rn
= qn+1.

<�����?� ������� ��!�(��!�  ��"����

���
�����
 @ ������� �(��	�?��(�?� � �

��(��?�? �(��	��
�� b/r18�
/  "�������� r1/r28
/ �� �(� 
�!���A ��	
��	 �
a/b ���� //q1, q2, . . . , qn+1// ��	%
;�
 ��?����
���
 ������ �

� 
�!������	 ���
����'�/ "�(� α !���/ �� ��(��

���/ "�(�  ��	%
;�
��
��(�
��(�!�� α8
 ��� �;����
? �%��	���� ������
 
���	� ��?����
	�� -��� α ��	%
;�
8
����	�

=
�����
��= ����	���

)�&)� ,�1�%���� �� α ����� ���� //q1, q2, . . . , qn, . . .// ����� �� ��������� n�����
	������� � δn = //q1, q2, . . . , qn// ����� ��	� ���*��

� 7���� 
�
�� �����	
 " α ��(�(����� ��	%
;�
 ����	� !����� �����
�!��/ ����
�%��	�����
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)�&+� ����
� ,	
�	� �� α ����� ���� ����� �� ������ //q1, q2, . . . , qn, . . .//�
@�A 4���� �

P0 = 1 Q0 = 0

P1 = q1 Q1 = 1

Pk = qkPk−1 + Pk−2 Qk = qkQk−1 +Qk−2

�	������ � ����� �� ��	�	�	�� ���%��� 	�"� ��
��� (� 1 ≤ k ≤ n� ����� δk = Pk/Qk� �(��
� Pk � Qk 	
��	� �	���%� ��%�	��

@�A ����	� 1 < k ≤ n 	�	��

δk − δk−1 =
(−1)k

QkQk−1
.

@�A ����	� 1 < k ≤ n 	�	��

|α− δk−1| ≤ 1

QkQk−1
,

� 	
�	��"�
 ���� δn = α 	�	�� ����

3�����%��#� �� @�A ����
��
 �	���%��!� ����	��
���� k = 18�� P1 = q1/ Q1 = 1/ ��
δ1 = q1 = P1/Q1� k = 2 ���
�	 P2 = q1q2 + 1/ Q2 = q2/ �� δ2 = (q1q2 + 1)/q2 =
P2/Q2� 0�(�'� ���/ "�(� 2 < k − 18�( � ����
�� �(�� ,�(�'� �����/ "�(� δk8
 *(�
����� δk−1 = //q1, q2, . . . , qk−1//8�?�/ "�(� qk−1 "������ qk−1 + 1/qk8
 ���	��
J(�

δk−1 =
Pk−1

Qk−1
=
qk−1Pk−2 + Pk−3

qk−1Qk−2 +Qk−3

���"��	�����!�

δk =
(qk−1 + 1/qk)Pk−2 + Pk−3

(qk−1 + 1/qk)Qk−2 +Qk−3
=

qk(qk−1Pk−2 + Pk−3) + Pk−2

qk(qk−1Qk−2 +Qk−3) +Qk−2

=
qkPk−1 + Pk−2

qkQk−1 +Qk−2
=
Pk

Qk
.

4��
 �	���%��!� ��(��

���/ "�(� ��	��	 1 ≤ k ≤ n ���
�	 PkQk−1−QkPk−1 =
(−1)k� k = 1 ���
�	 P1Q0 − Q1P0 = −1/ !(��� � ����
�� �(�� k = 28�� P2Q1 −
P1Q2 = (q1q2 +1)−q1q2 = 1 = (−1)2� 0�(�'� ���/ "�(� � ����
�� 
�����'� 2 < k−18
��� -����

PkQk−1 −QkPk−1 = (qkPk−1 + Pk−2)Qk−1 − (qkQk−1 +Qk−2)Pk−1

= Qk−1Pk−2 − Pk−1Qk−2 = (−1) · (−1)k−1 = (−1)k.

-��?� �(�����
 �;!�
����� @�A/ �������
 "�(� Pk �� Qk ��(	(���� �;�;� ���
��
���
�� (−1)k8	� ��/ �� "�(� Pk �� Qk ���
�! ������� �� α − δk−1 �'�;	���(
(2 ≤ k ≤ n) ��%�����"��  @�A ����
��
 �� � α = //q1, q2, . . . , qk, αk+1// ;�����'((��

"��	����� ���� -���� �(�	��

α− δk−1 =
(−1)k

Qk−1

(
(qk + αk+1)Qk +Qk−1

) ,



B�#� ,���� ��	� 

�

"��  	�!��? qk > 0 ��

 ��	��( ����
�!� -� �
 �� ����	
�/ "�(� " k �����/ ����
α−δk−1 ��	��( ����
�!/ " k ���
�	/ ���� α−δk−1 ��	��( 	�(
�!/ 
�!����  @�A
����
�� ��

  ���
�	 �	���> �;����
? 
;�
�� 	;!��!?/  ����� �	���>�� %�;���	?
�����
�
 ���
	�� ��
 ��
�� 
�"�
/ "�(�

P1

Q1
<
P3

Q3
< . . . ≤ α ≤ . . . < P4

Q4
<
P2

Q2
,

���?�  @�A ����
�� �;!�
������ -(��	�?��( 	���!�	 %�� � α = δn ���
��	 ���"

��		� �

0;�
�	�
� ���������(/ "�(�  (;�;(;� ��	%
;�
���
 "��	��
� � ���%��	���� ���8
��� ��������� 4�(��

"
�/ "�(� �(� β ���%��	���� ���� ��	%
;�
 �����
��� ��	8

��	 ���� ���������� !�"�			 ����!�/ " β (�;�� !������	 �%��	���� �(�'

8
"
�� ��������* �(��	��
	���

� 7��)� 
�
�� �����	
 " α ���%��	����/ ���� !�(
���	 ��� ���	 p, q ∈ Z/ q �= 0

��� ��
����/ ������

|α−
p

q
| <

1

q2
,

	�!���
���	 ������� Pk, Qk ��� ����	� �� �� ��(��

"
�/ "�(� ��
 �(���� �
�	�
��	%
;�
 �;����
�� �;�'� � �(��� ���(�
 
��� 

|α−
p

q
| <

1

2q2

�(��	�?�
�	��(	��/ �?
/ "���� �(���� �
�	� ��	%
;�
 �;����
�� �;�'� � �(����� 
��8
���'� �

|α−
p

q
| <

1√
5q2

�(��	�?
��	��(� �� α = (1+
√
5)/2 ���
�	 
�!���� �����
�� ��� 	�� 
�"�
? *(�/ "�(�

��( ��	��( !�(
���	 ��� p, q ���� �����	 ��		 � �(��	�?
��	��(�
4�( ��	���� 
�	�/ "�(� � ��

 �����
	�� 	�� 	(���� 	�!��?�> 
;�
�� �;�'�

 ��	%
;�
 �����
���� ����  ��(���� �;����
�����
�

)�&�� ����
� ,	
�	� α 	
� ������������ ����� �� 	�"�" ��	� �	� ��	��	�� (� p ∈ Z�
q ∈ N+ �

|α− p/q| < |α− Pk/Qk|

�����	�� k > 1��	� ����� q > Qk� :"�� (�

|αq− p| < |αQk − Pk|

�����	�� k > 0���� ����� q ≥ Qk+1� �

#"������	��
)��0�� H
������� ��( � ����� !��� ������ ��	%
;�
��(���
.

A ���X��/ �A
√
3/ %A (1+

√
5)/2�

)��0� G(�8�/ "�(� //q1, q2, . . . , qn// = //q1, q2, . . . , qn − 1, 1//F
)��0�� 2�����'	� ���	 1008	�� ������ 	�!��?�> 
;�
�
/ ����	�� � ��
�����

√
28
?�

������/ ��	
 0, 001�
)��0!� 6���	��
��� ��/ "�(� Qn > Fn ��	��	 (n ∈ N) ���
�	/ "�� Fn � n8����
(�&�����8�����
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������������  ������
 ��

� 
;����
�� ������ ����������
 � ����� (;�;(;� !�
�

�� ���� 2'�;	;� ����	
?��(�


�����	�
�

� ���	�  ������	�/ ������

=
��������?� !����	���"�
?�=/ ��

������	�� ;����(� ����	 � �����
� ������ �(��	�?� -��	 "���	��
 
��
���
�� ��(
 
;����
�� ������/ ������ �;�'� 	�(��
  ��(� (;�;(;� �� �����
��. 6, 28, 496, 8128�
��������� �(� �� � ��	�	� GW� �;	�!�	�� 36. 
�
�����	1.

=
H � �(���(
?� ����!�

��
������ ��	��	 �����'	� �(� ���
	� �����
�
/ ��(  ���;����( ���� 	�� ����/
�� � ;����((�� ��(��������� � �
���� 
(�
/ ����  �����
 
;����
�� ���� �����=

-���	 � ���/ "�(� " 1+ 2+ 22 + · · ·+ 2n ��������/ ���� ��
 2n8	�� ������!

;����
�� �����
 ���	�� B� ��
���� �!!�� ���?�� ���	�/ ���
	��		 �		�� �
����
��	�� ��	��(���	 
;���
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