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1. Matematikai logika

A matematikai logika a gondolkodas és kovetkeztetés formalis szabalyaival foglalko-
zik. A | formélis” sz6 azt jelenti, hogy a gondolatok, kijelentések szerkezetét és azok
igazsagat vizsgéljuk. A matematikai logikit a szamitastudoményban is széleskoriien
alkalmazzéik, példaul programozasi nyelvekben, szakért6i rendszereknél, mesterséges
intelligencidban. Mindemellett az emberi gondolkodas torvényszertiségeinek ismerete
a mindennapi életben is elengedhetetlen.

1.1. A kijelentéskalkulus

1.1.1. Kijelentések és igazsagértékiik

A matematikai logika formalizalja azt a nyelvet, amelyben a matematikai allitasokat
kimondjuk. A beszélt és irott nyelvek sokféleségébdl fakado félreérthetGség miatt a
matematikiban a lehetséges allitasokat, kijelentéseket mesterséges, formélis nyelven
fejezziik ki, amely a kéznapi nyelvnek csak logikai szempontbdl jelentds elemeit tar-
talmazza. El6szor magat a kijelentés fogalmat kell tisztdznunk. A kijelentés minden
szoban vagy irasban kifejezett képz6dmeény, amelyhez valamilyen igazsdgérték tar-
tozik. Altalaban azt koveteljitk meg, hogy a kijelentések igazsagértéke IGAZ vagy
HAMIS legyen (kétértékiség elve), és a ketts egyidejileg ne teljesiiljon. (Szokas a
kijelentéskalkulust dtéletkalkulusnak is nevezni.) A matematikaban léteznek olyan
kijelentések, melyek igazsagértéke nem ismert, ezekrdl esetenként feltételezziik, hogy
igazak (sejtések).

1.1. pelda Tekintsiik az alabbi kijelentéseket:

A1 ¢ A rodzsa virdg.

Az : A Rozsa egy név.

Az : A4 primszam.

A4 : Minden 2-nél nagyobb péros szam két primszam Gsszege.

Ekkor A; ,Az 1GAZ kijelentések, A3 HAMIS kijelentés, A4 igazsigértéke pedig ismeretlen,
amir6l azt gondoljuk, hogy 1GAZ (ez a paros GOLDBACH-féle sejtés). Jegyezziik meg, hogy
jelek vagy bettik nem minden sorozata kijelentés:

As : A 3 szam nagyobb.

Ae @ Miért szeretjiik a gyerekeket?
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1.1. abra. A logikai miveletek igazsagtablazata.

1.1.2. Predikatumok

A matematikai elméletekben &ltalaban olyan fogalmak, kijelentések szerepelnek,
amelyek un. vdltozokat tartalmaznak. Ezeket predikdtumoknak nevezziik. A valto-
70k meghatéarozott objektumok lehetnek. Amennyiben a véaltozok értékeit rogzitjik,
kijelentéseket kapunk, mas széval a valtozok helyébe konkrét értékeket irva a predi-
katumok igazsagértéke egyértelmiien eldonthetd.

1.2. példa. Vizsgaljuk meg az alabbi predikdtumokat: P(«), Q(x,y),S(a,b,c). Ha P a
»- - -primszam” predikatum, akkor P(3) jelentése: a 3 primszam, a kijelentés tehat 1GAz;
amennyiben P a . . .paros szam” predikdtum, akkor a 3 paros kijelentés igazsagértéke HAMIS.
Q(x,y) jelentheti példaul azt, hogy ,,az x pont illeszkedik az y egyenesre”, S(a, b, c) pedig
azt, hogy sorrendben az els§ és a masodik bemenet 0sszege a harmadikkal egyenls, vagyis
ekkor S(3,4,7) igazsagértéke 1GAZ.

Az 1.2. példa arra is ravilagit, hogy a predikdtumok valtozoi kozotti sorrendiség
lényeges.

1.1.3. Kijelentések Gsszekapcsolasa, kijelentésformulak

A kijelentések Osszekapcsolasaval kijelentésformuldkat kaphatunk. Az Gsszekap-
csolés jelolesére kiilonleges szimbolumokat, logikai dsszekdtdjeleket (logikai mii-
veleti jeleket, idegen szoval junktorokat) alkalmazunk. Az alabbi irasmod a szokéa-
sos: —A a ,nem A”-ra, A/AB A és B"-re, AV B A vagy B"-re, A = B ,ha A akkor
B”-re, A & B , A pontosan akkor, ha B’-re. Ezeket a logikai miiveleteket sorrendben
tagadasnak vagy negdcionak, és-nek vagy konjunkcionak, vagy-nak vagy diszjunkcio-
nak, tovabba implikdcionak és ekvivalencidnak nevezzik. A kijelentéskalkulusban az
Osszekapcsolasok igazsigértéke az egyes részkifejezések igazsagértékeibdl un. igaz-
sdgtdbldzatok szerint egyértelmiien adodik. Az 1.1. abra a logikai 6sszekotGjelekre
vonatkozd szokasos igazsagtablazatot mutatja. Az IGAZ értéket 1-vel, a HAMIS értéket
H-val roviditjiik.

Vessiink egy pillantast az implikaciora. Mivel helytelen allitasbol logikailag helyes
kovetkeztetéssel mind 1GAZ, mind HAMIS allitashoz eljuthatunk, ha az A kijelentés
HAMIS, akkor A = B igazsagértékét mindig célszerti 1GAZ-nak rogziteni. Jegyezziik
meg, hogy az Gsszekapcsoldsok igazsagértéke fiiggetlen attol, hogy a részkifejezések
kozott tartalmilag van-e logikai Gsszefliggés vagy nincs.

1.3. példa.
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A7 : Ha7 péros szam, akkor az Euklideszi geometridban a sikbeli
haromszogek belss szogeinek Osszege 180°.

Ekkor A7 1GAZ kijelentés, mert a 7 paratlan szam.

A mindennapi életben a ,,vagy” kétféle értelemben is elsfordul.

1.4. példa.
Ag : Siit a nap vagy esik az esd.
Ao : Osz van, vagy tavasz van.

Ag a ,megengedd vagy’-ot illusztralja: ha a kijelentés 1GAz, akkor a két lehet&ség
koziil legalabb az egyik (esetleg mindkettd) teljesiil. Az Ao kijelentés pedig a ,,kizaro
vagy’-ra példa, a két lehet&ség koziil valamelyik teljesiilhet, de a ketts egyszerre nem.
A tovabbiakban a ,,vagy” mindig a ,,megengeds vagy™-ot jelenti. Ennek felel meg a
diszjunkcié oszlopa az iménti tablazatban.

A koznyelvben az ,,6s”, ,vagy” kotGszavakat nemcsak a konjunkcio illetve disz-
junkci6 értelemben hasznéaljuk.

1.5. példa.
Ato : Es mégis mozog a fold.
Ai11 @ Vagy huszonétezer szurkol6 lehetett a mérkézésen.

1.1.4. A kijelentéskalkulus tételei és szabalyai

Valamely kijelentésformulat kielégithetdonek neveziink, ha alkalmas behelyettesités-
sel igazsagértéke 1GAZ lesz. Nagyon fontosak az dltaldnos érvényid kijelentésfor-
muldk, amelyek minden behelyettesités esetén igazak. Ezeket a kijelentéskalkulus
tételeinek vagy tautologiaknak nevezzik. A kijelentéskalkulus tételeibsl kdvet-
keztetési szabdlyok adodnak, amelyek segitségével igaz kijelentésekbdl ijabb igaz
kijelentéseket kaphatunk. Az alabbiakban felsoroljuk a kijelentéskalkulus fontosabb
tételeit. Az irdasmodot a zardjelek elhagyasaval egyszertisitettiik annak figyelembevé-
telével, hogy a —, A\, V, =, & logikai 6sszekotGjelek koziil a sorrendben elGbbi erdseb-
ben kapcsol, mint az uténa kovetkezs. Ugy is mondjuk, hogy a sorrendben elGbbinek
nagyobb a precedencidja.

AV —A (a harmadik kizarasanak tétele)

A A —A) (az ellentmondas tétele)

—A) & A (a kettds tagadas tétele)

AAB) & —AV —B (DE MORGAN egyik tétele)

AV B) & —-AA—-B (DE MORGAN masik tétele)

A = B & —B = —A (a kontraporzicio tétele)

(A=B)AA=B

(A=B)A-B=—A

(A=BA(B=C)= (A= C)

AANABVC) &S (AAB)V (AAC) (a disztributivitas egyik tétele)
AV (BAC) & (AVB)A(AVC) (a disztributivitdas masik tétele)

—
—_

—
—

]

]

(
(
(
(
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(7)—(9)-bdl a kovetkeztetés alabbi szabalyai szarmaztathatok:
e ((A=B)AA)= B (modus ponens).
(
(

(A = B)A—B) = —A (modus tollens).

(A = B)A (B = C)) = (A = C) (modus barbara vagy linckovetkeztetés
szabdlya).

Minden kijelentésformularol véges szamu lépésben eldonthets, hogy altalanos
érvényti-e (hogyan?). Meg lehet tehat adni kijelentésformulak és kovetkeztetési sza-
balyok egy rendszerét, amellyel a kijelentéskalkulus tijabb tételeihez juthatunk. Ezt
az eljarast levezetésnek nevezziik.

Lényegesen eltérd koriilmények adodhatnak akkor, ha feladjuk a kétértékiiség el-
vét, és ketténél tobb igazsagértéket is megengediink. Példaként emlithet&ek a kdzép-
és fels6fokn képzésben a matematika és az informatika oktatasahoz hasznalt szim-
bolikus programozasi nyelvek (pl. MAPLE, MATHEMATICA, DERIVE) kijelentéseinek
igazsagértékei, amelyek az 1GAZ, HAMIS (TRUE, FALSE) értékeken kiviil a NEM TUDOM
(FAIL) értéket is felvehetik. Tobbértéki logika egyéb alkalmazott tudomanyokban is
felbukkan, ilyen példaul a kvantummechanika.

Gyakorlatok
1.1-1. Fejezziik ki a , kizar6 vagy”-ot a negacid, konjunkcio6 és a diszjunkcid segitsé-
gével.
1.1-2. Igazoljuk, hogy az alabbi kijelentésformuldk kielégithetGek:
a) ~(A = —A)
b) (A= B)= (B=A))
c) (A= (BAC)A—-((BVC)=A).
1.1-3. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi kijelentésformulak a kijelentéskalkulus tételei:
a) (A=B)V(B=A)
b) (AAB)= A
¢) ((A=B)=A)=A.

1.2. A predikatumkalkulus

A matematikai problémék formalizaldsara a kijelentéskalkulus még nem elég. A
kijelentések tovabbi vizsgalatanal olyan kifejezésekbe {itkoziink, mint a ,,minden”
és ,lézetik”. Ezekre a kifejezésekre kvantorokat vezetiink be: a 3 (,van olyan”,
Hlétezik”) egzisztencialis kvantort és a V (,,minden”) univerzélis kvantort.

1.6. példa. Tekintsiik az alabbi kijelentést: ,Minden veréb madar.” Ha V-vel jeloljiik a
,veréb” és M-el a ,madar” predikdatumot, akkor az iménti kijelentést a

vx (V(x) = M(x))
alakban irhatjuk.

Legyen Q valamilyen, az x valtozot tartalmazo kifejezés. A

Ix Q(x) ésa Vx Q(x)



1.2. A predikatumkalkulus 5

tipusi kijelentések esetén az x valtoz6 minden el6fordulasira azt mondjuk, hogy
a kvantor hataskorében van. Ha egy kijelentésben egy véltozd minden elfordulésa
valamilyen kvantor hataskorében van, akkor azt mondjuk, hogy a valtozo kdtott,
egyébként szabad valtozo.

1.7. példa. Jelentse az A(x,y) kétbemeneti predikitum azt, hogy ,,az x ember édesanyja
y”. Ekkor az a kijelentés, hogy , mindenkinek van édesanyja”’ az alabbi mo6don formalizal-
hato:

Vx dy A(x,y).
Ha hangsilyozni akarjuk azt, hogy mindenkinek pontosan egy édesanyja van, akkor ezt az
3! (,egyértelmien létezik” vagy ,,pontosan egy létezik”) szokasos jelolés segitségével tehetjiik
meg:

vx Aly A(x,y).

A predikdtumkalkulus tételeihez hasonlé modon juthatunk el, mint a kijelentéskal-
kulusban. Az alabbiakban felsoroljuk a predikdtumkalkulus fontosabb tételeit.
(1) —=¥x A(x) & Ix ~A(x)

(2) —Vx ~A(x) & Ix A(x)
(3) —3Ix A(x) & Vx ~A(x)
(4) —3Ix ~A(x) & ¥x A(x)
(5) Vvx Vy Alx,y) & Yy Vx A(x,y)
(6) Ix Iy Alx,y) & Jy Ix A(x,y)
(7) IxVy Alx,y) = Yy Ix A(x,y)

Az els6 négy tételt szokas a tagadas, a kovetkezd harmat a felcserélhetGség tételeinek
nevezni. Figyeljik meg, hogy a (7) tételben implikacio, és nem ekvivalencia fordul
els.

1.8. példa. Formalizaljuk azt a kijelentést, hogy ,,mindenki szeret valakit”. Legyen L(x,y)
kétbemenetii predikatum jelentése ,x szereti y-t”. Ekkor az iménti kijelentés a Vx Jy L(x,y)
alakban irhat6, ami nem ugyanaz, mint a Jy Vx L(x,y), hiszen ezen utobbi jelentése ,,van
valaki, akit mindenki szeret”. Marpedig ha van valaki, akit mindenki szeret, akkor valéban
mindenki szeret valakit, de forditva nem feltétleniil.

Nincs mechanikus eljaras a kijelentések formalizalasara, minden esetben alaposan és
pontosan értelmezni kell a kijelentéseket, sziikség esetén atfogalmazva Sket a kvan-
torok segitségével. A kvantorok a koznyelvben és a matematikai nyelvben tébbféle
szoszerkezettel is kifejezhetSk. A ,,minden”, ,,az osszes”, ,,tetszéleges”, ,,barmely” sza-
vak az univerzésis kvantort jelzik, a ,létezik”, ,van olyan”, ,talalhatd”, ,néhany”,
,valamely”, | alkalmas”, ,bizonyos”, stb. szavak az egzisztencialis kvantorra utalnak.

1.9. példa. Formalizaljuk az alabbi kijelentéseket: az ELTE-n

a) ,,az Osszes szak tetsz6leges évfolyaman tanul lany hallgato”;

b) ,van olyan szak, ahol valamelyik évfolyam 6sszes hallgatoja lany”.
Jelentse a G(x) predikdtum azt, hogy x lany, az S(x,y) predikdtum azt, hogy x az y szak
hallgatoja, E(x,y) pedig azt, hogy x az y évfolyamra beiratkozott. Ekkor a a kijelentések
az alabbi alakban irhatok:
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a) Vx Yy 3z (G(z) A S(z,x) A E(z,y))
b) Ix Jy Vz (G(z) A S(z,x) A E(z,y)).

A predikdtumkalkulus alkalmazhatosaga céljabol dltalaban még néhéany kiegészi-
tést szokés tenni. Ezek koziil mi az azonossdg jelolésére szolgald ,, =" egyenliségjelet
emlitjik (predikdtumkalkulus azonossiggal). Az egyenlSségjelet a logikai miiveleti
jelek kozé célszert sorolni.

Figyeljiik meg, hogy a kvantifikilas mindig csak valtozokra vonatkozott, ami a
matematika széles teriiletének leirasahoz elegendd. Az ilyen tulajdonsiggal bir6 pre-
dikdtumkalkulust elsérendi predikdtumkalkulusnak nevezziik. Esetenként azon-
ban felléphet a predikitumok kvantifikildsanak sziikségessége, amivel magasabb
rendd predikdtumkalkukusokhoz juthatunk. Ezekkel mi nem foglalkozunk.

Gyakorlatok
1.2-1. Jelolje L(x,y) azt a predikdtumot, hogy ,,x szereti y-t”. Formalizaljuk az
alabbi kijelentéseket:

a) Mindenki szeret mindenkit.

b) Van valaki, akit szeret valakit.
1.2-2. Jeldlje a I'(x,y) predikitum azt, hogy ,x gyermeke y-nak”, a O(x,y) pre-
dikdtum azt, hogy ,x hazastarsa y-nak”, tovabba jelolje @ (x) azt, hogy ,x férfi”.
Formalizéljuk az alabbi kijelentéseket:

a) x fia y-nak,

b) x unokaja y-nak,

c) x testvére y-nak,

d) x apdsa y-nak,

e) x unokatestvére y-nak,

f) x veje y-nak.
1.2-3. Formalizaljuk az alabbi kijelentéseket:

a) Nem mind arany, ami fénylik.

b) Ki koran kel, aranyat lel.

¢) Nem minden fajta szarka farka tarka, csak a tarka farka szarka farka tarka.

1.3. Axiémak és a bizonyitasok formai

Bizonyitdson egy allitasnak mas allitasokbol meghatarozott logikai kovetkeztetési
szabélyokkal valo levezetését értjiik. Ha bonyolultabb éllitasokat megkisérliink egy-
szertibbekre visszavezetni, gyorsan olyan tételekbe iitkozhetiink, amelyeket korabbi
tételekbdl sehogy sem lehet levezetni. Ezért elGszor igaznak tekintett allitasokat,
axiomdkat fektetiink le, amelyekhez a bizonyitasoknal vissza lehet nyulni. Igy végss
soron minden bizonyitast axioméakra lehet visszavezetni. Az, hogy mit lehet egy axi-
omarendszerbdl levezetni, attol fiigg, hogy melyik logikai rendszer mellett dontiink,
és milyen kovetkeztetési szabalyokat engediink meg.

Lényeges kérdés egy meghatarozott axiomékra felépitett matematikai elmélet
ellentmonddsmentessége, vagyis annak megmutatasa, hogy olyan ellentmonda-
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A|B||[A=B|-B|-A| B=>-A|(A=>B)& (-B=—A)
I I I H H I I
I | H H I H H I
H | I I H I I I
H | H I I I I I

1.2. abra. Az (A = B) & (—B = —A) kijelentés igazsagtablazata.

sos kijelentéseket, mint példaul A /A —A, nem lehet levezetni. Hasonléan fontos az
axiomarendszer teljessége, vagyis hogy valamennyi tételt le lehessen vezetni. Ez a
kijelentés és predikiatumkalkulus esetén elérhets (GODEL teljességi tétele). Lényeges
még az axiomarendszer fiiggetlensége, vagyis egyik axiomat se lehessen a t6bbibdl
levezetni.

A matematikai tételek, allitasok jelentGs része A = B tipusu implikacio. Itt A a
tétel feltételeit jeloli, amelyeket premisszdknak neveziink (,,az, amit tudunk”), B pedig
a tétel allitasat jeloli, amelyet konklizionak is mondunk (,amit tudni szeretnénk”).
Az ilyen tipusu tételek bizonyitdsanak legismetebb forméaja a kdzvetlen vagy direkt
bizonyitds, amelynek az alapja a

(A=B)AA)=B

modus ponens.

Ha egy M axiémarendszerbdl az A allitast kell levezetni, ez agy is elvégezhetd,
hogy a —A feltételezésével olyan B &llitasra kovetkeztetiink, amelynek a tagadéasat
M-Dbdl le lehet vezetni. Ekkor —A = B-bdl és —B-bdl a modus tollens miatt —A és
igy A kovetkezik (kézvetett vagy indirekt bizonyitds). Ekkor tehat

(A= B)A—B) = —A.

Indirekt bizonyitasra talan a legismertebb példa a kozépiskolai matematikabol jol
ismert /2 irracionalis voltanak bizonyitasa.

Ha egy éallitas A = B alak, akkor gyakran a =B = —A kontrapoziciot bizonyit-
juk. Az 1.2. dbra azt mutatja, hogy ez miért tehets meg. Egy allitds hamis voltanak
bizonyitasdhoz mindig elegendd egyetlen ellenpélda.

A modus ponens és a modus tollens kovetkeztetési szabalyok indokoljak a sziik-
séges illetve elégséges feltételek elnevezéseket: ha A = B érvényes, akkor A-t B
elagséges feltételének, B-t pedig A sziikséges feltételének nevezziik. Altalanosan, azt,
hogy az A = B implikici6 igaz, az alabbi kifejezési modok barmelyikével leirhatjuk:

,A-bol kovetkezik B”;

»A csak akkor teljesiil, ha B is teljesil”;

A elégséges feltétele annak, hogy B teljesiiljon”;

,,B teljesiilésének sziikséges feltétele A”;

A matematikai tételek jelentss része A & B tipusu ekvivalencia. Azt, hogy A & B
igaz, az alabbi kifejezési modokkal irhatjuk le:

»A ekvivalens B-vel”;

»A akkor és csak akkor teljesiil, ha B is”;
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»A teljesiilésének sziikséges és elégséges feltétele B”;
,A pontosan akkor teljesiil, ha B;”

Nagyon fontos és hasznos bizonyitasi modszer a teljes indukcid, ami a természetes
szamoknak az 5. PEANO-axiéméban (4.1. fejezet) megfogalmazott tulajdonsagara
épiil. Ennek az eljarasnak az dltalanositasa a transzfinit indukcio (5.17. tétel).

Definicion egy fogalom pontos leirasat értjiik, esetleg mas fogalmak felhasz-
nélasaval. Itt hasonlé problémak adédnak, mint a bizonyitdsnal. Sok fogalmat nem
explicit modon (A & B), hanem implicit modon, kolesonos Osszefiiggések alapjan
definidlunk (példaul a sikgeometridban az egyenest, a tavolsagot, a teriiletet stb.).
A kés6bbiekben hasznos lesz annak ismerete, hogy egy relacio vagy fiiggvény min-

alakban is meg lehet adni (BETH tétele).

Megjegyzések a fejezethez

A logika a helyes kovetkeztetés tudoméanya. Ha egy logikai rendszerben csak egyetlen
ellentmondas is van, akkor azon a rendszeren beliil barmilyen allitas bebizonyithato.
S6t, GODEL megmutatta, hogy ha egy ,,megfelelen erds” formélis rendszer ellent-
mondasmentes, akkor megfogalmazhatd benne olyan allitds, amely a rendszer kere-
tein beliil sem nem bizonyithatd, sem nem cafolhaté. GODEL eredményeire a kotet
végén még visszatériink.

Az els6 fennmaradt axiomarendszert EUKLIDESZ Elemek [7] cimii munkaja tar-
talmazza. EUKLIDESZ arra torekedett, hogy minél kevesebb axiémat mondjon ki, és
tételként bizonyitott mindent, amit csak lehet. A késGbbiekben latni fogjuk, hogy
az axiomak kivalasztasa meglehetGsen 6nkényes, egy adott témakorhoz tobb kiilon-
boz6 axidomarendszer is megalkothaté. Egy axiémarendszer ,erGsségét” lényegében
az adja, hogy ,,mennyi mindent” lehet bizonyitani beléle.

Javasolt irodalom: MENDELSON [28], PASZTORNE [30], PENROSE [31], QUINE
[32], és SZENDREI [39].



2. Halmazok, relaciok, fiiggvények

A halmaz fogalma a modern matematikiban alapvetd szerepet jatszik. A halmazel-
mélet alapjait CANTOR rakta le, de az altala lefektetett in. naiv halmazelmélet-
ben ellentmondasokat lehet konstrualni. Egyszertisége miatt a gyakorlatban mégis
ezt hasznaljuk, és lehetGség szerint keriiljiik az olyan halmazok konstrukciéjat, ame-
lyekkel az elmélet ellentmondéasosnak bizonyulna. A halmazelmélet ellentmondés-
mentességének kivant szigortsagat az axiomatikus halmazelméletben érjiik el,
amelyet a fejezet végén ismertetiink.

2.1. Naiv halmazelmélet

2.1.1. Bevezet6 fogalmak

A halmaz és a halmaz eleme fogalmakat a matematikiban nem definialjuk, ezek
un. alapfogalmak. Koriilirva 6ket, a halmaz egymastol jol megkiilonboztethets objek-
tumok (dolgok, targyak) egyiittese, Osszessége. Az objektumokat a halmaz elemeinek
nevezziik.

Az ,, objektumok egyiittese, Gsszessége” kifejezés arra utal, hogy valamilyen ob-
jektum vagy benne van az adott halmazban, vagy nincsen benne, de a ketts egyi-
dejtleg nem teljesiil. A ,,jol megkiilonboztethet&ség” pedig azt jelenti, hogy minden
objektum legfeljebb egy példanyban van benne az adott halmazban.

Valamely halmaz elemeire az a, b, c,... bettket, a halmazokra az A, B, C,... je-
16lést, alkalmazva jelentse a € A azt, hogy a eleme A-nak, b ¢ B pedig azt, hogy b
nem eleme B-nek. A halmazok lehetnek végesek vagy végtelenek (5. fejezet). Véges
halmazokat meg lehet adni elemeik felsorolasaval, szokas szerint kapcsos zarojelek
kozott, mig tetszéleges halmazokat az elemeiket definialo feltételek megadasaval.
Ilyenkor roviden {x € H | T(x)}-et irunk azon H-beli x objektumok halmazara, ame-
lyekre a T(x) tulajdonsag teljesiil. Amennyiben a | elvalasztojel zavard, akkor az
{x € H : T(x)} is hasznalatos. Ha a H halmaz nyilvanvalo, kiirasa elhagyhato.

2.1. példa. Példak halmazokra:
H] = {2) 3»5» 7}7
N={0,1,2,...},
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2.1. abra. Az A és B halmazok VENN-diagramos szemléltetése.

Hy ={x e N|x* —17x% +101x* — 247x + 210 = 0},
Hs legyen a négy legkisebb pozitiv primbdl all6 halmaz,
Hs ={x € N| x prim}.

Ekkor Hy,H,, H3 véges halmazok, valamint az 5. fejezetben latni fogjuk, hogy
Hy végtelen halmaz. Az N-nel jelolt halmazt a természetes szdmok halmazd-
nak nevezziik. Ez a halmaz olyan lényeges szerepet jatszik a matematikidban, hogy
axiomatikus felépitésére a 4. fejezetben visszatériink. Addig N-et mint a szamlélas
eszkozét hasznaljuk.

2.1. definicié. Halmazokat akkor neveziink egyenldeknek, ha ugyanazokbol az ele-
mekbdl dllnak, vagyis

A=B & v (xcAsxeB).

Az elemek sorrendjének nincs tehét jelentGsége. Az iménti példaban Hy = H, = Hs.
Ha az A és B halmazok nem egyenlGek, akkor ezt ugy jeloljiik, hogy A # B.

2.2. definicié. Azt a halmazt, amelynek nincs eleme, tires halmaznak nevezzik
és I-zal jelolyik.
Az egyenlGség definicidja szerint csak egyetlen iires halmaz létezik.

Halmazok szemléltetéseként egy halmaz elemeit a sik pontjaiként is felfoghatjuk,
amelyeket korrel vagy mas zart gorbével kortilfogunk (EULER vagy VENN-diagram,
2.1. abra). A Venn-diagrammal valo abrazolas csak vizualis szemléletet ad, allitasok
bizonyitadsidra nem alkalmas.

2.1.2. Részhalmazok és hatvanyhalmazok

Elsfordulhat, hogy az A halmaz minden eleme egy B halmaznak is eleme. Ekkor A-t
a B részhalmazanak nevezziik, jelolése A C B.

2.3. definicié. ACB & vx (x € A = x € B).

Ekkor a valodi részhalmaz definicidja az aldbbi lesz.
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2.4. definici6. ACB < ACBAA#£B.

Ebben az esetben a B halmaznak léteznek olyan elemei, amelyek nem tartoznak A-
hoz. Minden A halmazra érvényes, hogy @ C A. Ha A # @&, akkor @ C A szintén
teljestl.

2.2. példa. Felhivjuk a figyelmet az € és C kolonbozGségére. A 2 € {2,3,5,7] érvényes,
ugyanakkor 2 C {2,3,5,7} nem, ezzel szemben {2} C {2,3,5,7} szintén igaz.

A halmazokat mint elemeket Gsszefogva tjabb halmazokat alkothatunk, ezeket
halmazrendszereknek nevezziik. Kiilonleges halmazrendszer egy A halmaz vala-
mennyi részhalmazanak halmaza, amelyet az adott halmaz hatvanyhalmazdnak
neveziink, és p(A)-val jeloliink.

2.5. definicié. p(A) & (x| x C A}

A kés6bbiekben megmutatjuk, hogy egy n-elemii halmaz hatvanyhalmaza 2™ elembdl
all.

2.1.3. Halmazmiiveletek

A halmazelmélet alkalmazhatdsdga szempontjabol kiemelt jelentGsége van a halma-
zok kozotti miiveleteknek. Ezek, amint latni fogjuk, szoros kapcsolatban allnak a
kijelentéskalkulus mrtiveleteivel.

2.6. definicié. A\B & (x| x € AAx¢&B).

A\ B-t ugy olvassuk, hogy ,,A minusz B”, mivel ez a halmaz A-nak pontosan azon
elemeibdl all, amelyek B-hez nem tartoznak (kilonbséghalmaz).

Ha A C H, akkor H \ A-t A-nak H-ra vonatkozo kiegészitdjének vagy komp-
lementerének nevezziik, és Ay-val jeloljitk. Ha az Osszefiiggésekbdl vilagos, hogy
mely H alaphalmazrol van sz6, akkor az A jeldlés hasznalatos. Felhivjuk a figyel-
met, hogy a komplementerképzésnél mindig tisztaban kell lenniink, hogy mely H
halmazrol is van sz6. A komplementerképzésnek a negécioval vald Osszefiiggése nyil-
vanvalo:

xXEH= (xcA&Xx¢gA S ~(xecA)).
A halmazok k6zotti legfontosabb miivelet a metszet és az unié.
2.7. definicio. ANB & (x| x e AAxe€B.

A NB (olvasd: A és B metszete vagy k6z0s része) mindazokbol az elemekbd] all,
amelyek egyidejtleg A-hoz és B-hez is hozzatartoznak. Ha A N B = @, akkor A-t és
B-t diszjunktnak (vagy idegennek) nevezziik.

2.8. definicié. AUB % (x |x € AV x € B}.

A UB (olvasd: A és B unidja vagy egyesitése) mindazokbol az elemekbdl all,
amelyek A-hoz vagy B-hez tartoznak (a ,,vagy” nem kizér6 értelemben).
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Az uni6 és a metszet, legfontosabb tulajdonsagai:

(1) ANB=BNA (2) AUB=BUA

3) (ANB)NC=AN(BNC) (4) (AUB)UC=AU(BUC)
(5) (ANB)UC=(AUC)N(BUC) (6) (AUB)NC=(ANC)U(BNC)
(7) AN(AUB)=A (8) AU(ANB)=A

(9) ANA=A (10) AUA =A.

Az (1)-(2) tulajdonsagot kommutativitasnak, a (3)—(4)-et asszociativitisnak, az (5)—
(6) tulajdonsagot disztributivitisnak, (7)—(8)-at elnyelési tulajdonsagnak, a (9)—(10)
tulajdonsagot idempotenciinak nevezziik.
Az iires halmazra és a H alaphalmazra a kovetkezs tulajdonsigok érvényesek:
AN =0 AUQZ=A
ANH=A AUH=H
ANA=g AUA=H.
Ervényesek tovabba a DE MORGAN-toérvények:
ANB=AUB é AUB=ANB.

e,f,g,h} C H.

2.3. példa. Legyen H = {a,b,c,d,e, f,g,h}, A = {a,c,e,g} C H, B ={
={b,d,f,hl.

Ekkor AUB ={a,c,e,f,g,h}, ANB ={e g}, A\B={a,c}, A

A metszetet és az unioét nem csak két halmazra lehet definidlni. A miiveletek
asszociativitasa miatt a ketténél tébb halmazbol all6 metszetet és unidt zardjelek
nélkiil irhatjuk, a kommutativitas miatt pedig a tagok sorrendje is lényegtelen. (En-
nek bizonyitasara a 4.13. tételben visszatériink.)

Legyen X tetsz6leges halmaz, H C p(X).

2.9. definicio. N"H % [x | VA € H esetén x € A}

2.10. definicié. UH & {x | A € H olyan, hogy x € A}

Igy tehat a NH elemei a halmazrendszer minden halmazahoz hozzatartoznak, UH pe-
dig mindazon elemekbdl all, amelyek a halmazrendszer valamely halmazanak elemei.

2.11. definicié. Legyen X tetszdleges halmaz, és tekintsik a H C p(X), UH = X
halmazrendszert. Ha minden A € H esetén A # &, és minden A,B € H (A # B)
esetén ANB = &, akkor a H halmazrendszert X osztdlyokra valé felbontdsanak
vagy osztdlyfelbontdsdnak nevezziik.

A halmazalgebra miveletei a matematika csaknem minden teriiletén el6bukkannak.
Peéldaul az algebraban egy egyenletrendszer megoldashalmaza az egyes egyenletek
megoldéshalmazainak metszete.

Gyakorlatok

2.1-1. Legyenek az A, B, C halmazok a H alaphalmaz részhalmazai. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor ANB C CeACBUC.

2.1-2. Igaz-e az alabbi allitds minden A, B, C halmaz esetén:
AcBABeC=AcC?
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2.1-3. Bizonyitsuk be, hogy minden A, B, C halmaz esetén
a) A\ (BNC)=(A\B)U(A\C)
b) A\ (BUC)=(A\B)\C.
2.1-4. Bizonyitsuk be a DE MORGAN-torvényeket.
2.1-5. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges A, B halmazokra
a) ANBCA,BCAUB,
b)ACBSAUB=BSANB=ASANB=2.
2.1-6. Definidljunk az A, B halmazokon egy 1j miiveletet: AAB = (A\B)U(B\ A).
a) Bizonyitsuk be, hogy A A (A A B) =B.
b) Fejezziik ki a A és a N miveletek segitségével A UB-t és A \ B-t.
A A miiveletet szimmetrikus kiilonbségnek vagy szimmetrikus differencid-
nak nevezziik.
2.1-7. Magyarazzuk meg az alabbi torténet osztalyfelbontassal valé kapcsolatat.
A programozok fizetésemelést szeretnének, mire a munkaadoé igy valaszol: — Nem
szégyellik magukat? Tudjak Onok tulajdonképpen hany napot dolgoznak egy évben?
Nem? Akkor elmondom. Az év 365 napbol all. Naponta 8 orat alszanak, ami 122 na-
pot tesz ki. Marad 243 nap. Naponta 7 6rat szabadok, ami 6sszesen 106 nap. Marad
137 nap. Egy évben 52 vasarnap van, amikor szabadok. Marad 85 nap. Szombaton
is szabadok, ez plusz 52 nap. Ezen kiviil van 3 hét szabadsag. Marad 12 nap. Egy
évben van még 11 szabadnap valami {innep miatt. Mi marad még? Egyetlen nap!
Igen, a majus elseje. Es maguk akkor is szabadnaposak!

2.2. Relaciék

A reléacié fogalma kiilondsen fontos a matematikdban. Ennek alapjat a halmazok
DESCARTES-féle direkt szorzata képezi. A relaciok osszefiiggést allitanak fel egy hal-
maz vagy kiilonféle halmazok elemei kozott. A reldcio specidlis eseteként eljutunk
a fiiggvény fogalméhoz, s6t, a relaciok kiilonféle struktarakat is létrehozhatnak hal-
mazokon. A relaciok fontos szerepet jatszanak az adatbézis-kezel6 rendszerekben
is.

2.2.1. DEscARTESs-féle direkt szorzat és relacié

Ha egy halmaz aq, a, elemének sorrendje is lényeges, és a sorrendiségben a; el6bb
szerepel, mint a,, akkor az (a1, az) rendezett pdr fogalmat hasznaljuk.

2.12. definicié. (a1, a2) & {ai),{ar, az)l.

Az (a7, ay) rendezett parban a; az els6, a> a mésodik komponens. Az (aj,az) és
(b1, b2) rendezett parok pontosan akkor egyenlek, ha a; = by és az = b,. Nyilvan
(a1,a2) # {ar,az}. Ketténél nagyobb n esetén a rendezett n-eseket a rendezett
parok altalanositasaként definialjuk.

2.13. definicio. Legyenek A1, A2, ..., Ay halmazok. Az

A1l XAy X ... X An ?éf {(Cl],...,(ln) | CliEAi}
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halmazt az Aq,A2,...,An halmazok DESCARTES-féle direkt szorzatdnak nevez-
ziik. A = A1 = Ay = ... = A, esetén az A™ jeldlés haszndlatos. Megdllapodds
szerint A° = [@).

Két rendezett n-es egyenlgsége ugyancsak a komponensenkénti egyenléségbdl adodik.

2.14. definici6. A p C A7 X Ay X ... X Ay, részhalmazt n-vdltozos reldcionak ne-
vezziik. Azn = 2 esetben binér reldciordl, a p C A™ esetben homogén reldciorol
beszéliink.

2.4. példa. Legyen az A halmaz a magyar keresztnevek halmaza. Ekkor a p =
{(Antal), (Imre), (Jozsef)} egy undris relacié A-n.

2.5. példa. Az n-valtozos relaciok szoros kapcsolatban allnak az m-valtozos predikatu-
mokkal. Minden P(x1,...,xn) predikitum meghataroz egy p relaciot az alabbi modon:

p={(ar,...,an) €A1 X -+ x An | P(ar,...,an) logikai értéke 1cAzZ},

és hasonléan, minden p relacio (logikai értékét tekintve) egy egyértelmtien meghatarozott

P(x1,...,%xn) predikdtumhoz tartozik, amely igy adhato6 meg:
e IGAZ, ha (ai,...,an) € p
P(ai,...,an) logikai értéke { namis,  ha (ay.... an) € p.

A predikatumok tehat a relaciok leirdsai a logika nyelvén.

2.2.2. Binér relaciok

A p C A x B binér relaciét ugy is értelmezhetjiik, hogy B elemeit meghatarozott
modon hozzarendeljik” A elemeihez. Az (a,b) € p helyett gyakran szokis apb-t
irni. Véges halmazok esetén ez a hozzarendelés , nyildiagrammal” (a relaci6 iranyitott
grafjaval) szemléltethets (2.2. abra).

2.6. példa. Binér relaciéra példa a ,,C” tartalmazas a halmazrendszerekben, vagy a ,,1”

merGlegesség az egyenesek egy halmazaban.

2.7. példa. Legyen egy adott szamitogépes program Osszes lehetséges bemenetének hal-
maza A, Osszes lehetséges kimenetének halmaza pedig B. Ekkor megadhaté egy p C A x B
relacié oly médon, hogy apb pontosan akkor, ha a program az a bemenetre a b eredményt
adja.

2.15. definicié. A p C A X B reldcid értelmezési tartomanya

D, € (acA[TbeB : (ab)ep)
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=

a) b)
2.2. abra. Legyen A ={a,b,c}, p={(a,a),(a,b),(b,c),(c,a)} C A x A. Az a) dbra mutatja a p

relacio grafjat. Homogén binér relaciok esetében a nyildiagramos abrazolas tovabb egyszertisithets,
ezt szemlélteti a b) abra.

értékkészlete pedig

R, & (beB|JacA : (ab)eph.

2.8. példa. Az A = {aq,b}, B = {c,d,e}, p = {(a,d),(a,e)} C A x B relaci6 esetén
DP :{a}vRO :{dv e}'

2.16. definicié. A p binér reldciot a o binér reldcio kiterjesztésének, illetve o-t
a p leszikitésének (vagy megszoritisinak) nevezzik, ha ¢ C p. Ha H egy halmaz,
a p reldcio H-ra valo leszikitésén a

f
ol & {(a,b) €p, aeH)
reldaciot értjuk.

Tekintsiik a p C A x A alaka (homogén binér) relaciokat. Ekkor

(1) p reflexiv (%:e; Va € A (apa)

(2) p irreflexiv (%:e; Va € A —(apa)

(3) p szimmetrikus g Va,b € A (apb = bpa)

(4)  p antiszimmetrikus ?éf Va,b € A (apb Abpa = a=">)

(5) p szigorian antiszimm. ?éf Va,b € A (apb = —(bpa))

(6) p tranzitiv g Va,b,c € A (apb Abpc = apc)

(7) p intranzitiv e Va,b,c € A (apb Abpc = —(apc)
(8) p trichotom & va,beA ( gspﬁgltzz;nva;‘ e:g;ik )

(9) p gyengén trichotom & Va,b € A (apb V bpa, esetleg mindketts)
A gyengén trichotom relaciot gyakran dichotomnak, linearisnak vagy konnexnek
mondjuk. Ezek a tulajdonsagok a rendezési struktirdkhoz és a hanyadoshalmazok
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konstrukciojahoz lesznek lényegesek.
Az Olvasoéra bizzuk annak belatasat, hogy a 2.2. abran lathaté homogén binér
relacid esetében a fenti tulajdonsigok koziil csak az antiszimmetria teljesil.

2.2.3. Ekvivalenciarelacié, hanyadoshalmaz

KiemelkedGen fontos szerepet jatszanak az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezé relé-
ciok:

2.17. definicio. Valamely p C A x A reldciot ekvivalenciareldcionak neveziink,
ha reflexiv, szimmetrikus €s tranzitiv.

2.9. példa. Ekvivalenciarelacié példaul az egyenesek parhuzamossaga, szakaszok egybe-
vagosaga.

2.18. definici6. Adott p C A x A ekvivalenciareldcio esetén az A halmaz mindazon
elemeinek halmazdt, amelyek eqy a € A elemmel p relicicban dllnak, az a dltal
meghatdrozott [a] ekvivalenciaosztalynak nevezziik:

al & [ beAlapbl.

Lényeges kapcsolat van az A halmaz ekvivalenciarelacioi és A osztélyfelbontésai
kozott.

2.19. tétel (ekvivalenciarelacio és osztalyfelbontas kapcsolata). Valamely A halma-
zon értelmezett p ekvivalenciareldcio az A-nak egy osztdlyfelbontdsdt hatdrozza meg.
Megforditva, az A halmaz minden osztdlyfelbontdsa eqy ekvivalenciareldciot definidl
p elemei kozott.

Bizonyitas. Legyen adott az A halmazon egy p ekvivalenciarelacié. Megmutatjuk,
hogy a H ={[a] | a € A} egy osztalyozasa A-nak. Nyilvan UH = A, valamint p ref-
lexivitdsa miatt a € [al, igy az osztalyok nem iiresek. Azt kell csak belatnunk, hogy
a kiilonb6z8 osztalyok metszete iires. Legyen ¢ € [a] N [b]. Ekkor cpa és cpb, amibdl
a szimmetria és a tranzitivitis miatt apb. Ha most d € [a], akkor a szimmetria és
a tranzitivitds miatt d € [b]. Ugyanigy, ha d € [b], akkor d € [a]. Végeredményben
tehat [a] = [b], azaz ha két ekvivalenciaosztalynak van kozos eleme, akkor azono-
sak. Eszerint A minden eleme pontosan egy ekvivalenciaosztalyban fordul els, és az
osztalyok paronként diszjunktak.
Megforditva, ha H az A halmaz egy osztalyfelbontasa, akkor a

p={(a,b) e AxA|aésb aH ugyanazon halmazanak eleme}
relacio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv, vagyis ekvivalenciarelacio. O

Egy ekvivalenciarelacio tehat egy osztédlyfelbontést hoz létre, az A ekvivalencia-
osztalyainak halmazat.
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2.20. definicié. Az .
Alp € (lalacA)

elnevezése A-nak p szerinti hdnyadoshalmaza (vagy faktorhalmaza). Egy b € [a]
elem az [a] osztdily reprezentdnsa. A T halmazt az A/p teljes reprezentdns-
rendszerének nevezzik, ha T pontosan egy elemet tartalmaz A/p minden osztdlyd-
bal.

A hényadoshalmaz egy absztrakcios folyamat eredménye: az ekvivalencia-
osztalyt létrehozo tulajdonsagot az osztalyfelbontassal lehet azonositani. Ha az A
halmaz p ekvivalenciarelacio szerinti hanyadoshalmazabdl mint osztalyfelbontésbol
indulunk ki, és képezziik a hozza tartozd ekvivalenciarelaciot, akkor az eredeti re-
laciot kapjuk vissza. Hasonléan, ha egy osztalyozasbol képezziik a hozza tartozo
ekvivalenciarelaciot, majd ebbdl a hanyadoshalmazt, az eredeti osztalyozést kapjuk.

2.10. példa. Egyenesek parhuzamossaga az ,irdny”, szakaszok egybevigosaga a
»hosszisag” fogalméhoz vezet.

2.2.4. Relaciék kompoziciéja, inverze
2.21. definicié. Ha p C A x B és 0 C B x C, akkor a

oop &f {(x,z) e AxC|3JyeB (xpy Ayoz)}

e s

Figyeljiik meg, hogy relaciok kompozicioja lehet {ires relaci6 is.
2.22. tétel (relacioszorzat asszociativasa). Legyen p C AxB,0 CBxC,T1 C CxD.

Ekkor a reldcidszorzat asszociativ, vagyis (Too)op =To (00 p).

Bizonyitas. ElGszor a (tTo o) op C To (00 p) tartalmazast latjuk be. Ha (a,d) €
(To0)op, akkor létezik olyan b € B, amelyre (a,b) € p és (b,d) € To 0. A masodik
Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy létezik olyan ¢ € C, amelyre (b,c) € 0 és (c,d) € 7.
Ekkor viszont erre a c-re (a,c) € 0o p és (c,d) € 1. Igy pedig (a,d) € To (0o p) is
teljesiil. Hasonloképpen bizonyithaté a to (0o p) C (To o) o p Osszefiiggeés is, amibsl
a két relacio egyenlGsége kovetkezik. O

2.23. definicié. A p C A x B reldcié inverzének a

o' X {(b,a)eBxA|(ab)ecp)
reldciot nevezzik.
Megfigyelhetjiik, hogy D,-1 =R, és R,-1 =D,

Gyakorlatok
2.2-1. Adjunk példakat a homogén binér relaciok (1)-(9) tulajdonsagai koziil mind-
egyikre.
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2.2-2. Hogyan lehet eldonteni egy homogén binér relacio grafja alapjan, hogy a
relécio reflexiv?
2.2-3. Legyen adott egy p C A X B relacio, és legyen A1, Ay, C A. Bizonyitsuk be
az alabbiakat:

a) Ha Ay C A;, akkor Rp‘A] C RP‘Az‘

b) R :RD\A1 URD\AZ‘
C) RP\A10AZ g RP\A, n RP\AZ'
2.2-4. Legyen E = {sik egyenesei}. Az alabbi E x E-n értelmezett relaciokrol allapit-
suk meg, hogy ekvivalenciarelaciok-e:

a) p ={(a,b) | a egy pontban metszi b-t}

b) 0 ={(a,b) | a-nak és b-nek van kozos pontja}.
2.2-5. Elemei felsorolasaval hatarozzuk meg azt az ekvivalenciareléciot, amelyhez a
megfelels alaphalmazon az alabbi osztalyfelbontas tartozik: {a, d, g}, {b}, {e}, {c, f}.

P‘A]UAZ

2.2-6. Az {1,2,3} halmazon keressiink két olyan homogén binér relaciot, amelyek
szimmetrikusak, de a szorzatuk nem szimmetrikus.
2.2-7. Legyen p C A x A. Vizsgaljuk meg p o p~!
tranzitivitasat.

2.2-8.x Legyen p C A x A. Bizonyitsuk be, hogy a

reflexivitasat, szimmetriajat és

(o]
p=pup’u...=[Jpo"
n=1

relacio tranzitiv. p-t a p relacio tranzitiv lezdrtjanak nevezziik.
(p" =popo...op, ami a relaciészorzat asszociativitdsa miatt egyértelmsi.)
H—/

Tn-szer

2.3. Fiiggvények

Az aldbbiakban specialis relaciokkal foglalkozunk.

2.3.1. A fiiggvény definiciéja

2.24. definicid. Legyen A # &, B # @, tovibbd @ # f C A x B. Az f reldciot A-
bol B-be képezd parcidlis fliggvénynek vagy leképezésnek nevezzik, ha barmely
x € Dy esetén az{y € B | (x,y) € f} halmaz egyetlen elembdl dll. Ezt az egyetlen
elemet az x-hez rendelt fliggvényértéknek nevezzik, jele f(x).

Az f(x)-et agy olvassuk: ,ef iksz”, vagy f értéke az x helyen. Azt a tényt, hogy az
x-hez rendelt fliggvényérték y, ugy jeloljik, hogy x — y, f : x — y, f : x A y,
x — f(x) vagy y = f(x). Mivel a fliggvények specialis relaciok, ezért a relaciok-
nal megismert definiciok (értelmezési tartomany, értékkészlet, kompozicio, inverz) a
fiiggvényekre is vonatkoznak. A fiiggvény definicioja szerint az értelmezési tartomany
barmely eleméhez létezik a hozza rendelt fliggvényérték, ezért magat a fiiggvényt
hozzarendelésnek vagy leképezésnek is szokas nevezni. Bizonyos specialis esetekben
talalkozhatunk a transzformdcio, operdcio, operdtor, funkciondl elnevezésekkel is.
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Az {(x,f(x))] x € D¢} C A x B neve a fiiggvény grdfja. Szamhalmazoknal a grafot
koordinata-rendszerben lehet abrézolni.

A tovabbiakban az A-bol B-be képezs fiiggvények {f C A x B | f fiiggvény}
halmazat A — B (olv: A nyil B) fogja jelolni. Ha f egy A-bol B-be képezs fiiggvény,
akkor ezt ugy jeloljiik, hogy f € A — B. Tetsz6leges f, g € A — B fiiggvények esetén

f=g& Df =Dy, és Vx € Dy esetén f(x) = g(x).

2.11. példa. Véges halmazokon értelmezett parciilis fiiggvényeket igy is megadhatunk,
hogy felsoroljuk az értelmezési tartomény elemeit és mindegyikiik ald odairjuk a képiiket.
Legyen példaul A ={a,b,c,d,e} és B = {x,y, z}. Ekkor

f_abcde
“lx y x z

az f € A — B fiiggvény egy megadasi modja.

2.12. példa. A szamitogépes programokban kulcsszerepet jatszanak az un. logikaz filigg-
vények, amikor f € A — B esetén B = {1GAz, namis}. Az elss fejezetben latott predika-
tumok példak logikai fiiggvényekre.

2.25. definicié. Legyen f € A — B, tovdbba H C A. Az
i
fiH] & {f(x) [ xe HND{ SR C B
halmazt a H (f dltal létesitett) képének nevezziik.

Gyakori eset, hogy H C D¢. Ekkor HN Dy = H, tehat f[H] = {f(x) | x € H}. Tovabba
HN D¢ = @ esetén f[H] = &, specidlisan f[g] = @.

2.26. definicid. Legyen f € A — B, tovabbd H C B. Az
f'H & {xeD¢|f(x) eH}C D CA
halmazt a H (f dltal létesitett) 6sképének nevezziik.
A HNR¢ = @ esetben f~'[H] = @, specialisan f~'[@] = @. Megjegyezziik, hogy !

itt relacid, nem fiiggvény.

Nagyon fontosak azok a fiiggvények, amelyek értelmezési tartomanya a teljes A
halmaz.

2.27. definicid. Legyen f € A — B. Azt mondjuk, hogy f eqy A-n értelmezett,
B-be képezd fiiggvény, ha Dy = A. Ezt a tényt f: A — B-vel jeldlyiik.

Ha azt mondjuk, hogy f az A-t B-be képezd fiiggvény, akkor ez alatt azt értjiik, hogy
f egy olyan fiiggény, amelynek az értelmezési tartomanya A, az értékkészlete pedig
B.
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2.3.2. Fiiggvények tipusai, lesziikités, kiterjesztés, indexelés

2.28. definici6. Legyen adott egy f € A — B fiiggvény. Az f fiiggvény sziirjektiv,
ha R¢ = B, ingektiv, ha Vx1,x2 € D¢ (x1 # x2) esetén f(x1) # f(x2). A leképezést
biyjektivnek nevezzik, ha szirjektiv és injektiv egyszerre.

2.13. példa.

(1) Legyen Aq,...,An nem iires halmaz, és i € {1,...,n}. A pi : A1 X ... X An — Ay,
(X1,...,%xn) — x; fiiggveény sziirjektiv. A leképezést i-edik projekcionak vagy vetitésnek
nevezziik.

(2) Legyen A # o, és p egy ekvivalenciarelaci6 A-n. A k : A — A/p, x — [x] fiiggvény
sziirjektiv, amelyet kanonikus fiiggvénynek neveziink.

(3) Az A — A, a — a leképezés bijektiv, amit identikus leképezésnek, identitisnak
vagy azonossdagnak neveziink, és ida-val jeloliink.

(4) Véges halmazon értelmezett f: A — A bijektiv fiiggvények nagyon gyakoriak a mate-

matikadban, fizikdban, és a szamitastudomanyban. Ha példaul A = {a;, az,...,an}, akkor
az f: A — A fiiggvény szokésos jelolése
f— ai az e an
-\ flar) flaz) ... flan) )°

Ezeket a fiiggvényeket permutdciofiiggvényeknek nevezziik.

(5) Az f € A — B leképezést konstansfiiggvénynek nevezzik, ha f(x) = f(y) minden
X,y € Dy esetén.

(6) Az o # A C H halmaz karakterisztikus fliggvényén a

(x) = 1 haxe A
XAT=91 0 haxeH\A.

fiiggvényt értjiik. Ha jelolni akarjuk a H alaphalmazt is, akkor szokésos jelolés X;H) (x).

2.14. példa. Az A = {1,2,3} halmazon értelmezett permutaciofiiggvények az alabbiak

lesznek:
. 1 3 1 2
1 3 1 2

2.29. definicié. A g € C — B figguényt az f € A — B figgvény (C-re vald)
leszikitésének (vagy megszoritdsdinak) nevezzik, ha @ # C C Dy, és f(x) = g(x)
minden x € C esetén. g helyett gyakran f|c-t irunk (olvasd: { leszikitése C-re).

w N N

3
2
3
2

2.30. definicié. A g € C — B fiigguényt az f € A — B fiigguény kiterjesztésének
nevezzik, ha D¢ C Dy és glp, =1.
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Vegyiik észre, hogy a lesziikités egyértelmd, a kiterjesztés nem.

Sokszor egy fliggvény esetében nem a hozzarendelés, hanem az értékkészlet ele-
meinek ,rendszere” kap hangsilyt. A ,rendszer” valami olyant jelent, hogy az ér-
tékkészlet elemeit az értelmezési tartomany elemeinek segitségével adjuk meg, azaz
,megindexeljik”.

2.31. definicid. Legyen 1 #£ & és A # . Az a:1— A figgvényeket (A-beli) inde-
zelt rendszereknek nevezzik. Az 1 halmazt indexhalmaznak, elemeit indexeknek
nevezzik.

Az i € 1 indexhez tartozé a(i) € A elemet i-indextii tagnak hivjuk, és a(i) helyett
altalaban a;-vel jeloljiik. Az indexelt rendszerek egyéb jelolései: (ai)ic1, (ai,i € 1),
ai € A (i €1). Az (ai,1 € 1) rendszert az kiilonbozteti meg az {a; € A | 1 € I} hal-
maztol, hogy a rendszerben t6bbszor is (akar végtelen sokszor) eléfordulhat ugyanaz
az A-beli elem, hiszen nem koveteljiilk meg az a : I — A leképezés injektivitasat.

Ha A elemei mind halmazok, akkor halmazcsaldadroél beszéliink. Halmazcsalé-
dokra is érvényes szamos halmazelméleti azonossag, példaul kommutativitas, asszo-
ciativitas, disztributivitas, vagy a DE M ORGAN-szabalyok.

2.15. példa. Legyen I = {piros, fehér, zold}, A = {red, white, green}. Az
a:1— A,
Qpiros = red,
Qfeher = White,
az51d = green
fiiggvény egy indexelt rendszer.

2.3.3. Fiiggvények kompoziciéja, inverze, miiveletei halmazokkal

Ha ge A — B és f € B— C fiiggvények, akkor f o g analég a relaciok kompozicio-
javal: fog e A — C az a fiiggvény, amelyre

Dfog :{XE Dg | g(X) S Df}g Dg gA
halmaz nem iires, és ekkor a kompozicio

(fog)(x) =1(g(x)) (x € Dfog).

A felirasban szerepld g-t belsé fiiggvénynek, f-et kiilsé fiiggvénynek nevezziik.
Ko6nnyen megmutathaté, hogy fiiggvények kompozicidja szintén fliggvény.

A relaciokkal analég moédon,ahe€ A - B,ge B —» Cés f € C — D fiiggvé-
nyekre érvényes az asszociativitas torvénye, azaz fo(goh) = (fog)oh. A kompozicio
az identikus leképezéssel a kovetkezsket adja: idgo h=h és hoida = h.

Valamely f € A — B leképezés inverze, ' (mint relacidinverz), altaldban nem
fliggvény.

2.16. példa. Legyen A =B ={a,b} és f ={(a,b), (b,b)}. Ekkor az f~' ={(b, a), (b,b)}
relacié nem fiiggvény.

Bizonyos feltétel teljesiilése esetén azonban f~! fiiggvény.
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2.32. tétel. Azf € A — B fiigguény inverze pontosan akkor fligguény, ha f injektiv.
Ekkor =1 maga is injektiv, tovibbd f~' o f =idp, és fof | =idg,.

Bizonyitas. Az f~' relacié pontosan azokbol a (b,a) € B x A parokbol all, ahol
a az f leképezésnél a b elem Gse. Ezért f~' pontosan akkor parcialis fiiggvény, ha
minden b € B elemnek legfeljebb egy 6se van, azaz f injektiv. Mivel f~! inverze
f, ezért az iménti gondolatot ismételten alkalmazva kapjuk f~—! injektivitasat. Az
allitas tobbi része a szorzat és az inverz definiciéjabol kovetkezik. O

Az injektiv fliggvényeket invertdlhato fliggvényeknek nevezziik.

2.17. példa. Szamitsuk ki a 2.14. példa f4 fiiggvényének inverzét és az f3 o f, fiiggvény-
kompoziciot.

Megoldas: p;' = {(3,1),(1,2),(2,3)}, vagy masként f;' = ( ; § ? ) = f3. A

keresett fiiggvénykompozici6é pedig f3 o f, = ( ; ; ? ) = fs.

2.33. definicid. Legyenek Aq,...,An nem ires halmazok. Ha eqy f € A — B fiigg-
vény esetén Df C Ay X ... X Ay, akkor n-vdltozdés fliggvényrdl beszélink.

Jelolésben f((aq,...,an)) helyett altalaban f(aq,..., an)-et irunk.

Gyakorlatok
2.3-1. Valasszuk ki az alabbi p C {1,2,3} x{a, b, ¢, d} relaciok koziil a fiiggvényeket:
p={(1,a),(1,¢),(2,b),(2,d), (3, a)}
p=1{(1,d),(2,a),(3,¢)}
p=1{(1,a),(2,a),(3,d)}
2.3-2. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges ¢ : A — B fliggvény esetén a Ker(¢p) C
A x A, aiKer(p)az & ¢p(ar) = d(az) relacio ekvivalenciarelacio. A Ker(¢) relaciot
a ¢ fiiggvény magjanak nevezziik.
2.3-3. Legyen A,B C H, x, és X, pedig sorban a karakterisztikus fiiggvényeik. Mi
lesz ekkor A, A UB és A N B karakterisztikus fiiggvénye?
2.3-4. Bizonyitsuk be, hogy injektiv fliggvények kompozicidja injektiv, sziirjektiv
fiiggvények kompozicidja sziirjektiv fliggvény.
2.3-5. Legyen f: A — B és g : B — C invertalhato fiigvények. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor g o f is invertalhato, tovabba (gof)~! =fTog™'.
2.3-6. Legyenek f: X — Y és g:Y — Z fiiggvények. Bizonyitsuk be a fiiggvényekre
és halmazmiiveletekre vonatkoz6 alabbi 6sszefliggéseket:

f[ANB] C f[A]NAf[B] minden A, B C X-re
f[AUB] = f[A]JUf[B] minden A, B C X-re
f1[ANB] = f 'AlNnf'[B] minden A,B C Y-ra
f~1AUB] = f '"[AJUf'[B] minden A,B C Y-ra
f~1[A\B] = f '[A]\f '[B] minden A,BC Y-ra
(gof) '[A] = f'[g7'[A]] minden A C Z-re.
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2.4. Axiomatikus halmazelmélet

A naiv halmazelméletben, mint latni fogjuk, ellentmondasokat lehet konstrualni. Az
ilyen ellentmondésokhoz vezeté meggondolasokat antinomidknak nevezziik. Ezek-
nek az elemzése a halmazelmélet 0j felépitéséhez vezetett. Példak antinomiakra:

(1) EPIMENDESZ (Kr. e. 600 koriil)

A krétai EPIMENDESZ azt allitja: ,,Amit most mondok, hazugsig.” Ha EPIMEN-
DESZ hazudott, akkor allitdsa hamis, és nem hazudott. Ha EPIMENDESZ nem
hazudott, akkor allitdsa igaz, és hazudott.

(2) PrROKLOSZ (Kr. e. 450 koriil)

PROTAGORASZ egy tanitvanyat jogra tanitja, és megallapodik vele, hogy a tanit-
vanynak csak akkor kell a tandijat megfizetnie, ha els6 perét megnyerte. Mivel a
tanitvany tanulmanyai befejeztével nem vallalt pert, PROTAGORASZ végiil bepe-
relte a tandij meg nem fizetése miatt. Igy érvelt: ,Ha megnyerem a pert, akkor
megkapom a pénzemet az itélet alapjan, ha elveszitem, akkor a korabbi meg-
allapodés alapjan kapom meg.” A tanitvany forditva érvel: ;A tandijat egyik
esetben sem kell megfizetnem, vagy a megallapodas vagy a biréi itélet alapjan.”

(3) RUssEL (1903)

Képezziik valamennyi olyan halmaz H halmazat, amely magat elemként nem
tartalmazza. Az a feltevés, hogy ez a H halmaz magat elemként tartalmazza,
arra a kovetkeztetésre vezet, hogy sajat magéit nem tartalmazza, és az a feltevés,
hogy H sajat magat tartalmazza, arra vezet, hogy H 6nmagét nem tartalmazza.
Formalizalva, legyen H = {x| x ¢ x}. Ekkor H e H & H ¢ H.

EPIMENDESZ és PROTACORASZ allitasai logikai értelemben tehat nem kijelentések.
A RussEL-paradoxon szerint minden halmaz halmaza ellentmondasos fogalom. Az
antinémidk kikiiszobolésének legjobb eszkdze a HILBERT altal tanécsolt axiomati-
kus modszer. Az axiomatikus halmazelmélet alapgondolata abban all, hogy csak
bizonyos axiomatikusan lerdgzitett tulajdonsagokkal rendelkezd dolgokat nevez hal-
mazoknak. Az alabbiakban ismertetiink egy egyszerti, a szamitogépes-algebrai rend-
szerekhez jol illeszkedd axiémarendszert, ami ZERMELO nevéhez fiizédik.

(1) A meghatdrozottsig azxiomdja. Két halmaz akkor és csak akkor egyenls, ha
elemeik ugyanazok.

(2) A részhalmaz azidmdja. Minden A halmazra és minden F(x) kijelentésfor-
mulara (kifejezésre) létezik egy B halmaz, amelyhez A-nak pontosan azon x elemei
tartoznak, amelyekre F(x) IGAZ.

(3) Az dires halmaz axidmdja. Van olyan halmaz, amelynek nincs eleme.

(4) Pdrazioma. Barmely a,b dologhoz van olyan halmaz, amelynek ezek és csak
ezek az elemei.

(5) Unidaxzioma. Ha A egy halmaz, akkor van olyan halmaz, amely pontosan
azokat a dolgokat tartalmazza, amelyek A valamely elemének az elemei.

(6) A hatvinyhalmaz aziomdje. Minden A halmazhoz lézetik egy olyan halmaz-
rendszer, amelynek elemei pontosan A részhalmazai.

(7) A végtelenségi aridma. Van olyan A halmaz amelynek & eleme, és ha az x
halmaz eleme A-nak, akkor x U {x} is eleme A-nak.

(8) A kivdlasztdsi axidma. Nem iires halmazok barmely csaladjahoz lézetik ki-
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valasztasi fliggvény. (Az Xi,1 € I halmazcsaladhoz tartozo kivalasztési fliggvénynek
nevezziik azokat az f : I — Uie1X; fliggvényeket, amelyekre f; € X; minden i € I-re.)

Ebbél az axiémarendszerbsl FRAENKEL kihagyta a kivalasztési axiomat, és ki-
zart mindent az elméletbdl, ami nem halmaz, tovabba hozzavette az alabbi axiémat.

(9) A pétlas aziomdja. Ha F(x,y) olyan kijelentésformula, hogy az A halmaz
minden x elemére {y : F(x,y)} halmaz, akkor létezik az A halmazon értelmezett
olyan f fliggvény, amelyre az f(x) = F(x,y) egyenl6ség fennall minden x € A esetén.

Az igy kapott axiémarendszert ZERMELO-FRAENKEL-axiomarendszernek (ZF)
nevezziik. Ha hozzavessziik a kivalasztasi axiomat, akkor a ZERMELO-FRAENKEL-
choice axiomarendszerhez (ZFC) jutunk.

A ZERMELO-féle axiémarendszer végtelenségi axiomaja biztositja végtelen hal-
mazok létezését, kiilonosen a természetes szamok N halmazaét. A hatvanyhalmaz
axiomaja miatt minden x halmazhoz létezik egy p(x) hatvanyhalmaz. A kivalasz-
tasi axiéma a legproblematikusabb. A kivalasztési fliggvény minden halmazhbol kiva-
lasztja ennek a halmaznak egy elemét. Az axiéma nem ad meg semmit arra vonat-
kozoan, hogy hogyan lehet az egyes esetekben ilyen fliggvényt konstrudlni, csak az
egzisztencidjdat koveteli meg. Meg lehet mutatni, hogy az axiomatikus halmazelmélet
ellentmondéasmentességét feltételezve a kivalasztasi axioma a tobbitdl fiiggetlen. A
kivalasztasi axioméat magaban foglalo halmazelmélet mellett igy van létjogosultsaga
a kivalasztasi axioma nélkiili halmazelméletnek is, de a matematikusok tébbsége az
els6hoz ragaszkodik.

Gyakorlatok

2.4-1. A végtelenségi axioma felhasznalasaval adjunk tetszéleges n pozitiv egészhez
olyan n elemd A, halmazt, hogy x,y € A, esetén az alabbiak koziil pontosan az
egyik teljesiiljon: x € y,y € x vagy x = y.

Megjegyzések a fejezethez

A halmazelmélet axiomatikus megalapozasa elGszor ZERMELO-nak sikeriilt 1908-ban.
Axiomarendszerét FRAENKEL izraeli matematikus egészitette ki. A halmazelmélet
egy masik axiémarendszerét NEUMANN JANOS allitotta Ossze, majd késGbb ehhez
hasonlét fogalmazott meg BERNAYS ziirichi matematikus. Ezekben az axiémarend-
szerekben az 6sszes halmazok halmaza nem halmaz. Az axiomatikus halmazelmélet
tovabbi izgatd problémakore a kontinuumhipotézis koré csoportosul. A problémat az
5. fejezet végén ismertetjiik.

Javasolt irodalom: HAJNAL és HAMBURGER [16], HALMOS és SIEGLER [18], LAv-
ROV és MAXIMOVA [26], valamint TOTIK [40].
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A matematika részteriileteinek axiomatikus megalapozasa soran kideriilt, hogy ko6-
z0s alapstruktarakon nyugszanak. A fejezetben két alapstrukturaval foglalkozunk:
a rendezési és az algebrai struktaraval. Létezik egy harmadik alapstruktara is, a
topologikus struktura, amelynek részletes ismertetése a matematikai analizis kere-
tein beliil torténik (harmadik rész). Az algebrai és a rendezési strukturakra fogunk
tamaszkodni a koévetkezs fejezetben targyalt szamfogalom felépitéséhez. Az alap-
struktarakon kiviil a vegyes és a szarmaztatott struktirakat is megvizsgaljuk.

3.1. Rendezési struktarak

Egy halmazhoz rendezési struktirdt rendeliink hozza, ha az elemein valamilyen
,rendezés” van értelmezve. Ez azt jelenti, hogy a halmaz elemei meghatarozott sza-
balyok szerint ,,0sszehasonlithatoak”. A rendezési strukturak elmélete szoros kapcso-
latban all a halmazelmélettel.

3.1.1. Részbenrendezés

3.1. definicid. Egy p C A X A reldciot részbenrendezésnek neveziink, ha reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv.

3.2. definicié. Egy 0 C A x A reldcidt szigoru részbenrendezésnek neveziink,
ha irreflexiv és tranzitiv.

Az irreflexivitasbol és a tranzitivitasbol a szigort antiszimmetria kévetkezik.

3.3. definicié. Egy A C A X A reldciot diagondlis reldcionak neveziink, ha A =
{(a,a)l a € A}.

3.4. tétel (részbenrendezés és szigoru részbenrendezés kapcsolata).

Ha p részbenrendezés és o szigoriu részbenrendezés eqy A halmazon, akkor
(1) p\A szigori részbenrendezés,

(2) oUA részbenrendezés, és
(3) o=p\A pontosan akkor, ha o UA = p.
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Bizonyitas.
(1) p\ A nyilvan irreflexiv. Ha (a,b) € p\ A, akkor a # b, amibdl p antiszimmetriaja
miatt (b, a) & p. Ezért (b, a) € p\A, amibdl a szigora antiszimmetria adodik. Tegytiik
most fel, hogy (a,b), (b,c) € p\ A. Ekkor p tranzitivitasabol (a,c) € p. Mivel p\ A
szigorian antiszimmetrikus, ezért ¢ # a, igy (a,c) € p\A. Ezzel p\ A tranzitivitasat
is bebizonyitottuk.
akkor (b, a) € 0. Vagyis (a,b), (b, a) € cUA csak akkor lehetséges, ha (a,b), (b,a) €
A. Ez pedig 0 U A antiszimmetriajat jelenti. Tegyiik fel, hogy (a,b), (b,c) € o UA.
Ha (a,b), (b, c) € o, akkor a tranzitivitas miatt (a,c) € o. Ha egyikiik o-nak eleme,
a masik pedig A-beli, akkor (a,c) megegyezik (a,b) és (b, c) valamelyikével, és igy
ugyancsak o-beli. Amennyiben pedig (a,b), (b,c) € A, akkor (a,c) is az. Vagyis
(a,c) mindig eleme o U A-nak, ami bizonyitja a tranzitivitast.
(3) kovetkezik (1)-bol és (2)-bdl. O
A tétel szerint barmely részbenrendezés egyértelmiien meghataroz egy szigoru
részbenrendezést, és viszont. Ha egy halmazon adott egy rogzitett részbenrendezés,
akkor ezt a < jel fogja jelolni. A megfelels szigoru részbenrendezésre pedig a < jelet
hasznaljuk. A p részbenrendezéssel egyiitt p~' is az. Ekkor a < és < relaciok inverzeét
> és > fogja jeldlni.

3.5. definicié. Ha < részbenrendezés az A halmazon, akkor (A;<)-t részbenren-
dezett strukturdanak, az A halmazt pedig részbenrendezett halmaznak nevezziik.

3.6. definicié. Ha B C A, akkor az (A; <) részbenrendezésnek a B-re vald lesziki-
tése is részbenrendezés, amit indukadlt részbenrendezésnek neveziink.

Az alabbi definicioknal mindig feltessziik, hogy B az (A; <) részbenrendezett halmaz
egy tetszsleges részhalmaza.

3.7. definicié. A B halmaz m elemét minimadlis elemnek nevezziik, ha nem létezik
olyan x € B (x # m), amelyre x < m. A B halmaz k elemét legkisebb elemnek
nevezziik, ha k < x minden x € B esetén.

Analog modon definidlhatjuk egy részhalmaz mazimdlis elemeit, illetve legna-
gyobb elemét. A definiciobol vilagos, hogy egy tetszéleges részbenrendezett halmaz
barmely véges részhalmazénak van minimaélis eleme. Ezzel szemben legkisebb elem
még véges részbenrendezett halmazok esetében sem mindig létezik. Ha viszont legki-
sebb elem létezik, akkor a szigor antiszimmetria miatt az egyértelmt, és ez az elem
minimalis is. Ha A-nak létezik egyértelmi minimalis eleme, akkor azt min A-val, ha
pedig létezik egyértelmi maximalis eleme, azt max A-val jeloljiik.

3.8. definicié. Az a € A elemet a B halmaz alsé korldtjanak nevezzik, ha a <b
minden b € B-re. Ha minden b € B-re b < f, akkor f a B felsé korldtja.

Lehet, hogy egy részbenrendezett halmaznak nincs also vagy felsé korlatja, de az is
lehet, hogy tobb van. Ha van az alsé korlatok kozott eleme B-nek, akkor csak egy
van, és ez B legkisebb eleme. Hasonl6 &llitas igaz a felsg korlatokra.
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{1,2,3}

3.4}

{4}

3.1. abra. Legyen H ={1,2,3,4}, A = {{1},{3},{4},{1, 2},{1,3},{3,4},{1,2,3}} C o(H) és tekintsiik
a ,,C” relaciot A x A-n. Az Olvaséra bizzuk annak belatasat, hogy az igy definidlt relaci6 rész-
benrendezés. Az abra a részbenrendezés Hasse-diagramjat mutatja. Az A halmaz minimaélis elemei
az {1},{2},{3}, maximalis elemei az {1, 2, 3},{3,4}, legkisebb és legnagyobb elemei nincsenek. Legyen
B ={{1},{3},{1, 2},{1, 3}} és tekintsiik az indukalt részbenrendezést. Ekkor a B halmaz (A-beli) fels§
korlatja és szuprémuma az {1, 2,3} elem, also korlatja és infimuma nincs.

3.9. definicié. Ha B also korldtjai halmazdban van legnagyobb elem, azt a B halmaz
legnagyobb alsé korlatjanak (alsé hatdranak, idegen széval infimumdnak) ne-
vezziik, és inf B-vel jeloljik. Hasonloan, ha B felsd korldtjai halmazdiban van legkisebb
elem, azt B legkisebb felsé korldtjinak (felsé hatdrdnak, idegen széval szup-
rémumdnak) nevezzik, és sup B-vel jeloljik.

Véges halmaz rendezési struktirajat egyszerd esetekben attekintheté modon lehet
un. rendezési diagramon (HAsse-féle diagramon) abrézolni. A halmaz minden
eleméhez a rajz sikjaban egy pontot rendeliink hozzé azzal a megallapodéassal, hogy
a b elemet az a elem f6lé rajzoljuk, ha a < b illetve a < b érvényes. Azzal a tovabbi
megallapodassal, hogy b-t nem kétjiik 6ssze a-val, ha a b mar mas pontokon keresztiil
Ossze van kotve a-val (tranzitivitas), a vonalak szamét nagyban lecsokkenthetjiik
(3.1. abra).

3.10. definicié. Legyen (A, <) és (B;<3) részbenrendezett struktira. Az f € A —
B fiigguényt monoton ndévének nevezzik, ha x,y € Dy, x <1 y esetén f(x) <,

f(y), és szigorian monoton ndévének nevezzik, ha x,y € D¢, x <1 y esetén
f(x) <2 f(y).

Analog modon definidlhaték a monoton és szigorian monoton csdkkend fiigg-
vények.

3.11. definicié. Az (A; <) részbenrendezés esetén [x,yl-al jeloljik mindazon z € A
elemek halmazdt, amelyekre x < z és z <y, vagy rovidebben x < z <vy. Hasonloan,
Ix, yl-al jelolyik mindazon z-ket, melyekre x < z és z <y, vagy mdsként x < z < y.
Elsd esetben zdart, masodik esetben nyilt intervallumrol beszélink.
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Nyilt intervallumok jeldlésére szokasos még az (x,y) jelolés, amelynek hatranya,
hogy megegyezik a rendezett par jelolésével. Analég modon definidlhatok a balrol
zart (nyilt), jobbrol nyilt (zart) intervallumok.

3.1.2. Teljes rendezés, jélrendezés

3.12. definicié. Az (A; <) részbenrendezés teljes rendezés (rendezés, linedris ren-
dezés, konnex rendezés), ha a < reldcié dichotom, azaz ha A bdarmely két eleme
dsszehasonlithato. Ekkor az A halmaz teljesen rendezett.

Ha (A; <) teljes rendezés, akkor a legkisebb és minimélis elem, valamint a legnagyobb
és maximalis elem fogalma egybeesik, tovibba az indukilt részbenrendezésnél egy
teljesen rendezett halmaz minden részhalmaza is teljesen rendezett.

3.13. definicié. Egy részbenrendezett halmaz valamely részhalmazdt lancnak ne-
vezzik, ha az indukdlt részbenrendezésnél teljesen rendezett.

A teljesen rendezett halmazok tovabbi specializalasat adja az alabbi definicio.

3.14. definicié. Az (A;<) részbenrendezésnél az A halmaz jolrendezett, ha min-
den nem dires részhalmazanak van legkisebb eleme.

Jolrendezett halmazok esetén tehat barmely kételemi részhalmaznak is van legkisebb
eleme, amibdl kovetkezik, hogy jolrendezett halmazok teljesen rendezettek. De vajon
melyek a jolrendezhets halmazok?

3.15. tétel (jolrendezeési tétel). Minden halmaz jélrendezhetd. a

Megjegyezziik, hogy a jolrendezési tétel kdvetkezményképpen adodik a kivalasztasi
axiomaét is tartalmazé axiomatikus halmazelméletbdl. Megforditva, a jolrendezési té-
telbdl le lehet vezetni a kivalasztasi axiomat. A kivalasztasi axioma kritikdja tehat
az ekvivalencia miatt a jolrendezési tételt is illeti. A jolrendezési tétel alkalmazasanal
a probléma az, hogy a jolrendezésnek csak a létezése van biztositva. Ezt a hidnyosséa-
got kiiszoboli ki a jolrendezési tétellel ekvivalens ZORN-féle lemma, amely szerint, ha
egy részbenrendezett halmaz minden lanca feliilrsl korlatos, akkor a halmaznak van
maximalis eleme. A jolrendezési tétel helyett a ZORN-lemmét alkalmazva, az adott
halmazhoz rendezési strukturat tudunk tehat hozzakapcsolni.

Gyakorlatok
3.1-1. Mutassuk meg, hogy az aldbbi, <-vel jelolt relaciok minegyike részbenren-
dezés:

a) az {a,b, c, d} halmaz legalabb kételelmi részhalmazainak a halmazén A < B
pontosan akkor, ha A C B

b) az {a, b, ¢, d} halmaz legfeljebb kételelmii részhalmazainak a halmazén A < B
pontosan akkor, ha B C A.
Készitsiik el a részbenrendezések HASSE-féle diagramjait és keressiik meg a maxi-
malis, minimalis, legnagyobb, illetve legkisebb eleme(ke)t.
3.1-2. Bizonyitsuk be, hogy egy részbenrendezett halmaz barmely nem iires véges
részhalmazénak van maximalis és minimalis eleme.
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3.1-3. Bizonyitsuk be, hogy ha p C A x A részbenrendezés, akkor p~! is az. Mu-

tassuk meg, hogy ha (A; p)-n valamely elem maximalis, akkor (A, p~')-en minimalis
és forditva.

3.1-4.x Legyen A # &, és p egy A-n értelmezett relacié. Bizonyitsuk be, hogy p
pontosan akkor terjeszthetd ki részbenrendezéssé, ha a p = AU P relacio részbenren-
dezés A-n (A a diagonalis relaciot, p a p relacio tranzitiv lezartjat jelenti.) Ekkor p
a p relacio reflexiv-tranzitiv lezdrtja.

3.1-5. Mutassuk meg, hogy ha A és B teljesen rendezettek, akkor minden f: A — B
szigortian monoton nové (illetve csokkend) fiiggveény injektiv. Allithatunk-e hasonlot
f inverzérdl?

3.2. Algebrai struktarak

Egy halmazhoz algebrai struktirdat rendeliink, ha benne egy vagy tobb miivele-
tet értelmeziink. Ilyen miivelet példaul szamhalmazokon a ,,hagyomanyos” 0sszeadés
vagy szorzas. Miiveleteket azonban nem csak szdmhalmazokon definidlhatunk. Ké-
zenfekvs, hogy az definiciot altalanosan fogalmazzuk meg.

3.2.1. Belsé miiveletek

3.16. definicio. Tetszdleges A nem tires halmaz és n nemnegativ egész esetén A-n
értelmezett n-vdltozos belsé miveleten eqy A™ — A fiigguényt értink, ahol n-et a
mdvelet vdltozészamdnak vagy aritdisanak nevezzik.

Az n = 0 eset kiilonleges. Mivel A° egyelemii halmaz, ezért egy A-n értelmezett nul-
lavaltozos miivelet egy A-beli elem kijel6lését jelenti. Jelolésben a szokéisos irdasmodot
alkalmazzuk. Példaul tetszéleges a, b, c € A elemekre a 3-valtozos f miivelet eredmé-
nyét f(a, b, c)-vel jeloljik. Egy-, illetve kétvaltozos miiveletek esetén bettik helyett
altalaban egyéb miiveleti jeleket (példaul +,-, 0, ®, ®, stb.) hasznalunk. Ilyenkor a
kétvaltozos miveleti jelekre a binér relacioknal latott ,kozéirast” (infix irasmodot)
alkalmazunk. Ha tehdt & 2-valtozos mivelet A-n, akkor tetszéleges a,b € A-ra a
mivelet eredményét a ® b-vel jeloljiik, valamint a-t és b-t a mivelet operandusaz-
nak nevezziik. Ha a miiveleti jel a szorzas, akkor a szorzoépontot altalaban elhagyjuk,
vagyis a - b helyett ab-t irunk.

A miiveletek megadasa a fliggvények megadasdhoz hasonloéan torténhet. Véges
halmazokra (5. fejezet) a miiveleteket muveleti tdbldkkal lehet abrazolni (3.2.
abra).

3.1. példa. Ha A egy tetsz6leges nem iires halmaz, akkor U, N és \ binér midveletek, a
komplementerképzés pedig unér mivelet p(A)-n.

Ha infix miveletek eredményére tjabb miveleteket alkalmazunk, akkor valami-
lyen modon (altalaban zarojelekkel) jelolni kell, hogy milyen sorrendben kell azokat
elvégezni. Szokas megallapodni a miiveletek precedencidjaban. Példaul elGszor a
nullér, majd az unér, azutan a binér mtveleteket végezziik el, a binér miveletek
kozott is valamilyen végrehajtasi sorrendet allitva fel. Megjegyezziik, hogy a zard-
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3.2. abra. Egy & kétvaltozos miivelet miiveleti tablazata az A ={a,b, c, d} halmazon.

jelek teljesen elhagyhatok, ha a miiveleti jeleket mindig az operandusok elé irjuk.
Ezt a jelolésmodot LUKASIEWICZ tiszteletére lengyel jeldlésnek szokas nevezni. Az
informatikiban még elterjedtebb a forditott lengyel jelélés, ahol a miiveleti jelek az
operandusok utan kévetkeznek. Néhény zsebszamologép mellett a PostScript nyom-
tatovezérls nyelv és a forditéprogramok is ezt hasznaljak.

3.17. definicié. Az (A;F) pdrt, ahol A nem tres halmaz, F pedig A-n értelmezett
mdveletek eqy rendezett halmaza, algebrai struktiranak, vagy réviden algebrdnak
nevezzik.

Ha az (A;F) algebrai strukturaban F véges, mondjuk F = (4, ®), akkor az algebrat
ugy is szokas jelolni, hogy (A; &, ®).

A tovabbiakban az egyetlen kétvaltozos miivelettel rendelkezd strukturak, az un.
grupotdok tulajdonsagait vizsgaljuk.

3.18. definicio. Az (S;®) grupoid egy s elemét bal illetve jobb oldali semleges elem-
nek nevezziik, ha s & a = a illetve a & s = a minden a € S elemre. Ha s bal és jobb
oldali semleges elem egyszerre, akkor semleges elemnek nevezzik.

A semleges elemet idegen szoval neutrélis elemnek is nevezziik. Altalaban semmi sem
garantalja, hogy létezik bal és jobb oldali semleges elem, és a szamukrol sem allitha-
tunk semmit. De ha mindkét oldali semleges elem létezik, akkor azok sziikségképpen
megegyeznek, igy ekkor egyetlen semleges elem létezik.

3.19. definicié. Ha az (A;®) algebrai struktira minden a,b,c € A elemére érvé-
nyes, hogy (a®b)dc=ad® (bdc), akkor azt mondjuk, hogy a struktira mivelete
asszociativ, vagy a struktirdban érvényes az asszociativitds torvénye.

Ha az asszociativitas érvényes, akkor tobb tényezs esetén sem fiigg az eredmény
a zardjelezéstol (4.13. tétel), igy a zarojeleket barhova lehet tenni, vagy akar el is
hagyhatoak.

3.20. definicié. Az (S;®) algebrai struktiurat félesoportnak nevezzik, ha a mive-
lete asszociativ.

3.21. definicio. A semleges elemet tartalmazd félcsoportot eqységelemes félcsoport-
nak nevezzik.
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3.22. definicié. Ha egy (S;®) egységelemes félcsoportban s a semleges elem és ap, &
a; = s, akkor azt mondjuk, hogy ap az a; elem bal oldali inverze, a; pedig az ayp
elem jobb oldali inverze. Ha az a elemnek ugyanaz az elem a bal- illetve jobb oldali
inverze is, akkor ezt az elemet a inverzének nevezzik.

Az a elem inverzének jelolése @ tipust (an. additiv) miveleteknél Sa, és @ ti-
pust (multiplikativ) mtveleteknél a='. Az additiv tipust mtveleteknél az inverzet
ellentettnek is nevezziik. Az algebrai strukturak behatébb tanulméanyozasa sorin
bebizonyitjuk, hogy ha egységelemes félcsoportban egy elemnek 1étezik bal és jobb
oldali inverze, akkor azok megegyeznek, igy az inverz egyértelm.

3.23. definicié. A (G;®) algebrai struktirdt csoportnak nevezzik, ha
I.  a mivelet asszociativ,
II.  létezik semleges eleme,
III.  minden elemnek létezik inverze.

3.24. definicié. Az (A;®) algebrai struktirdban a miveletet kommutativnak ne-
vezziik, ha a®b = b® a minden a,b € A-ra, azaz ha bdrmely két elem felcserélhetd.

A 4.13. tétel szerint kommutativ félcsoportban a tobbtényezds szorzatok fliggetlenek
a tényezdk sorrendjétdl.

3.25. definicié. A (G;®) csoportot ABEL-csoportnak nevezzik, ha mivelete kom-
mutativ.

3.2. példa.

(1) Tetsz6leges H halmazra a (p(H);N) és az ({1caz,HAMmIS);A) algebrai struktirak
kommutativ egységelemes félcsoportok.

(2) A 3.2. abran lathato algebrai struktira kommutativ csoport, az tn. KLEIN-féle
csoport.

Az algebrai strukturak elméletében kiilonosen hasznalhatonak bizonyultak azok
a struktarak, amelyekben két kétvaltozos bels§ mivelet is van. Jeloljiik ezeket a
miveleteket sorrendben §-szal és ®-rel.

3.26. definicié. Ha az (A;®,®) algebrai struktira minden a,b,c € A elemére ér-
vényes, hogy

a®(b®c) = (a®b)®(a®c), illetve

(aeb)®c = (a®c)d (b®c),

akkor azt mondjuk, hogy a struktirdban a @ midvelet az ® miveletre nézve bal illetve
jobb oldalrol disztributiv.

Vegyiik észre, hogy ha a @ miivelet kommutativ, akkor elegend§ az egyik a fenti két
tulajdonsagbol.

3.27. definicié. Az (R;®,®) algebrai struktirdt gydrinek nevezzik, ha
I. (R;®) kommutativ csoport,
I. (R;®) félcsoport,

III.  érvényesek a disztributivitdas térvényei.
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A @-ra vonatkozo semleges elemet nullelemnek vagy zéruselemnek nevezzik, és
0-val jeloljik. Ha létezik a @ miveletre semleges elem, akkor ezt az elemet egysége-
lemnek, a gyirit egységelemes gyurinek nevezzik. Az egqységelemet 1-gyel vagy
e-vel jeloljik.

3.28. definici6. Valamely (R;®,®) gyirdt kommutativnak neveziink, ha benne
a ® miuvelet kommutativ.

A gytirtik disztributiv tulajdonsagabol a nullelem kiilonleges szerepe adodik:
(a=0vagyb=0)=a®b=0.

Ha példaul b = 0, akkor a® 0 = a® (0 0) = (a®0) @ (a ® 0), majd mindkét
oldalhoz hozzaadva az a ® 0 elem @ miiveletre vett inverzét, adédik, hogy a®0 = 0.
Bizonyos esetekben ennek megforditasa is igaz:

3.29. definicié. Ha egy gyird barmely a,b elemére a®b =0 = (a =0 vagy b = 0),
akkor a gyirit nullosztémentesnek nevezzik.

Ellenkezs esetben létezik olyan a # 0 és b # 0, amelyekre a ® b = 0. Ekkor a-t
bal oldali, b-t jobb oldali nullosztonak, az a, b part nullosztépdrnak nevezziik.
Nullosztémentes gytirtiben nem nulla elemmel val6 szorzasnél lehet jobbrol is, balrol
is egyszertisiteni, hiszen ha a ® b = a® ¢, akkor a® (b©c¢) =0, igy ¢ = b, és
hasonléan megy a jobb oldali szorzasnal is.

3.30. definicio. A legaldbb két elemet tartalmazo nullésztémentes kommutativ gyi-
rit integritdst tartomdnynak nevezzik.

Gytirtre legegyszertibb példa a nullgydrd , amely csak egyetlen elemet tartalmaz,
ez nyilvan 0. Méasik példa lehet egy tetszéleges kommutativ csoport, amelyben egy
1j mitveletet értelmeziink tgy, hogy a mtvelet eredménye minden esetben a O le-
gyen. Ezeket a gytrtiket zérogyidriknek nevezziik. Vegyiik észre, hogy a zérogytird
tetsz6leges sok elemet tartalmazhat.

Ha (R;®, ®) legalabb két elemu egységelemes gytirt, akkor 0 ® a = 0 # 1, ezért
a ® miveletre nézve inverz elemek csak R\ {0}-ban lehetnek.

3.31. definicié. Az (F;®,®) algebrai struktirdt testnek nevezzik, ha
L (F®,®) gyird és
II. (F\{0}®) kommutativ csoport.
Ha I1.-ben lemondunk a kommutativitisrol, akkor a struktirdt ferdetestnek nevez-

Természetesen minden test egységelemes integritasi tartomény.

3.3. példa. Tetszdleges H halmazra a (p(H); A, N) struktara test. (A A a szimmetrikus
differencia mivelete, lasd a 2.1-6. gyakorlatot.)
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3.2.2. Kiils6é miiveletek

A belsé miveletek mellet az an. kiils6 miveletek is fontos algebrai struktarakat
eredményeznek. A nem iires A halmazhoz itt egy tovabbi halmaz, az operdtortar-
tomdny csatlakozik. Az operatortartoméany elemeit A elemeivel kapcsoljuk Ossze
ugy, hogy ismét A egy elemét kapjuk. A miivelet jeléiil a o-t valasztjuk.

3.32. definicio. Az A halmazon és az Q operdtortartomdnyon a o : Q X A — A,
(wy,a) » woa (we Q,a e A) figguvényt kiilsé miveletnek nevezzik. A kiilsé
miveletet (A, Q,o)-rel jeloljik.

Altalaban gytiriiket és testeket alkalmazunk mint operatortartomanyokat, és gyakran
A-ra vonatkozo kiils§ miiveletrdl beszéliink.

3.33. definicid. Legyen (A;+) kommutativ csoport, (Q;®, ®) gyiri, (A, Q, o) pedig
eqy kiilsé mivelet. Ekkor A-t (bal oldali) Q-modulusnak nevezzik, ha minden a,b €
A ésvy,b € Q esetén

. wo(la+b) = (woa)+(wob)
II. (wWu)oa = (woa)+(pnoa)
III. (w®uoa = wo(pnoa).

Az Q-modulusok definicidja eltér az algebrai strukturdk ,,szokasos” definiciojatol,
hiszen az egyik ,miivelet” nem az (Q-modulus elemeire van értelmezve. De ha Q
minden w eleméhez hozzarendeljiik azt az f, egyvaltozos miiveletet, amelyre minden
a € A-raf,(a) = woa, akkor az Q-modulus immar (esetleg végtelen sok miivelettel
rendelkezd) algebrai strukturava valik.

A modulusok koziil azok, amelyeknek operatortartomanya test vagy ferdetest,
kiilonleges szerepet toltenek be a matematikaban.

3.34. definicio. Ha egy Q-modulus operdtortartomdnya test, akkor a modulust az
Q test feletti vektortérnek vagy linedris térnek nevezziik.

Az A halmaz elemeit ekkor vektoroknak, Q elemeit pedig skaldroknak hivjuk.

Gyakorlatok
3.2-1. Bizonyitsuk be, hogy tetszGleges A nem iires halmaz esetén a
(1) (9(A);U) struktiara kommutativ egységelemes félcsoport,
(2) ({1caz,maMis}; V) struktiura kommutativ egységelemes félcsoport,
(3) (9(A); A) struktira kommutativ csoport,
(4) ({1caz,HAMIS}); &) struktira kommutativ csoport.
3.2-2. Tetszoleges A nem iires halmaz esetén a (p(A);\) struktirdban milyen tu-
lajdonsagok évényesek?
3.2-3. Bizonyitsuk be, hogy ha az (R;®,®) gytrt legalabb kételemi, akkor a nul-
lelem és az egységelem mindig kiilénbozsek.
3.2-4. Bizonyitsuk be, hogy az ({1GAz,HAMIS}; &, V) struktira test.

— = —
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3.3. Vegyes és szarmaztatott struktarak

Az alapstrukturabol allo vegyes strukturakat t6bbszoros struktiurdknak nevezzik.
Példaul algebrai strukturak egyiitt léphetnek fel rendezési strukturakkal. Szdmunkra
a rendezett testek lesznek kiilondsen fontosak. Amennyiben tobbszoros strukturakat
tekintiink, a strukturak oszekapcsolhatosagat kiilon feltételek szabalyozzék.

3.35. definicié. Az (R;®, ®; <) struktirdt rendezett integritdsi tartomanynak
nevezzik, ha (R;®, ®) integritdsi tartomdny, (R; <) (teljesen) rendezett, és

(1) x,y,z€Résx<y=xdz<ydz (az ,0sszeadds” monoton)

(2) x,y,z€R ész2>0ésx<y=x®z<y®z (a ,szorzds” monoton).

Fontos lesz még az alabbi definici6 is.

3.36. definicié. Egy algebrai struktiurdt rendezett testnek neveziink, ha test, és
rendezett integritdasi tartomdny.

Az alapstukturakbol 4j strukturak konstruilhatok. Ennek harom lényegesen kiilon-
b6z6 moédozata van.

a) Részstruktira. Részstruktura keletkezik, ha a struktiurara jellemzd tulajdonsa-
gokat csak egy részhalmazra korlatozzuk. Ilyenek lehetnek: részcsoportok, részgyii-
rik, vektorterek alterei, indukalt részbenrendezések, stb.

b) Szorzatstruktira. Szorzatstruktura keletkezik, ha azonosan strukturélt halma-
zok DESCARTES-szorzatat tekintjiik, az alapstrukturdkat komponensenként rendelve
egyméshoz.

¢) Hdnyadosstruktira (faktorstruktira). Hanyadosstruktira keletkezik, ha az
A halmaz alapstrukturdjat egy A-n értelmezett p ekvivalenciarelacioval, a mivele-
tek ,,0sszeférhetGségeét” feltételezve az A/p hanyadoshalmazra értelmezziik. Ilyenek
példaul: faktorcsoport, faktorgytrtd. Grupoidoknal az OsszeférhetGség az alabbiakat
jelenti:

3.37. definicié. Legyen © egy binér mivelet az A halmazon, és legyen adott A-n
eqy p ekvivalenciareldcio (vagy A egy osztdlyozdsa). A © mivelet dsszeférhetd
(idegen szoval kompatibilis) az ekvivalenciareldcioval (vagy az osztilyozdssal),
ha

apb és cpd = (a®@c)p(b® d).

T6bb miveletet is tartalmazo algebrai struktiraknal 6sszeférhet$ség esetén az iménti
tulajdonsagnak minden egyes miveletre teljesiilnie kell.

Tanulmanyaink soran béven latunk példakat mindharom emlitett konstrukciora.
Izelitiil tekintsiink egy szorzatstrukturat a rendezési struktardk koziil.

3.4. példa. Legyenek (A;<;) és (B;<,) részbenrendezett struktira és legyen A x B-
ben (a1,b1) Ss (az,bz), ha aq S] az A-ban és b1 Sz bz B-ben. Ekkor (A X B;Sg,) is
részbenrendezett struktira, aminek a bizonyitasat az Olvaséra bizzuk. Figyeljiik meg, hogy
(A x B;<3) nem teljesen rendezett, még akkor sem, ha A és B is teljesen rendezettek. Az
iménti <3 rendezést definiadljuk masképp:

(a1,b1) <4 (a2,b2), & (a1 <1 @2) V(a1 = a2 Aby <5 by).
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Ekkor (A x B;<4) tjra egy részbenrendezés, amelynek a neve lexikografikus rendezés.
Ha A és B teljesen rendezett, illetve jolrendezett, akkor A x B is teljesen illetve jolrendezett.

3.5. példa. Legyen A a magyar dbécé bettiinek halmaza, < pedig a szokasos abécésorrend
(a<a<b<...). Ekkor A x A-n a lexikografikus rendezés a kétbettis ,,szavak” dbécérendbe
szedését adja.

Fiiggvények segitségével struktturalt halmazok kdzdtt is létesithetiink Osszefiiggeé-
seket. Lényeges szempont ugyanakkor, hogy a fliggvény mindkét strukturaval 6ssze-
férjen. Ilyen, a struktira szempontjabol Gsszeférd leképezéseket morfizmusoknak
nevezzik. A struktira lényeges jellegzetességei ekkor megdrzédnek (példaul a cso-
port tulajdonsag csoporthomomorfizmusoknal). Az algebrai struktirak morfizmusait
a XX. fejezetben targyaljuk. A szamfogalom felépitésekor (kétmiiveletes algebrai
strukturak kozott) az alabbi fogalmat fogjuk felhasznélni.

3.38. definici6é. Az (A;+,-) algebrai struktirdt bedgyazzuk o (B;®,®) algebrai
struktirdba, ha megadhaté olyan C C B halmaz és @ : A — C bijektiv fiiggvény,
amely mivelettarto, vagyis minden a,b € A esetén

(1) e(a+b) =@(a) ® @(b)

(2) @(a-b) =¢(a) ® @(b).

Ha tehat a definiciéban szereplé C halmaz és @ fiiggvény létezik, akkor a miiveletek
szempontjabol C ugyantugy viselkedik, mint A. Megjegyezziik, hogy a bedgyazas
tetszéleges, azonos miveletszamu algebrai struktiarak kézott is értelmezhetd.

Gyakorlatok
3.3-1. Altalanositsuk a lexikografikus rendezést n darab részbenrendezett hal-
mazra.

3.4. Egyéb konstrukcidék: polinomok, matrixok

3.4.1. Polinomok

A polinomok kiemelkedd szerepet jatszanak a matematikiban. Az XX. fejezetben
részletesen foglalkozunk veliik, most csak a polinomstruktirak lényegesebb fogalmait,
emeljiik ki.

3.39. definicié. Az (R;+,-) gyiri feletti egyhatdrozatlani polinomok az
f=ap+arx+---+anx" (a; €R, neN) (3.1)

alaki formdlis kifejezések azzal a megdllapoddssal, hogy 1 < m esetén az ap+ ar1x+
coodanx™ ésabo+bix+- - +bmx™ (ai, by € R) kifejezések pontosan akkor jelolik
ugyanazt a polinomot, ha ap = bp,a; =by,...an =by €sbpi1 =---=by =0.

(3.1)-ben az ap,as,...,an € R értékeket egyiitthatoknak nevezziik. Az R gytrd
feletti egyhatarozatlanu polinomok halmazat R[x]-szel jeldljiik, ahol x az an. hatéa-
rozatlan. Nyilvan x helyett méas betii is szerepelhet. Az f € R[x] polinomra gyakran
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hasznéljuk az f(x) jelolést.

3.40. definicié. Fgy f = ap + a1x+ - - - + anx™ polinomnak az v € R helyen felvett

helyettesitési értéke az f(r) = ap + ai;v + --- + anr™ € R elem, ahol 1! alatt
i darab

az T-1-...-T szorzatot értjik. Ha f helyettesitési értéke az v helyen O, akkor azt
mondjuk, hogy v az f gydke (vagy zérushelye). Azt a legnagyobb természetes n
szamot, amelyre a,, # 0, a polinom fokanak nevezzik és deg(f)-el vagy grad(f)-
el jeloljiik. Ekkor a, € R a polinom féegyiitthatoja. Ha R egységelemes, akkor
azokat a polinomokat, amelyeknek a féegyiitthatdja R egységeleme, fopolinomoknak
nevezziik. Az azonosan nulla polinom fokdt a —oo szimbdlumnak definidljuk.

A XX. fejezetben bebizonyitjuk, hogy tetsz6leges R gyiiri esetén R[x] a
,,polinomosszeadas” és ,,polinomszorzas” miveleteivel szintén gytirit alkot.

3.4.2. Matrixok

Az el6z6 részben mér emlitettiik az algebrai strukturak morfizmusait. Vektorterek-
nél a modulus-morfizmusok helyett linedris leképezésekrsl beszéliink. Linearis
leképezések vizsgalata a linedris algebra teriiletéhez tartozik.

3.41. definicié. Legyen (R;+,-) gydrd, m,m € N\ {0}. Az
A {l,...mx{l,....n}—R

fiiggvényeket R-feletti m x n-es (olv. ,emszer ennes”) mdtrizoknak nevezzik, ezen
fiiggvények halmazdit R™*™-nel (olv. er ad em kereszt en) jeléljiik.

Egy matrixot, mint véges halmazon értelmezett fiiggvényt, tablazattal is megadha-
tunk:
a e A1n
A:[aij]lgigm = c Rmx™m
1<j<n
Am1 cee Omn

Ekkor az (1,j) € {1,...,m} x{1,...,n} helyen felvett A(i,j) € R fiiggvényérték szo-
késos jelolése aij. Mivel az ay; fiiggvényérték a tablazat i-edik soranak és j-edik
oszlopanak keresztez&désébe keriil, ezért aij-t az A matrix i-edik sora j-edik elemé-
nek nevezziik.

Matrixok kozott miiveleteket értelmezhetiink.

3.42. definicié. Azmxn-es A = [ayj] és B = [by;] mdtrizok 6sszege az m xn-es
C = [cy3] mdtriz, ahol

[cij] = layl @ [by;] =[ay +by5] (1 <i<m,1<j<n).

(R™*™: @d) neutralis eleme a zérusmadiriz (vagy nullmatrix), melynek minden eleme
0. Erre a zérusmatrixra minden A = [ai;] matrixnak létezik ellentettje, nevezetesen
az a matrix, amelynek i-edik sora j-edik eleme —ayj. Vagyis ha (R;+) ABEL-csoport,
akkor (R™*™ @) is az.
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3.43. definicié. Azt mondjuk, hogy az A € R™*™ és B € R¥*' mdtrizok kom-
patibilisek (azaz ebben a sorrendben dsszeszorozhatok), ha n = k, vagyis ha A
oszlopainak szama megegyezik B sorainak szamdval.

3.44. definicié. Legyen A = [ai;] egy m x n-es, B = [bji] pedig egy n X p tipusi
mdtriz. Az mxp-es C = [cix] mdtrizot az A és B mdtrizok szorzatdanak nevezziik,
ha

[cin] = [ay] @ [bjr] = [auibik + apzbak + - - - + @inbn]
minden 1 <1< m és1 <k <p esetén.

A maétrixszorzas kompatibilis A, B, C métrixok esetén asszociativ, vagyis
ARBeC =A®B)eC.

A 3.4-1. gyakorlat annak bizonyitasat kéri, hogy a matrixszorzas disztributiv. Kom-
mutativak természetesen csak az (n,n)-es matrixok lehetnének, de az n =1 esettdl
eltekintve dltalaban nem azok. Példaul ha

0 1 ) 100
A:[O 0} és B_[l 0],

1 0 , 100
A®B:[O O] és B®A_[O ]}.

akkor

3.45. definicié. Az n X n-es mdtrizokat négyzetes (vagy kvadratikus) matrizok-
nak nevezziik.

Konnyt észrevenni, hogy az (R™*™; ®) struktira semleges eleme az
1 hai=Kk,
I = [0u], dix = {

0 egyébként
egységmadtrixz. Az eddigieket Osszegezve az alabbi tételt bizonyitottuk.

3.46. tétel. Ha R egységelemes gyiird, akkor (R™™; ®,®) (n € N\ {0}) szintén
egységelemes gytrit alkot.

3.6. példa. Matrixok segitségével konnyen lehet az A = {aj,az,...,am} és B =
{b1,b2,...,bn} halmazok kozotti p C A x B binér relaciot abrazolni az alabbi modon:
legyen M, = [my;], ahol
. _{ 1 ha (ai,by) €,
v 0 ha(ai,bj)gp.
Az M, matrixot ekkor a p reldcio mdtrizdnak nevezzik.

Matrixokrol bévebben az XX. fejezetben olvashatunk.

Gyakorlatok
3.4-1. Bizonyitsuk be, hogy kompatibilis A, B, C,D maétrixokra a métrixszorzas
disztributiv muvelet, vagyis

A (BoC) = (A®B)@®(A®C)

(BeC)®eD = (Be®D)&(CxD).
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Megjegyzések a fejezethez

A matematikai strukturak jelentik a vilag megismerésének, a természet jelenségeinek
strukturalt vizsgalatahoz sziikséges matematikai médszerek alapjait. Rendezési, al-
gebrai és topologiai struktirak nélkil csak joval koriilményesebben lehetne leirni és
jellemezni mindazt, ami koriilvesz minket, és mindazt, ami megfordul a fejiinkben.

Ajéanlott irodalom: BALINTNE, CZEDLI, SZENDREI [2], BIRKHOFF és BARTEE [3],
GAVRILOV és SZAPOZSENKO [14], KALMAR [21], valamint TREMBLAY és MAHONAR
[41].



4. A szamfogalom felépitése

Ha a gyakorlati életben hasznalt szamokkal val6 szdmoléast axiomatikusan szeretnénk
megalapozni, akkor kiindulhatunk a legatfogobb szamtartomanybol, és részstrukti-
rak vizsgélatara szoritkozhatunk, vagy, mint az alabbiakban, a természetes szamok-
kal lehet kezdeni, és f6léjiik alkalmas strukturdkat konstrualni.

4.1. Természetes szamok

4.1.1. PEANO-axidmak

A természetes szamok halmazanak els§ jellemzése PEANO-t6] szarmazik. Axioméi
kis modositassal a kovetkezok:

(1) 0 € N. A nulla természetes szam.

(2)Vn (n e N= J' n’ € N). Minden n természetes szimhoz egyértelmtien
létezik egy n’ természetes szam, amelyet n rdakdvetkezdjének neveziink.

3)Vn(mneN=n"#0). A 0nem rakovetkezdje egyetlen természetes szdmnak
sem.

HvVnYymmeNAmeNAN=m’ = n =m). Ha két természetes szdmnak
ugyanaz a rakovetkezGje, akkor egymassal egyenldk.

B)YMMCNAOeE MAYVnneM=n"e M) = M =N). Ha a
természetes szamok egy M részhalmaza tartalmazza a 0-a4t és minden természetes
szammal egyiitt a rakovetkezdjét is, akkor M = N.

Az 5. axibmara az alabbi ekvivalens megfogalmazés ismeretes:

(5 YVP (PO)AVN(ne NAPn)= Pn')) =V nneN= P(n))). Valamely
(a ,,megfelel eszkozokkel”, , megfelel6képpen megfogalmazott”) tulajdonséag, amely
a nullanak és minden természetes szadmmal egyiitt a rakdévetkezGjének is megvan,
az Osszes természetes szamra teljesiil. Ezt az axiomat a teljes indukcié elvének
nevezziik.

4.1. tétel. Han €N, akkor n' #n.

Bizonyitas. Tekintsik az M = {n € N : n’ # n} halmazt. (3) szerint M tartal-
mazza a 0-t, tovabbéa, ha tartalmazza n-et, akkor n’-t is, mert (4) miatt (n’)’ =n’'-
b6l n’ = n kévetkezne. Ekkor viszont (5) miatt M = N. O
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4.2. tétel. Minden 0 # n € N-hez egyértelmien létezik olyan m € N, amelyre
m =n.

Bizonyitas. Az egyértelmiiség a negyedik Peano-axiomabol kovetkezik. A létezést
teljes indukcioval bizonyitjuk. Tekintsiik az

M ={0}u{n €N : van olyan m € N, amelyre m’ =n}

halmazt. Ekkor 0 € M, és han € M, akkor n’ = (m’)’ € M, igy (5) miatt M = N.
O

A 4.1 és 4.2. tételek miatt a rakovetkezési relacioval a O alapfogalombol a tobbi
természetes szamot explicit moédon lehet definidlni:

4.3. definicio. 1 & o/, 2 & 1/ 3 & o

Az igy konstrudlt halmazt a természetes szamok halmazdnak nevezziik és
N-el jeloljik. Két kérdés meriil fel. Az egyik, hogy az axiémak egyértelmien
meghatarozzék-e N-et, a masik, hogy létezik-e N egyaltalan. Megmutathato, hogy
az axiomatikus halmazelmélet végtelenségi axiomaja altal definidlt halmaz teljesiti
a PEANO-axiomakat. Az els6 kérdésre is igenls a valasz, ami az aladbbi, bizonyitas
nélkiil kozolt fontos tétel felhasznalasaval lathato be. A tétel N-en értelmezett fiigg-

4.4. tétel (rekurziotétel). Legyen A egy halmaz, a € A, ésf: A — A egy tetszdleges
fiigguény. Ekkor a PEANO-aziomdk teljesiilése esetén egyértelmien létezik olyan g :
N — A figgvény, amelyre g(0) = a, és g(n’) = f(g(n)) minden n € N esetén. O

A teljes indukcio kitlintetett szerepet jatszik a matematikaban. Az alabbiakban
egy halmazelméleti problémat oldunk meg a segitségével.

4.1. példa. Legyenek A1, A;,..., A, tetsz6leges halmazok, n > 2. Megmutatjuk, hogy

(g Ai) = ﬁ Al

Teljes indukcioval bizonyitunk. Az n = 2 eset a méar latott DE MORGAN szabaly. Tegyiik
fel, hogy 2 < k < n-re igaz az allitas (indukcios feltétel). Bebizonyitjuk, hogy ekkor k+ 1-re

is igaz:
k+1
(U»)
i=1

AtUAU---UAL UA

= (A1 UA2U-~~UAk)UAk+1
= ATUAU---UAKNAK

k —_ —_—
= ( ﬂ Ai) N Akt
i=1
K1

- N=&
i=1

A levezetés soran elGszor a miivelet asszociativitasat, majd a két halmazra vonatkozdé DE
MORGAN szabalyt, végiil pedig az indukcios feltételt hasznaltuk.
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4.1.2. Miveletek természetes szamokkal

Az Osszeadés és szorzas szamolasi miveleteit nem vontuk be az axiémarendszerbe,
ezeket induktiv modon definialjuk.

Osszeadas
A rekurziotétel alapjan minden m € N-re létezik olyan s, : N — N fiiggvény,
amelyre s;,(0) = m, és minden n € N-re s;u(n') = (s;m(n))’. Az sm(n) sza-

mot m + mn-el fogjuk jelolni, és az m és n természetes szimok dsszegének ne-
vezziik. Megjegyezziik, hogy az Osszeadasbol visszakapjuk a rakovetkezést, hiszen
m’ = (sm(0))" =sm(0) =sm (1) =m+1.

4.5, tétel. Ha k,m,n € N, akkor
(1) (k+m)+n=%k+ (m+n) (asszociativitis);
(2) 0+n=n+0=nmn;
(3) m+n=n+m (kommutativitds).

Bizonyitas. Az asszociativitast n szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Felhasz-
naljuk, hogy k = sy (0) = k 4+ 0 minden k € N-re. Az n = 0 esetben

(k+m)+0=sk(m)+0=sk(m) =sx(m+0)=k+ (m+0).

Tegyiik fel, hogy valamilyen n € N-re igaz az &llitas. Belatjuk, hogy akkor n’ € N-re
is igaz.

(k+m)+n’ = sp(m)+n'=(sx(m)+n)
= ((k+m)+n) =(k+(m+n)) (az indukcios feltevés miatt)
= (k+smm) =(k+smn)) =(k+snn))
= k+(m+n').

(2) bizonyitasa n szerinti indukcioval torténik. 0 +n =n az n = 0 esetben nyilvan-
valo. Tegyiik fel, hogy n € N-re igaz az allitas. Ekkor 0+n' = (0+n)’ =n’, igy az
kovetkezik. A kommutativitast két darab indukciéval bizonyitjuk. Elgszor belatjuk,
hogy rogzitett m € N esetén m’ +n = (m + 1)’ minden n € N-re. n szerinti induk-
cioval dolgozunk. Az n =0 eset m’ + 0 =m’ = (m + 0)’ miatt teljesiil. Tegyiik fel,
hogy m’ +n = (m+n)’ valamilyen n € N-re. Ekkor

m +n' =(m +n) =(m+n)) =(m+n’),
vagyis az alitds minden n € N-re igaz. Most megmutatjuk, hogy m+n =n+m
minden n € N-re. Az n = 0 eset nyilvanval6. Indukcioval bizonyitva tegyiik fel, hogy
valamilyen n € N-re igaz az allitas. Ekkor

Mm4+n)=m+n)=Mmn+m) =n’+m,

vagyis m +n =n + m minden n € N-re teljesiil. O
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Szorzas

A rekurzidtétel alapjan minden n € N-re létezik olyan p,, : N — N fiiggvény, amelyre
pm(0) =0ésmindenn € N-re pp (') = pm(n)+m. A pn(n) szdmot m-n-nel, vagy
gyakran a rovidebb mn-nel jeloljik, és az m és n szamok szorzatdnak nevezzik.
A szorzat definici6ja miatt 1-1=p1(1) =p1(0’) =p1(0) +1=1.

4.6. tétel. Ha k,m,n € N, akkor

(1) k-(m+n)=%k-m+k-n (disztributivitas)
(2) (k-m)-n=k-(m-n) (asszociativités)

3) 0on=mn-0=0

4) T'n=n-T=n

(3) m-n=n (kommutativitas)

Bizonyitas. El6szor a disztributivitast bizonyitjuk, amihez m szerinti indukciot
hasznalunk. n = 0-ra

k-(m+0)=px(m+0)=pr(m)=k-m=k-m+0=k-m+5k-0.
Tegyiik fel, hogy n € N-re igaz az allitds. Ekkor

k-(m+n’) = k-(m+n) =pe((m+n)) =p(m+n)+k=k-(m+n)+k
(k-m+k-n)+k=k-m+ (k-n+k)=k-m+ (pc(n) +k)
= k-m+pn)=k-m+k-n’.

Az asszociativitast n szerinti indukciéval bizonyitjuk. n = O-ra (k-m)-0 =0 =
k-0=%k-(m-0). Tegyiik fel, hogy n € N-re igaz az allitas. Ekkor

/

(k-m)-n’ = pr(m) - (n+1) =pr(m) -n+pr(m)
= (k-m)n+k-m=k-(m-n)+k-m=%k-(m-n+m)
= k-pmm’)=k-(m-n’).
(3) bizonyitasa n szerinti indukcioval torténik. A szorzas definiciojabol kévetkezik,
hogy n -0 = 0 minden n € N-re, igy n = 0 esetén 0 - n = 0 is teljesiil. Tegyiik fel,
hogy valamely n € N-re 0 - n = 0. Ekkor
0-n' =po(n/) =poln) +0=0-n+0=0.
A kovetkezSkben bebizonyitjuk, hogy
m -n=m-n+n (4.1)

minden n € N-re. Indukcioval bizonyitva az n =0 eset m’-0 =0 = m- 0+ 0 miatt
nyilvanvalé. Tegyiik fel, hogy valamilyen n € N-re igaz az &llitas. Ekkor

m' n = m' n+m'=(m-n+n)+m’
= ((m-n+n)+m)':((m-n+m)+n)'
= (m-n"+n)=m-n"+n".
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(4) bizonyitasa n szerinti indukcioval térténik. Az n = 0 eset (3) miatt teljesiil.
Tegyiik fel, hogy n € N-re 1-n =n. Ekkor

T n=pn)=pm)+1=T-n+l=n+1=n".
Hasonloan, tegyiik fel, hogy n -1 =n valamilyen n € N-re. Ekkor (4.1) miatt
n-1l=n-1+1=n+1=n".

Az m-n = n - m kommutativitds bizonyitdsa n szerinti indukcioval torténik. Az
n = 0 eset (3) miatt teljesiil. Tegyiik fel, hogy n € N-re igaz az allitas. Ekkor
(4.1)-et felhasznélva

m-n=m-n+m=n-m+m=n’-m.

O
Az el6z6 két tétel azt mutatja, hogy (N;+) kommutativ félcsoport a 0 nullelem-
mel, és (N;-) is kommutativ félcsoport az 1 egységelemmel.

A természetes szamok rendezési struktaraja

4.7. definicié. n<m & IkeN:n+k=m.

Belathato, hogy (N; <) teljes rendezés, s6t, jolrendezés. Mi, PEANO-val ellentétben
1 helyett a O-t valasztottuk legkisebb szamnak. (N; <) jolrendezése miatt 0 < 1,
n < n’, és hasznalhatjuk azokat a kifejezésmodokat, hogy ,, az 1 + 1 szam 1-gyel
nagyobb n-nél,” ,az n 4 k szam k-val nagyobb m-nél”, tovabba, mivel N-nek nincs
fels6 korlatja, ,,barmilyen nagy természetes szam van”, vagyis ,,akarmeddig el lehet
szdmolni.”

A rendezési struktira az Osszeadassal és a szorzéssal adott algebrai strukturaval
Osszefér abban az értelemben, hogy érvényesek a

4.8. tétel (monotonia tételei).

n<m & n+k<m+k,
n<mék#0 & n-k<m-k.

Bizonyitas. Ha n < m, akkor létezik olyan s € N, hogy n+s =m, igyn+s+k =
m + k minden k € N-re, vagyis a 4.7. definicié miatt n + k < m + k. Megforditva,
ha n+k < m+k minden k € N-re, akkor nyilvin k = O-ra is igaz, vagyis n < m. A
szorzésra vonatkozo ekvivalencia bizonyitasat az Olvasora hagyjuk. O

A tétel egyenlGségre vonatkozo allitasai az alabbi

4.9. tétel (egyszerisitési szabélyok).

n+k=m+k = n=m,
n-k=m-késk#0 = n=m.
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Eszrevehetjiik, hogy ha egy halmaz tartalmaz egy k természetes szamot, és min-
den természetes szammal egyiitt a rakovetkezGjét is, akkor a teljes indukcié miatt
tartalmaz minden n > k természetes szamot.

A 4.7. definiciobdl az n + x = m egyenlet megoldhatosaga is kovetkezik, fel-
téve, hogy n < m érvényes. Ezt az egyértelmien meghatarozott megoldast m és n
kiilonbségének nevezziik, és ugy irjuk, hogy x =m —n.

Sorozatok, 6sszegek, szorzatok

4.10. definicio. Azokat a leképezéseket, amelynek az értelmezési tartomdnya a ter-
mészetes szamok N halmaza, sorozatnak nevezink.

A sorozat tehat egy olyan indexelt rendszer, ahol az indexhalmaz a természetes
szamok halmaza. Ha N*-szal jeloljiik az N\ {0} halmazt, sorozatokat NT-on is értel-
mezhetiink. Ilyenkor a sorozatnak nincs nulladik eleme, csak els, masodik, stb.

4.2. példa. A sorozat fogalma nagyon lényeges a szamitastudoméanyban, ahol gyakran
listaként vagy linearis témbként értelmezziik 6ket. Példaul egy V lineéris tomb (vagy vektor)
poziciok (tarhelyek) sorozatanak is tekinthets, ahol az n-edik pozicioban 16v6 elemet V[n]
jeloli.

Legyen (G;+) csoport, a : N — G egy sorozat. Mivel N jolrendezett, az
(ap, ar,...) sorozatra dsszeget definidlhatunk.

4.11. definicié.

n . Om +ame+1 +...+an_1+an, ham<n,
Zai%é 0, han=m-—1,
i=m —On4l —Qnt2 — oo — Qm—1, han<m-—1.

Ugyanez a gondolat alkalmazhato a (G;-) csoport esetén is. Ilyenkor a szorzat de-
finicidja

4.12. definicié.

n ; Am * Al A1 * Qn, ha m <n,
Hai(%é 1, han=m-—1,
i—m (Angt Qa2 e @mo1)"', han=<m-—1.

Ha az Osszeg minden tagja ugyanaz az a € G szam, a szokasos jelolés szerint
m+n—1 ) . - e

2 im @ = na. Hasonléan, ha a szorzat minden tényezdje ugyanaz az a € G
szam, akkor ezt ugy jeloljik, hogy H?:;lf] a = a™. Az Osszegek esetében additiv
irdsmaodrol, a szorzatok esetében multiplikativ irasmodrol beszélink. Megje-
gyezziik, hogy amennyiben m < n, az 0sszeg és a szorzat tetszéleges félcsoportban
értelmezhets. Az Osszegek és szorzatok joldefinidltsagdhoz sziikséges még, hogy a
miveletek asszociativitisa akdrhdny elemre érvényes legyen. Azt is megvizsgaljuk,
hogy a kommutativitas és disztributivitds akarhény elemre érvényes-e. A tételt a
lehet§ legaltalanosabban fogalmazzuk meg.
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4.13. tétel (altalanos asszociativitds, kommutativitas és disztributivitas tétele).
(1) Tetszdleges (A;-) félcsoport birmely ai,az,...,ar (k € NT) elemeire az
ajay---ax szorzat figgetlen attol, hogy milyen (szabdlyos) zdrdjelezéssel végezziik
el a miveletet.
(2) Kommutativ félcsoportban a tobbtényezds szorzatok nem figgnek a tényezdk sor-
rendjétal.
(3) Tetszdleges (R;+,-) gytrd birmely ai,...,am,b1,...,bn,...,21,...,2¢ € R ele-
meire
n
(a1 _|_..._|_am)(b1 _|_..._|_bn)...(21 +"'+Zt) :ZZ"'Zaibj'”Zl'
i=1j=1  1=1

Bizonyitas. (1) bizonyitasa k szerinti teljes indukcioval torténik. A bizonyitas so-
ran (aj...ax) jelentse azt, hogy ,az a; ... ayx szorzat valamilyen zarojelezéssel”. A
k = 1,2 esetben nincs szerepe a zarojelezésnek, a k = 3 eset pedig a félcsoport
asszociativitasa miatt nyilvan igaz. Legyen k > 4, és tegyiik fel, hogy az allitas k-nal
kevesebb tényezds szorzatokra igaz. Bebizonyitjuk, hogy

<(11 . O.k> = ( .. (((11 (12)Cl3)(14 .. .)ak.
A (ay...ay) kifejezésben van egy legutolso szorzas, mondjuk
(ar...ax) = (ar...ap)(@it1...a) (1<i<k—1).

El6szor a mésodik tényezére az indukcids feltevést, majd az asszociativitast, végiil
ujra az indukcios feltevést alkalmazva

(ar...ax) =

ar...ai){Qis1...0ak)
a

1 (L. (aiprai2)aigs.. -),&k\)

(
—
<Cl1 .
(ar...ax—1)ak

(.. . (((11 Clz)(13)(14 . ..)ak.

Ha i =k—1, akkor a masodik lépés sziikségtelen, igy az elss sor jobb oldala és a har-
madik sor azonos. Azt kaptuk, hogy barmely félcsopotban a tobbtényezds szorzatok
zarojelek nelkiil irhatok. (2) bizonyitasa: ha az aj ... ax elemekbdl képzett barmely
k-tényezls szorzatban két szomszédos elemet felcseréliink, a két elemre vonatkozé
kommutativitds miatt a szorzat értéke nem valtozik. Szomszédos elemek felcserélge-
tésével pedig az aj ... ax szorzatbol kiindulva a tényezsk tetszéleges sorrendje véges
sok lépésben elérhets. A bizonyitasban az asszociativitast teljes mértékben kihasz-
naltuk. (3) bizonyitasa tobblépéses teljes indukcioval torténik, a technikai részleteket
mellézziik. O

Gyakorlatok

4.1-1. Bizonyitsuk be, hogy (N; <) gyengén trichotom teljes rendezés.

4.1-2. Bizonyitsuk be, hogy (N; <) jolrendezés.

4.1-3. Bizonyitsuk be, hogy Vn me N=3Y | k(k+1)=n(n+1)(n+2)).
4.1-4.% Bizonyitsuk be az altalanos disztributivitas tételét.
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4.2. Egész szamok

Az Gsszeadés és a szorzéas inverz miivelete N-ben altalaban nem értelmezhets. Az
iménti alfejezetben definialt kivonasnak mint az Osszeadas inverz miiveletének kor-
latlan végrehajthatosdgahoz a ,negativ szamok” hozzdkapcsolasaval juthatunk el,
més szohasznalattal élve N-et az egész szdmok gytirtjébe agyazzuk.

4.2.1. Konstrukcio

Rogzitett m,n € N, m < n esetén végtelen sok olyan szampar van N x N-en, amelyek
kiilonbsége n — m. Ha ny — m; = n, — my, akkor n; + my = n, + my is teljestl.
Ez az alabbi p relaciot sugallja N x N-en:

¢
(n,my)pmz,ma) € ny+my=n,+my.

Konnyen belathato, hogy p ekvivalenciareléacio, ezért osztalyoz. Az ekvivalenciaosz-
talyokat egy parnak szogletes zarojelek kozotti megadésaval irjuk fel.

4.3. példa. (3,8) € [(1,6)], mivel (3,8)p(1,6).

4.14. definicio. Z & (N x N)/p ={m, m] | (n,m) € N x N}.

4.2.2. Miiveletek, rendezésiik

Z algebrai strukturajit az alabbi miveletekkel definialjuk:

4.15. definicid.

(n,m)]+ (k1] € [(n+km+1),
(n,m)]- (k1] € [(nk+mlnl+mk).

Az igy definialt miveletek kommutativitdsa, asszociativitasa és disztributivitasa az
N-ben érvényes miiveletek tulajdonsagai alapjan kénnyen beldthaté. Ennél tobb is
igaz: az [(n, m)] + x = [(k, )] egyenlet tetszdSleges [(n, m)] és [(k,1)] esetén egyér-
telmten megoldhato, a megoldas a (4.15) definicié és p definici6ja, valamint a 4.9.
tétel miatt x = [(k+m,n+1)]. Az 6sszeadas miiveletét tekintve az egyenlet megold-
hatosaga garantalja egy semleges elem ([(0,0)]) és erre az elemre vonatkozo inverz
elemek létezését. Ezzel pedig gytrdt konstrualtunk. Fennmarad a kérdés, hogy N-et
valéban bedgyaztuk-e Z-be.

7 konstrukcidjat alaposan szemiigyre véve kézenfekvének tinik a ¢ : N — Z,
@(n) =[(n,0)] leképezés vizsgalata. Ekkor

em+m)=[n+m,0)] =[n,0)]+[(m,0)]=en)+ e(m),

tovabbéa
@(nm) = [nm,0] =[(n,0)] - [(M,0)] = @(n) - @(m).
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Ha @(n) = @(m), akkor [(n,0)] = [(m,0)], igy a 4.14. definicié miatt n = m, vagyis
@ injektiv.

A tovabbiakban O-t frunk [(0, 0)] helyett, 1-et irunk [(1,0)] helyett, és altalanosan
a-t frunk az [(a,0)] osztaly helyett. A bedgyazas kovetkeztében az N-beli mivele-
tekre vonatkozo egyszertsitési szabalyok minden tovabbi nélkiil mikddnek Z-ben is.
Mivel Z egységelemes, és a szorzasra vonatkozo egyszertsitési szabaly miatt nullosz-
témenes, ezért az alabbi tételt bizonyitottuk.

4.16. tétel. Z integritasi tartomdny. O

A természetes szamokkal ellentétben Z-ben minden szamnak nemcsak rakovetkezdje,
hanem , megel6z6je” is van. Z-t N-hez hasonléan lehet rendezni.

4.17. definicié. a<b & b—aeN.

Ez a rendezés teljes, de nem jolrendezés. Konnyt megmutatni, hogy a bedgyazas so-
ran definiélt ¢ fiiggvény rendezéstarto is, vagyis ha a < b N-ben, akkor @(a) < ¢(b)
Z-ben. Z-t a HAsSE-diagramja alapjan szamegyenesen lehet dbrazolni. A nullanéal
kisebb szamokat negativ egész szamoknak, a nagyobbakat pozitiv egész szamoknak
nevezziik, és Z~ -szal illetve Z*-szal jeldljiik. Ha a O-t is beleértjiik, a szokasos jelolés
Zy 6s Z§ . Az eddigiek alapjan tehat kijelenthetjiik, hogy N = Z{ .

Z-ben tehat az Osszeadast, kivonast és a szorzést korlatozas nélkiil el lehet vé-
gezni. A szamolési szabélyok formalizéldsahoz, amelyben a Z-ben valé szamolast az
N-ben valé szamolasra vezetjiik vissza, elényosen hasznalhatjuk az ,ellentett elGjeld
szam” és az ,,abszolut érték” fogalmat. 0— a helyett —a-t irunk, az a és —a szamokat
egymas ellentettjeinek nevezziik. A kettd koziil az egyik mindig természetes szam,
ezt a abszolit értékének nevezzik, és |al-kel jeloljiik.

A 4.2-1. gyakorlat a Z-beli ,,szokasos” szamolasi szabalyokat sorolja fel. A gya-
korlat (7)—(8) &llitasai a Z-beli miveletek monotonitasat jelentik, ezért a 3.35. de-
finicibnak megfelelGen azt is mondhatjuk, hogy (Z;+, ;<) rendezett integritdsi
tartomadny.

4.4. példa. Tekintsiik a Z feletti A = § _]2 } és B = { ; :; } métrixokat. Ekkor
4 -5 -1 3 . . . .
A®B = 13 B®A = _5 g |-ami azt mutatja, hogy a matrixszorzas nem

kommutativ (pedig a szorzas kommutativ Z-ben).

Gyakorlatok
4.2-1. Bizonyitsuk be a Z elemeire vonatkozé alabbi allitasokat:
(1) a€Zt*AbeZ Alal>|b|= a+b=la—|b]
2) aeZ*"AbeZ Ala <|b|= a+b=—(b|—]a|)
) a€eZ ANbeZ = a+b=—(lal+b])
) a€ZAbeEZ=a—-b=a+(—b)
) a€ZT*AbeZ = ab=—|a| b
) a€Z  ANbeZ = ab=|a|-|b|
)

3
4
5
6
7) a,b,ceZNa<b=a+c<b+c

NN N N N
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(8) a,beZi = a-beZf

(9) a<bAceZ" = ac<bc

(10) a<bAceZ = ac>bc

(11) a#0= a? € Z" .
4.2-2. Az el6z6 fejezetben megmutattuk, hogy minden jolrendezett halmaz lanc.
Bizonyitsuk be, hogy az allitas megforditdsa nem igaz.

4.3. Racionalis szamok

Az egész szadmok korében a szorzas invertalhatosdgara vonatkozo kérdés a bx = a
egyenlet megoldhatosagat jelenti tetszGleges a,b € Z esetén. Ha létezik megoldas,
akkor ezt az a és b hdnyadosdnak nevezzik, és a/b-vel jeldljiik. Ilyen osztdst Z-
ben altalaban nem lehet végrehajtani. Ezért olyan struktirat keresiink, amelyben az
osztas ,korlatozas nélkiil” elvégezhetd, és amelyben a Z-ben megismert tulajdonsagok
érvényben maradnak. Ezt ismét egy bedgyazassal érjiik el.

A 0 szamnak mindenesetre kitiintetett szerepe van, hiszen V¢ (c€ Z=c¢-0=
0). A Ox = a egyenletet a = 0 esetén nem lehet Z-ben egyértelmtien megoldani,
s6t, a # 0 esetén egyaltalan nem lehet megoldani. Ezért célszert, hogy a bévitett
halmazban a bx = a megoldhatosagat csak b # 0-ra koveteljiik meg.

4.3.1. Konstrukcio

A Z x (Z \ {0}) parok halmazan vezessiink be egy ¥ ekvivalenciarelaciot. Most
azt vessziik figyelembe, hogy az osztas elvégezhetGsége esetén aq/b; = az/ba-bdl
a;by = ayb; kovetkezik.

(a1,b1)8(az,b2) & arb, = azby.

Konnyt belatni, hogy ¥ valéban ekvivalenciarelacio. Jeloljiik @Q-val az ekvivalencia-
osztalyok halmazét.

4.18. definicio. Q & (Z x (Z\{0)))/9 = {[(a,b)] | (a,b) € Z x (Z\ [0})}.

Q elemeit ractondlis szamoknak nevezziik.

4.3.2. Miiveletek, rendezésiik

Szem el6tt tartva, hogy a racionalis szamokkal valo szamolaskor a tortekkel vald
szokésos szamolési szabalyoknak kell teljesiilnie, célszertinek tiinik az Osszeadas és
szorzas alabbi definicidja.

4.19. definicié.

(a,b)] +1(c,d)] % [(ad+bc,bd),
(a,b)]-[(c,d)] & [(ac,bd)l.

Konnyt belatni, hogy (Q;4) kommutativ csoport a [(0,1)] semleges elemmel, to-
vabbéa az [(a,b)]-hez tartozd, az Osszeadasra vonatkozé inverz elem —[(a,b)] =
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[(—a,b)l. A (Q\ {[(0,D)]};-) kommutativ csoport az [(1,1)] semleges elemmel.
a # 0 esetén az [(a,b)]-hez tartozo, a szorzasra vonatkozo inverz elem (reciprok)
[(a,b)]7" = [(b,a)]. Azt is konnyid belatni, hogy a két miiveletet Gsszekapcsold
disztributiv torvények is igazak, ezért (Q;+,-) test.

Meg kell még vizsgalnunk, hogy Z-t valéban beagyaztuk-e Q-ba. Tekintsiik a
©:7Z—Q, o(a) =I[(a,1)] fiiggvényt. Ekkor

ela+b)=[(a+b, D] =[(a, D]+ [(b,1)] =¢(a) + @(b),
és
@(ab) =[(ab, )] = [(a, )] - [(b,T)] = @(a) - @(b).

Mivel & definicioja miatt @(a) = @(b) = a = b, ezért @ injektiv. Vagyis Z-t tényleg
beagyaztuk Q-ba.

A tovabbiakban 0-t irunk [(0, T)] helyett, 1-et irunk [(1, 1)] helyett, és altalanosan
a-t frunk az [(a,1)] osztaly helyett. Minden [(a,b)] racionélis szam egy [(b,1)] -

x = [(a, 1)] alaki egyenlet megoldasa, ezért egész szamok hényadosaként frhatd. A
szokasos jelOlés szerint

a f
= E [(a,b)).

Eszrevehetjiik, hogy [(a,b)] = [(—a, —b)] miatt minden racionalis szamot elS lehet
allitani [(a,b)], b > 0 alakban. Tovabba ¥ definicidja miatt az elébbi konstrukcio
esetén [(a7,b1)] = [(az,b2)]-bol kovetkezik, hogy vagy aj,az € ZT, vagy aj,az €
7, vagy mindketts 0.

Egy [(a,b)] racionalis szamot, ahol b > 0, pozitivnak neveziink, ha a > 0,
és negativnak neveziink, ha a < 0. A pozitiv racionéalis szdmokat Q*-szal, a ne-
gativokat Q -szal jeldljiikk. Ha a O-t is beleértjiik, akkor Q-t, illetve Q,-t irunk.
Igy, ahogy az egész szamoknal, egy tetszileges a € QQ esetén a vagy —a koziil azt,
amelyik természetes szam, a abszolit értékének nevezziik, és |al-kel jeloljiik.

Vezessiink be Q-ban egy rendezési relaciot.

4.20. definicié. p < q P q—peqQyg.

Ez a rendezés Z rendezésének kiterjesztését jelenti, hiszen az egész szamok Q-ba
torténd beagyazasa rendezéstarto is (ellendrizziik!). Kijelenthetjiik, hogy Z C Q,
és Q elemei abrazolhatoak a szamegyenesen. A rendezés az algebrai strukturaval
osszefér, a monotoniara vonatkozo torvények (4.2-1. gyakorlat (7)—(8) pontjai) Q-
ban is érvényesek. Ezért a 3.36. definicionak megfelelen (Q; +, -; <) rendezett test.

4.21. definicié. Eqy (T;+, ;<) rendezett testet arkhimédeszi tulajdonsdginak
nevezink, ha minden a,b € T, a > 0 esetén van olyan n € N, hogy na > b.

Az alabbi tételt bizonyitas nélkil kozoljik.
4.22. tétel. (Q;+, ;<) arkhimédeszi tulajdonsdgi.

Q arkhimédeszi tulajdonsagabol fontos és érdekes tételek adodnak. Bebizonyit-
hato, hogy minden a,b € Q, a < b esetén létezik olyan r € Q, amelyre a < v < b
(példaul v = (a + b)/2), vagyis Q ,mindeniitt siird”. Masrészt minden r € Q*t-ra
0 < 1/2 <1, vagyis Q'-nak nincs legkisebb eleme.
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4.4. Valés szamok

Mivel Q-ban a négy alapmitvelet korlatozas nélkiil elvégezhets (az egyetlen megszo-
ritas, hogy nem oszthatunk 0-val), az algebrai struktura nem ad okot tjabb &ltala-
nositasra. Mégis, a rendezési (és a topologiai) struktiara hidnyossagokat mutat. Ezek
kikiiszobolése vezet el a valos szamokhoz.

4.4.1. Konstrukcio

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy (Q; <) teljesen rendezett, igy elemei a szamegye-
nesen abrazolhatoak. Noha a raciondlis szadmok ,,mindeniitt stirtin” helyezkednek el
a szamegyenesen, mégsem toltik ki azt ,teljesen.” Példaul PUTHAGORASZ szerint
az egységnyi oldali négyzet atlojanak hossza nem racionélis szam. Meg lehet adni
kozelits értékek egy sorozatat (1,1.4,1.41,1.414,...), mégis, az {x € Q | x* < 2}
halmaznak (Q-ban) nincs fels§ hatara.

4.23. definicié. Egy (T;+, ;<) rendezett testet felsé hatdar tulajdonsdgunak ne-
veziink, ha minden nem ires felilrdl korldtos részhalmazdnak létezik (T-ben) felsd
hatdra.

Az iménti példa szerint Q nem felss hatar tulajdonsigu. Belathato, hogy létezik felsd
hatar tulajdonsagu test, mégpedig lényegében egyértelmiien. Az alabbiakban csak a
letezést vizsgaljuk.

4.24. definicié. A (Q; <) halmaznak a p € Q elem dltal meghatdrozott nyilt kez-
doszeletén o Qp, = {x € Q | x < p} C Q halmazt értjiik.

4.25. definicié. Legyen @ # o« C Q. Azt mondjuk, hogy o nyilt kezdet, ha
(1) YVpeow: QpC«,
(2) Vpea Fg€a : q>p.

A nyilt kezdetek tehat Q bizonyos részhalmazai. Ha a szamegyenesen valé abrézo-
lasban gondolkodunk, akkor egy nyilt kezdet egy balra végtelenbe nyulo, jobb oldali
végpontot nem tartalmazo nyilt félegyenes racionalis pontjainak halmaza. Eszreve-
hetjiik, hogy minden nyilt kezdGszelet egyuttal nyilt kezdet is, de ennek megforditéasa
nem igaz: a Q" U{x € Q | x € Qf ¢és x? < 2} € Q bar nyilt kezdet Q-ban, de nem
kezddszelete egyetlen racionélis szamnak sem. Kénnyen meggondolhat6, hogy pon-
tosan azok a nyilt kezdetek nyilt kezdGszeletek, melyeknek a ,,jobb oldali vége” nem
racionalis szam.

4.26. definicié. Az dsszes Q-beli nyilt kezdet halmazdt R-rel jeléljik és elemeit va-
los szamoknak nevezzik.

A valos szamokat tehat racionalis szamok halmazaiként definidljuk.

4.27. definicio. Azokat a valds szamokat, amelyek nem nyilt kezddszeletei raciondlis
szdmoknak, trractondlis szamoknak nevezzik.

4.28. tétel. A valds szamok halmaza felsé hatdr tulajdonsdgii. O

Mivel egy felss hatar tulajdonsagu test mindig arkhimédeszi tulajdonséagu is, (4.4-1.
feladat) ezért R arkhimédeszi tulajdonsagu.
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4.4.2. Miveletek, rendezésiik

R az alabbi rendezéssel teljesen rendezett struktira lesz:
4.29. definicié. a < p & « C B (o, p €R).

A valos szamokat Q algebrai strukturajanak felhasznalasa nélkiil vezettiik be. Az
alabbi miveletekkel mégis lehetséges algebrai struktura konstrualédsa R-en.

4.30. definicié. «, p € R esetén

o+ p %f r+seQlreaéssepPlcCqQ,
a-p & Qo Uhs|rea\Q éssecp\Q ], ha o, B> 0.

Tetsz6leges valos szamok szorzatat az afp = (—a)(—p) = —((—x)B) = —(«(—Pp))
egyenlGségek alapjan az iménti definicié szerint adhatjuk meg. Lathatjuk, hogy az
Osszeadas és a szorzas is kétvaltozos belsé mivelet R-ben. A miiveletekre az alabbi
tulajdonsagok teljesiilnek:

4.31. tétel.

e (R;+) kommutativ csoport, amelynek semleges eleme az {r € Q | r < 0} nyilt
kezdet (amely egyittal nyilt kezddszelet is). Ezt az elemet a tovdbbiakban 0-val
jelsljiik.

e (R \{0};-) kommutativ csoport, melynek semleges eleme az {r € Q | v < 1}
nyilt kezdet (amely szintén nyilt kezddszelet). Ezt az elemet a tovibbiakban 1-
gyel jeloljiik.

o Minden o, 3,y €R esetén oc- (B+v) = (ax-B)+ (ax-v).

e Minden x,, yER esetén a < =ax+vy<p+vy.

o Minden o,,y €R, vy >0 esetén a < = axy < By.

Azt kaptuk tehét, hogy
4.32. tétel. (R;+, - <) rendezett test.

Vajon hogy viszonyulnak egymashoz a Q és az R rendezett testek? Tekintsiik a ¢ :
Q — R, ¢(p) = Q, fiiggvényt. Bebizonyithato, hogy ¢ injektiv, valamint mivelet-
és rendezéstarto, igy a (Q;+, -; <) rendezett test természetes moédon azonosithato
{Qp | p € Q}-val. Vagyis Q-t bedgyaztuk R-be. Ebben az értelemben kijelenthetjiik,
hogy Q C R. A pozitiv valos szdmokat R*-szal, a negativokat R~ -szal jeldljiik. Ha a
0-t is beleértjiik, akkor Rg -t, illetve Ry -t frunk. A val6s szamkdrben az egészeknél
és a raciondlis szamoknal latott moédon értelmezziik az abszolit értéket.

4.33. definicié. Legyen x € R. Ekkor

i def {x ha x >0,

—x ha x < 0.

Megjegyezziik tovdbbé, hogy ha a € Z', akkor a beadgyazéasok tulajdonsagai miatt
aeQ’ és aeR" is teljesiil.
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4.34. definicié. Legyen x € R. Ekkor

£ 0 hax=0,
sgn(x) € { x/|x| egyébként.
A sgn fluggvényt eldjelfiiggvénynek nevezziik. R arkhimédeszi tulajdonsiga miatt
definidlhatjuk egy valos szam ,,egészrészét”.

4.35. definicié.

[x] ©& 42 x-nédl nem nagyobb egészek legnagyobbika,
[x] & 4z x-nél nem kisebb egészek legkisebbike.

Az els6 esetben x alsé egészrészérdl, a masodik esetben x felsé egészrészérdl
beszéliink. Ennek megfelel6en definidljuk x tértrészét

4.36. definicié. {x} & x — |x].

4.5. példa' L%J = ]7 L_%J = _47 [%] = 27 [_%W = _37 {%} = %7 {_?_]} = ]ia LTCJ =3.

A val6s szamok helyiértékes elGallitasara vonatkozo modszereket analizisbdl ta-
nuljuk. Az alabbi tételt bizonyitas nélkiil kozoljik.

s

4.37. tétel. Minden valds szam elddllithaté véges vagy végtelen tizedes tort-
ként. O

Ha eltekintiink azoktol a tizedes tortektsl, amelyek kifejtésében valahonnan kezdve
csupa 9-es all, akkor a tobbi tizedes tort kdlcsondsen egyértelmiien megfeleltethetd
a valés szamoknak. Belathaté, hogy minden raciondlis szam véges vagy végtelen
szakaszos tizedes tortnek felel meg, az irraciondlis szimok pedig a nem szakaszos
végtelen tizedes tortekkel azonosithatok.

Az Osszeadas, kivonas, szorzas és osztas miveleteken kiviil a valos szamkorben
1j mitiveleteket lehet bevezetni, a gyokvonast és a logaritmuskeresést.

4.38. definicié. 7 & Q U{xeQ} | x" €1}, dholn € N*, T € R{.

Ezt a szamot az r nemnegativ valos szim n-edik gyokének, meghatarozasat gyok-
vondsnak nevezziik. Analizisbdl latni fogjuk, hogy a gySkvonast ,tetszés szerinti
pontossaggal” el lehet végezni. Megjegyezziik, hogy valos szamok racionalis kitevsjd,
és valos szamok valés kitevGjd hatvanyozasa is értelmezhetd.

Az v =t egyenletnek 1 # v € Rt-ra és t € R*-ra a hatvanyozis monotonitésa
és a fels6 hatar tulajdonsdg miatt mindig pontosan egy megoldisa van, amit x =
log, t alakban irunk és logaritmuskeresésnek neveziink. A logaritmuskeresésrél és
tulajdonsagairol analizisbdl tanulunk.

Megjegyezziik, hogy a valés szamok konstrukciéjanak léteznek egyéb megkdzeli-
tései is. WEIERSTRASS a valos szdmoknak az Un. intervallumskatulyazéssal torténé

LA tortrész jeldlés sajnos Gsszetéveszthetd az egyediil az x-et tartalmazo halmazzal, mégis ez a
jelolés terjedt el, ezért mi is ezt hasznaljuk.
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jellemzését adta. CANTOR a racionalis szamok topologiai struktirajanak nem teljes
voltabol indult ki és jutott el a valos szamokhoz. A részleteket konyviink harmadik
részében targyaljuk. Megjegyezziik tovabba, hogy az eddig latott szamkorok ugy is
felépithetGek lettek volna, hogy axiomatizaljuk a valoés szamokat, majd kilénbo6zé
megszoritasok révén jutunk el a racionlis, egész és természetes szamokhoz (DEDE-
KIND).

4.6. példa. Az R valos szamtest feletti vektortér jol ismert a kozépiskolai matematikabol,
ahol sikgeometriai feladatok megoldasara és szemléltetésére hasznaltuk Gket.

Gyakorlatok

4.4-1. Mutassuk meg, hogy egy felsé hatar tulajdonsagu test mindig arkhimédeszi
tulajdonsagu is.

4.4-2.% Hogyan lehetne megadni a valés szamok valés kitev§ji hatvanyozasat nyilt
kezdetek segitségével?

4.5. Komplex szamok

A valos szamok miiveleteinél érdekes dologra lehetiink figyelmesek: a gy6kvonast nem
lehet tetszoleges valos szamra definialni. Ilyen példaul a /—1 szimbolum. Ez a szim-
bolum elGszor az altalanos harmadfoku egyenletek megoldasanél bukkant els, ami
a reneszansz matematika egyik felfedezése volt. CARDANO és FERRO észrevették,
hogy bizonyos harmadfokiu egyenletek megoldasa soran (amikor héarom kiilonb6zé
valos gyok létezik) a négyzetgyokjel alatt negativ szam szerepel, igy az Osszes meg-
oldés a korabbi médon nem volt szidmolhaté. Ezt hivtak ,,casus irreducibilisnek.”
Azt is észrevették azonban, hogy negativ szamok négyzetgyokeire is bevezethetsk
bizonyos szamolési szabalyok, igy fokozatosan tisztdzodtak a , képzetes”’ szamokkal
val6 miveletek szabalyai. A komplex szamok fogalmat GAUSS tisztazta véglegesen,
bebizonyitva az algebra alaptételét.

4.5.1. Konstrukcid

A komplex szamokat tobbféleképpen is be lehet vezetni, mi most az eddig megszokott
utat kovetjiik.

4.39. definicio. C & R x R.

C elemeit komplex szdmoknak nevezziik. Az Osszeadas és szorzas definicidja a
kovetkez6:

4.40. definicié. Legyen (a,b), (c,d) € C. Ekkor
(@,b)+(c,d) & (a+eb+a),
(a,b)-(c,d) ¥ (ac—bd, ad+bo).

Belathato, hogy (C;+) kommutativ csoport a (0,0) semleges elemmel, tovabba az
(a,b)-hez tartozo, az Gsszeadasra vonatkozo inverz elem —(a,b) = (—a,—b). Ezen
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z = a+bi = r(cosa+isina)

4.1. dbra. A z komplex szam algebrai és trigonometrikus alakja.

kiviil (C\ {(0,0)};-) kommutativ csoport az (1,0) semleges elemmel. Az (a,b)-hez
tartozo, a szorzasra vonatkozé inverz elem (a,b)~" = (a/(a? 4+ b?),—b/(a? + b?)).
Az inverzképzés pontosan akkor zart C-ben, ha a? +b? # 0. A két miiveletet Gssze-
kapcsolo disztributiv torvények is igazak, ezért

4.41. tétel. (C;+,-) test.

Meg kell még vizsgalnunk, hogy R-et valoban bedgyaztuk-e C-be. Tekintsiik a @ :
R — C, ®(a) = (a,0) fiiggvenyt. Ekkor

O(a+b)=(a+b,0) =(a,0)+ (b,0) = D(a) + O(b)
és
®(ab) = (ab,0) = (a,0) - (b,0) = @(a) - ©(b).

Mivel ®(a) = ®(b) = a = b, ezért O injektiv. Vagyis R-et valoban beagyaztuk
C-be, az 0sszes (a,0),a € R alaki komplex szamokat azonosithatjuk R-rel.

4.5.2. Szemléltetésiik és miiveleteik

A tovabbiakban i-t irunk (0,1) helyett, és altalanosan, a + bi-t irunk (a,b) =
(a,0)+(b,0)-(0,1) helyett. Ha z = a+bi € C, akkor megkiilonboztetjiik a z komplex
szam wvalds (R) és képzetes (imaginarius, J) részét: R(z) = a, J(z) = b. Ennek
megfelelen a komplex szamokat a sikbeli DESCARTES-féle koordinata-rendszer pont-
jaiként is felfoghatjuk, vagyis minden komplex szdmnak a sik egy pontja felel meg
és forditva (Gauss-féle szamsik, 4.1. abra). Mas felfogasban a komplex szdmok az
origobol indulé vektoroknak is tekinthetsk, és a komplex szamok Osszeadasa meg-
felel a vektorok szokasos Osszeaddsanak. Egy komplex szam abszolit értéke vagy
hossza ennek a vektornak a hossza. A komplex szamok abszolut értékének algebrai
bevezetéséhez sziikségiink lesz az el6z6 fejezetben latott gyokvonéas fogalmara.

4.42. definicié. |z| =|a + bi| = va? + b2.

A valos szamokra a szokasos abszolut értéket kapjuk: |(a,0)| = |a].
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4.43. definicié. A z = a + bi komplex szam konjugdltjan o z = a — bi szamot
értjiik.
Egy komplex szam tehat pontosan akkor valds, ha megegyezik konjugaltjaval. Ha

egy nem nulla komplex szam valds része nulla, akkor képzetesnek nevezziik. Ha
z,w € C, akkor az alabbi 6sszefiiggések konnyen igazolhatok (4.5-1. gyakorlat).

4.44. tétfl.

(1)

nl
Il
N

NN NN
|+ "+
N Nl é
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.oNl
2|+

E

)
3)
4) =
5) =
6) zz = |z?,
7) z#0 eseténz7| =z/|z%,
8) 10 =0, ész+#0 esetén |z| >0,
9) |zl =1z,
10) [z -w| =z| - [w| (mert nem negativak és mindkét oldal négyzete zzww),
11) R(z)] <lzl, 13(2)] < [z,
12

) lz+w| <|z| + |w| (hdromszdg-egyenlétlenség). |

Az aldbbiakban felhasznéljuk a sin, cos fiiggvények, valamint az e és a 7 szamok
definici6it és tulajdonsagait. Ezeket az analizis targyalasa soran szokas bizonyitani.
Ha a Gauss-féle szamsikon a z # 0 vektor (komplex szam) koordinatait a szinusz és
koszinusz fiiggvények segitségével irjuk fel, azt kapjuk, hogy z = r(cos @ + isin @),
ahol 1 =1z| és 0 < @ < 27t. A @ € R szamot a z komplex szam argumentumdnak
(vagy arkuszanak) nevezziik, és arg(z)-vel jeloljiik (4.1. abra). Megmutathato, hogy
cos @ +1isin @ = e'®, igy a komplex szamok z = re'?® alakjahoz jutunk. Az iménti
jelolésekkel tehat egy z # 0 komplex szamot tobbféle alakban is felirhatunk:

z = a+ bi (algebrai alak),

z =71(cos @ + isin @) (trigonometrikus alak),

z =re'? (EULER-féle alak).

A 4.44. tételben megvizsgaltuk a komplex szamok algebrai alakjaval torténd
miveleteket. Most a trigonometrikus alakkal vett mtveleteket vizsgaljuk.

Legyen z,w € C, z = |z|(cos ¢ +1isin @), w = [w|(cosp +1isin), 0 < @, P < 27,
@, € R. Ekkor

zw = |z|- [w|(cos @ +1isin @) - (cosP + isin)
= |zw|(cos @ cos P — sin @ sin P + i(cos @ sinP + cos P sin @))
= [zwl(cos(@ + ) + isin(e +)).

Ez az un. MOIVRE-azonossdg. Hasonloan, a 4.44. tétel (7) tulajdonsiga miatt a

w #£ 0 esetben "

z b4 .

— = —(cos(@ —) +isin(¢ —)).

wowl
Ha z,w nem nulla komplex szamok, akkor a 0 < arg(zw) < 27 esetben arg(zw)=
arg(z) + arg(w), ha pedig arg(zw) > 27, akkor arg(zw) = arg(z) + arg(w) — 2m.
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Hasonloan, a 0 < arg(z/w) < 27 esetben arg(z/w)= arg(z) — arg(w), az arg(z/w)
< 0 esetben pedig arg(z/w)= arg(z) — arg(w) + 2m. Geometriai értelemben tehat
komplex szamok szorzasanal a hosszak 6sszeszorzodnak, az ,,x tengely pozitiv felével”
bezért szogek pedig ,,0sszead6dnak”. Hasonldan, komplex szamok osztasanal az ered-
mény hossza a hosszak hanyadosa, az ,,x tengely pozitiv felével” bezart szogek pedig
Hkivonodnak”. A miiveletek eredményének arkuszat mindig a [0, 27t) intervallumban
vessziik.

A valés szamok hatvanyozasat a komplex szamokra &dltalanositva a MOIVRE-
azonossagbol azt kapjuk, hogy n € N esetén

z" = |z|™ (cosn@ + isinne).

4.7. példa. Az (1+41)%°%% szam algebrai alakja:

(141)20" = (\/E(cos; +isin;))2004 =
= (V/2)*°°(cos5017 + isin5017) =
(vV2)2%%(cosm + isinm) = —2'°02,

4.5.3. Komplex szamok gyo6kei

A hatvanyozashoz hasonl6an lehet a komplex szamokbol valo gyokvonast valos szé-
mokkal val6 szdmolésra visszavezetni.

4.45. definicié. Legyen z € C, n € N*. A w € C komplex szimot a z n-edik
gyokenek nevezzik, ha w™ = z.

z = 0 esetén nyilvan w = 0. Ha 0 # z = |z|(cos @ + isin @), akkor a
2k 2k
Wy = «“/|zl<cos (%) +isin(¥)>, k=01,...,n—1

kiilonb6z6 komplex szamok, és csak ezek azok, amelyeknek n-edik hatvanya z. Esze-
rint minden 0-t6! kiilonb6z6 komplex szamnak n kiilonb6z6 n-edik gydke van. Vagyis
n > 1 esetén a z — z™ hatvanyfiiggvény inverze nem fiiggvény. A gyokoket jobban
szemiigyre véve lathatjuk, hogy a z # 0 komplex szam gyokei a G AUss-féle szamsikon
szabéalyos 1 oldalu sokszog csticsai. A cstcsok origotol mért tavolsaga ‘{/m, az egyik
cstcsnak a valos tengellyel bezart szoge @/n (4.2. abra).

4.8. példa. Szamitsuk ki a ¢ ﬁ kifejezés értékét. Mivel

) V2 V2 .7
1—1 = \/2(7717) V2( 05T+151n7) és
V3iti = 2(é+li) = 2(cos = + isin —),
2 2 6
tovabba 71_5_]9_%
4 6 127



4.5. Komplex szamok 57
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n \\\ ¢ o €
27/n

/ o/n | ! 2n/n
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;560_0,

4.2. abra. a) Az r(cos @ +1isin @) = z # 0 komplex szam n-edik gydkei egy origod kdzéppontta, V1
sugart szabdlyos m-szdg csticsai. Ezen szabdlyos n-szdg egyik csiicsa az a pont, amelybe mutato

helyvektor a valos tengely pozitiv felével @/n szoget zar be. b) A komplex n-edik egységgyokok.
Mindkét 4bran n = 8.

ezért

[ 1—1 1 197t + 24kt . . 197+ 24km
6 § bt - - - <k <5.
\/§+i_ '\Z/Z(COS - + isin - >, 0<k<5

Specidlisan, ha z = 1, akkor az ¢™ =1 feltételnek az

skzsl(cn) = <cos(2kT7t)—|—isin(2kTﬁ)>, k=0,1,...,n—1

komplex szamok tesznek eleget. Ezeket n-edik komplex egységgydékoknek nevez-
ziik. Némely n-edik egységgyok természetes kitevGji hatvanyaiként az 6sszes tobbi

elgall. Példaul a negyedik egységgyokok (£1, 1) koziil az i ilyen, a —1 azonban nem.

4.46. definicid. Azt az n-edik eqységgyokot, amelynek kilonbozo természetes kite-
V070 hatvdnyai eldallitjak o tébbi n-edik eqységqyokit, primitiv n-edik egységgydk-
nek nevezzik.

Tetsz6leges n € NT-ra egn) mindig primitiv egységgyok. Belathato, hogy 51(21) pon-
tosan akkor lesz primitiv n-edik egységgyck, ha k és n relativ primek, tehat nincs
egynél nagyobb ko6z6s osztojuk.

4.47. tétel. Legyen 0 # z € C, n € Nt és wi = z. Ekkor z t6bbi n-edik gyoke wi ey
(1 <k <n—1), ahol e n-edik eqyséqgqyok.

Bizonyitas. Felhasznalva, hogy e} = 1 azt kapjuk, hogy (wiex)™ =wiepl =wl =
z. Masrészt wier (1 <k <n—1) mind kiilonboz6ek, mert ha wyex = wi e, akkor
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w1 # 0 miatt e, = 5. O

4.48. kévetkezmény. Ha n € N, n > 1, akkor a z € C szdm n-edik gydkeinek
osszege 0.

Valoban,

n—1 n—1
" el —1 1-1
E WiEx = E WiET =W = wq =0.
€1 —1 €1 —1
k=0 k=0

4.5.4. C algebrai zartsaga és rendezési struktiraja

Vizsgaljuk meg a komplex egyiitthatés masodfoku egyenletek megoldhatoségit,
vagyis keressiik meg az f(x) = ax? + bx + ¢ € C[x] polinom zérushelyeit (a # 0). Az
egyenletet 4a-val megszorozva és atrendezve azt kapjuk, hogy (2ax+b)? = b% —4ac,
majd gyokvonés és atrendezés utan

—b + Vb2 —4ac
X1,2 = 2a .

A komplex szamok korében nem csupan a masodfoku egyenleteknek 1étezik megol-
dasa. Tavolrél sem elemi altalanositasként érvényes az

4.49. tétel (algebra alaptétele). Minden Clx]-beli, n > 0 foki polinomnak legaldbb
eqy zérushelye van C-ben.

A tételnek tobb kiilonbo6z6 bizonyitasa ismeretes. Mindenesetre a bizonyitas nem
végezhetd el tisztan algebrai eszkozokkel. A C testet ezen tulajdonsaga miatt algeb-
ratlag zartnak nevezzik.

Mig C algebrai struktiraja R algebrai strukturdjanak kiterjesztése, az R-bdl a
C-be valoé atmenetnél a rendezési struktura elvész. C teljesen rendezhetd, példaul
gy, hogy 21l < Iz

z1| < |zz2| vagy
e ‘{ (1] = 22 s arg z1 < arg 22),
mégsem lehetséges olyan rendezés, amely az algebrai strukturaval Gsszefér, vagyis
érvényes lenne ra a miveletek monotonitasa.

4.50. tétel. Nem létezik olyan rendezési reldacio, amellyel C rendezett test lenne.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy C rendezett test a < relaciéval.
Mivel < teljes rendezés, ezért a 0 < i és az 1 < 0 Osszefiiggések koziil valamelyiknek
(pontosan az egyiknek) teljesiilnie kell. Az utobbi esetben az 6sszeadéas monotonitasa
miatt 0 < —i. Figyelembe véve, hogy -1 = —1 = (—1) - (—1), a szorzds monotonitasa
miatt ezért 0 < —1 mindenképpen fennall. Ujbol felhasznélva a szorzas monoto-
nitasat azt kapjuk, hogy 0 < (—1) - (—1) < 1, amibdl az 6sszeadas monotonitésa
miatt —1 < 0 adodik. Azt kaptuk tehat, hogy 0 < —1 és —1 < 0 is teljesiil. De az
antiszimmetria miatt egyenlgség all fenn, ami ellentmondés. O

Gyakorlatok
4.5-1. Bizonyitsuk be a 4.44. tétel allitasait.
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. | 1 i j k
1 1 i j k
i i -1 k —j
j j —k -1 i

k| k j -1 =1

4.3. abra. A kvaterniok szorzasi tablazata.

4.5-2. Szamitsuk ki i™ értékét, ahol n € Z.
4.5-3. Hatarozzuk meg az

f(x) = 2+1)x? = (5—1)x+ (2+2i) € C[x]

polinom gyokeit.

4.5-4. Mely z komplex szamok elégitik ki a Z = z> egyenletet?

4.5-5. Igazoljuk, hogy egy m-edik és egy n-edik egységgyok szorzata mn-edik egy-
séggyok.

4.6. Algebrai és transzcendens szamok, kvaterniék
Vizsgaljuk meg a raciondlis egyiitthatos polinomok gyodkeit.

4.51. definicié. Eqgy Q[x]-beli polinom gyokét (Q feletti) algebrai szamnak nevez-

Az algebrai szamok halmaza a komplex miiveletekkel testet alkot. Algebrai szam
példaul a V2 és az i.

4.52. definicié. A Q felett nem algebrai komplex szimokat transzcendens szd-
moknak nevezzik.

Ezek kozé tartozik két fontos szam, az e és a 7. Q és az algebrai szdmok teste
kozé végtelen sok kozbiilss test konstrualhato.

A komplex szamok konstrukcioja azt a kérdést veti fel, hogy lehet-e C-t tovabb
béviteni, vagyis léteznek-e R-nek mas bgvitései, amelyeket ugyancsak R feletti véges
dimenzio6s vektortérként lehet felfogni. Erre a kérdésre a valasz tagado. De ha lemon-
ilyen struktura létezik, a kvaterniok négydimenzios ferdeteste. Ha béziselemként
az 1,1,j, k szimbolumokat valasztjuk, akkor K minden eleme & = a + bi+ ¢j + dk
(a,b,c,d € R) alakban irhat6. K-beli elemek 6sszeadasa koordinatanként, mig szor-
zasa a 4.3. abran lathato szorzotabla szerint a disztributivitas felhasznéalasaval tor-
ténik. A kvaterniokat a térbeli mozgassal valo kapcsolata miatt robotok vezérlésénél
hasznaljak.
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Megjegyzések a fejezethez

PEANO 6t axioméaja egyértelmiien meghatarozza a természetes szamokat, de ezek
koziil barmelyiket elhagyva méar nem teljesiil az egyértelmiiség. PEANO az egyes
esetekre az aldbbi példakat adta:

(1) Legyen N a pozitiv egész szamok halmaza. Ekkor a 2,3,4,5 axiomak telje-
siilnek, de az els§ nem.

(2) Legyen N = {0,1,2}, 0’ =1, és 1’ = 2, de nem értelmezziik a 2’ jelolést.
Ekkor az 1,3,4,5 axiémék teljesiilnek, de a masodik nem.

(3) Legyen N = {0,1,2,...,23}, és a rakovetkezést definidljuk az o6rak mula-
sanak megfelelGen, vagyis 0’ = 1,1’ = 2,...,23’ = 0. Ekkor az 1,2,4,5 axiomak
teljesiilnek, de a harmadik nem.

(4) Legyen N ={0,1}, és 0’ =1,1" = 1. Ekkor az 1,2,3,5 axiémék teljesiilnek,
de a negyedik nem.

(5) Legyen N a nemnegativ racionalis szamok halmaza, és minden elem rako-
vetkezGje legyen a néla 1-gyel nagyobb racionalis szam. Ekkor az 1,2,3,4 axiomék
teljesiilnek, de az 6t6dik nem.

Ezek a példék azt is mutatjak, hogy az 6t axioma fiiggetlen, hiszen sem az
axiomak, sem azok tagadasa nem vezet ellentmondasra.

A val6s szamok axiomatikus felépitéséhez a test és rendezési axiomakon kiviil a
teljességi axioméara (DEDEKIND-axioma vagy szétvéilasztasi axidma) van még sziik-
ség: legyen A és B valds szamok két nemiires részhalmaza. Ha minden a € A és
minden b € B elemre a < b, akkor létezik olyan ¢ valés szam, amelyre

Va € A és Vb € B esetén a < ¢ < b teljesiil.

A valos szamok rendezett teste az alabbi intervallum-skatulyazasi tulajdonsaggal
is rendelkezik (WEIERSTRASS): ha an,b, (n=1,2,...) valos szamsorozatok, a,, <
bn, an < Ani1, €8 by > by (n=1,2,...), akkor

ﬂ [anabn] # 2.
n=1

A matematikai logikdban a kiilénb6z§ axiémarendszereket azok ,konzisztencia-
ergssége”’ segitségével tanulmanyozzak. Egy axiémarendszernek akkor nagyobb a
konzisztenciaeréssége egy masikénal, ha a konzisztenciajabol a masik konziszten-
cidja kovetkezik, specidlisan, ha benne a mésikat modellezni lehet. Az egyik leggyen-
gébb rendszer a PEANO axiomaéi altal formalizalt aritmetika (elsérendd aritmetika).
Az analizishez viszont ennél erésebbre (méasodrendd aritmetikara) van sziikség. Még
erGsebb rendszerek keletkeznek, ha magat a halmazelméletet axiomatizaljuk, ahogy
tettiikk ezt a 2.4. fejezetben. Bizonyos matematikai eredmények bizonyitasahoz az
analizisnél tobbet, de az egész ZERMELO-FRAENKEL-féle halmazelméletnél még min-
dig kevesebbet hasznalunk fel.

A transzcendens szdmok létezését CANTOR és LIOUVILLE mutatta meg. A 7
transzcendens mivolta sokaig foglalkoztatta a matematikusokat, mert a gérogok ki-
zarolag korzével és vonalzoval vett szerkesztési feladatat szerették volna megoldani:
szerkessziink olyan négyzetet, amelynek a teriilete egy adott kor teriiletével egyenls.
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Mivel a kor négyszogesitése egy 7 hossztusagu szakasz szerkesztésével ekvivalens, a 7
transzcendencidja egyben a szerkesztési feladat megoldhatatlansiagat bizonyitja.

HiLBERT 1900-as périzsi el6adasan vetette fel azt a kérdést, hogy egy hatvanyrol,
ahol az alap 0-t6l és 1-t61 kiilonb6z6 algebrai szam, a kitevs pedig irracionélis algebrai
szam, allithato-e, hogy mindig transzcendens. HILBERT a problémaét igen nehéznek
gondolta, de GELFOND és SCHNEIDER 1934-ben megoldottédk. Késébb a megoldasi
modszert még élesiteni is sikeriilt (BAKER, 1966.).

Ajéanlott irodalom: DRINGO és KATAT [6], LANG [24], valamint SZENDREI [39].



5. Halmazok szamossaga

Ezidaig csak intuitiv fogalmunk volt arrél, hogy mit is jelent a véges és a végtelen.
Héany eleme is van egy adott halmaznak? — kérdezhetjiik. A pontos valasz csak az
»elemek szdma”, a ,,halmaz szdmossaga” fogalmak egzakt definicioja utjan lehetséges.
A fejezetben erre a kérdésre keressiik a valaszt. A halmazok szdmossaga elméletének
alapjait CANTOR fektette le.

5.1. Szamossag

5.1. definicié. Legyen A és B két halmaz. Ha létezik kézottik egy A — B bijekcid,
akkor A-t és B-t azonos szamossdgunak mondjuk és ezt a tényt A ~ B-vel jeléljik.

Gyakran ugy is mondjuk, hogy ,,A ekvivalens B-vel.” Ebben az értelemben példaul
a{2,3,5,7} és {a, b, c, d} halmazok ekvivalensek, csakugy mint az {1,3,5,7,9,11,...}
és az {1,6,12,18,24, ...} halmazok.

A halmazok azonos szamossiga alapjan a halmazok szamossagarol még semmit
nem mondtunk. De ha jobban megfigyeljiik, az azonos szamossig ~ relacidja ref-
lexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacio, amit bijektiv leképezések tulajdonsagainak
felhasznalasaval konnyen be is lathatunk.

5.2. definicié. A H halmazrendszerben a H/~ hanyadoshalmaz eqy elemét szdmos-
sagnak nevezzik.

Egy halmazrendszer minden A halmazdhoz szamossagot (idegen széval kardindlis
szamot) lehet hozzéarendelni, H/~ azon osztalyat, amelyben A benne van, vagyis
acard : H — H/~, A — card(A)= [A] fiiggvényt definialjuk. Jelolésben card(A)
helyett gyakran |A|-t vagy jA-t frunk.

5.2. Véges, végtelen halmazok

5.3. definicié. Egy A halmazt végtelennek neveziink, ha létezik eqy valodi B C A
részhalmaza, amelyre A ~ B. Ellenkezd esetben A-t végesnek mondjuk.
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A definici6 szerint N végtelen halmaz, mig @,{@},{@,{o}},{2,{o},{2,{2}}}, stb.
véges halmazok. Figyeljiik meg, hogy az azonos szamossag fogalma altal a véges és
végtelen halmazok definicidéja nem tamaszkodik a természetes szamok halmazara.
S6t, a o,{o},{2,{o}},{9,{2},{2,{a}}], stb. altal reprezentalt szamossagok tették
lehetévé a természetes szamok halmazanak halmazelméleti megalapozasat (4.1. fe-
jezet). Véges halmazok esetén azonban a szadmossigot a természetes szamokkal a
legkonnyebb jellemezni.

5.4. definicié. Legyen n € Nt A pedig eqgy tetszéleges halmaz. Azt mondjuk, hogy
az A halmaz n-elemd (vagy elemeinek szima n), ha létezik {1,...,n} — A bijekcid.

Valamely halmazrendszer szamossidgainak halmazan értelmezni lehet az Osszea-
dast, a szorzast és a hatvanyozast. Ennek soran az 6sszeadast halmazok egyesitésével,
a szorzast a DESCARTES-féle szorzattal és a hatvanyozast az Gsszes leképezés halma-
zaval lehet definialni:

card(A) + card(B) ?:e>f card(AUB), haANB =g,
card(A) - card(B) ?:e>f card(A x B),
card(A)card(B) ?%f card(AB), ahol AB={f|f:B — Al
Ervényesek tovabba a kommutativitas, asszociativitas és a disztributivitas torvényei,
valamint a hatvanyokra vonatkozé szokasos torvények.

Valamely halmazrendszer szdmossidgainak halmazaban rendezési relaciot lehet
definialni.

5.5. definici6. card(A) < card(B) & 3C (CCBAA~C).

A rovidség kedvéért gyakran csak A < B-t irunk, és azt mondjuk, hogy B majordlja
A-t. Ha A < B, de A # B, akkor A < B-t irunk, és azt mondjuk, hogy B szigorian
majordlja A-t.

Vil4dgos, hogy minden halmazra A < A (reflexivitas), és az is, hogy ha A < B
és B < C, akkor A < C (tranzitivitas). Nem vilagos azonban, hogy ha A < B és
B < A, akkor ebbdl kivetkezik-e, hogy A ~ B. Az sem vilagos, hogy barmely két
halmaz szamossaga Osszehasonlithaté-e, azaz barmely A,B halmazokra A < B és
B < A koziil valamelyik fennall (< gyengén trichotom). Az alabbi tételek (melyeket
bizonyitas nélkiil kozliink) valaszt adnak ezekre a kérdésekre.

5.6. tétel (Schroder—Bernstein). Ha A < B és B < A, akkor A ~ B. O
5.7. tétel. A < reldcio gyengén trichotom. O

Megmutathato, hogy a < relaci6 jolrendezés.

5.3. Megszamlalhaté és nem megszamlalhaté
halmazok

A legkisebb végtelen halmazt a természetes szamok alkotjak. N szdmossagét No-lal
jeloljiik (ejtsd: alef null vagy alef zéro!). Eszerint X a legkisebb végtelen szamossig.

X a héber abécé elsé betije.
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5.8. definicio. Valamely A halmazt megszamldlhatonak nevezink, ha card(A) <
No, megszdamldlhatoan végtelennek, ha card(A) = Xo, és nem megszdmldlha-
tonak mondjuk, ha card(A) = No.

Ha A végtelen és B megszamlalhaté halmaz, akkor
card(A) = Ng és card(B) < Xg = card(A UB) ~ card(A).

Ennek megfelelGen megszamlalhat6 halmaz barmely részhalmaza is megszamlalhato.
Egy végtelen halmaz pontosan akkor megszamlélhatd szamossagu, ha elemei soro-
zatba rendezhet&ek.

5.9. tétel. Az N x N halmaz megszimldlhatéan végtelen.

Bizonyitas. Soroljuk fel a természetes szamparokat az alabbi tablazat szerint:

(0 (0
(1 (1
(2 (2
(3 (3

A tablazat elemei egyetlen sorozatba rendezhet&ek:
(0,0),(0,1),(1,0),(2,0),(1,1),(0,2),(0,3),(1,2),(2,1),(3,0),...

N x N elemeib6l all6 halmaz tehat megszamlalhatéan végtelen. O

5.10. tétel. Q megszdmldlhatdan végtelen.

Bizonyitas. Az 5.9. tétel bizonyitashoz hasonléan jarunk el. Ha az alabbi tabla-
zat elemeit az iménti ,atlos eljardssal” sorba rendezziik, egy sziirjektiv f : N — Q
leképezést kapunk.

1 1 2 2
O 7 77 73
1 71 2 72
2 2 2 2
1 71 2 72
3 3 3 3

Ha minden olyan tortet ,,atugrunk”, amely més elGallitasban kordbban mar szerepelt,
akkor a leképezés bijektiv lesz. O

5.11. tétel. Megszamldlhatoan végtelen halmazok megszdimldlhatoan végtelen csaldd-
janak egyesitése megszamldalhatéan végtelen.
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Bizonyitas. Legyen I megszamlalhatoan végtelen, és A; megszamlalhatoan végtelen
minden i € I-re. I ~ N ismeretében készitsiik el az alabbi halmazokat:

Bo = Ao

Bi = A\ (Uj<iBj) i=1,23,...

Ekkor BiNB; =@ (i #j) és UA; = UB;. Mivel minden i € I-re By C A4, ezért a By
halmazok is megszamlalhato szamossaguak, igy elemeik sorozatba rendezhetGek:

Bo = {boo,bor,bo2, .}
Bi = {bio,b11,b12,..}

By = {bzo,b21,b22, .}

Ezekbdl a sorozatokbol az ,,atlos eljarassal” ajat készitve bijektiv modon képeztiik
le UA; (i € I) elemeit N-be. O

5.12. kovetkezmény. Z,N™ (n € N*) UX_ N™ megszimldlhatoan végtelen halma-
zok.

Vajon minden végtelen halmaz megszamlalhat6?

5.13. tétel (Cantor). Bdrmely A halmazra A < p(A).

Bizonyitas. Az a — {a} kolcsonosen egyértelmi leképezése A-nak p(A)-ba, ezért
A =< p(A). A tovabbiakban indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik egy f bijektiv
leképezés A-bol p(A)-ba. Legyen B = {a € A | a € f(a)}. Ha valamely b € B-re
f(b) = B, akkor a B halmaz definicija szerint b € B nem lehetséges. De b ¢ B sem
lehetséges, mert f(b) = B miatt b € B kovetkezne. Ez ellentmond f bijektivitasanak.
O

Az iménti bizonyitas alapeszméje, hogy ha adott végtelen 0—1 sorozatok egy
(fn,n € N) végtelen sorozata, akkor a g(n) = 1 — f(n) sorozat az iménti felsoro-
lasban nem szerepel. Ezt a konstrukciot CANTOR-féle datlos eljarasnak nevezziik.

Az 5.13. tétel kovetkezménye, hogy N-bdl kénnyen lehet nagyobb szamossagu
végtelen halmazt konstruélni, mas széval a végtelen halmazok szdmossaga nem azo-
nos.

5.14. tétel. R nem megszamldalhato.

Bizonyitas. Legyen ] ={x| 0 <x < 1, x € R}. Mivel az f: ] — R,

fliggvény bijektiv, ezért elegends ] nem megszamlalhatosagat bizonyitani. Indirekt
modon tegyiik fel, hogy létezik egy N — | bijekcid. A 4.37. tételnél emlitettiik,
hogy eltekintve azoktol a tizedes tortektsl, amelyek kifejtésében valahonnan kezdve
csupa 9-es all, a tobbi tizedestort kolesonosen egyértelmiien megfeleltethets a valds
szamoknak. Ennek megfelelGen soroljuk fel ] Osszes elemét, és irjuk fel ezeket az
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elemeket tizedes tort alakban:

jo = 0.200201202203 - .-
i1 = 0.z10z11212213 . ..
j2 = 0.220221222223 ...

Ekkor a 0.202123 . .. szam biztosan nem szerepel az iménti felsorolashan, amennyiben
Zi # ziq és 2y # 9. Ez ellentmond ] felsorolhatosaganak. O

5.15. definici6. Valamely A halmazt kontinuum-szdmossdgunak nevezink, ha
ekvivalens R-rel.

Kontinuum-szamossagi halmazok természetesen végtelenek. Az alabbi tételt bizo-
nyitas nélkiil kozoljik.

5.16. tétel. p(N),R™ (n € NT) (és igy a komplex szimok C halmaza és a kvaternick
is) kontinuum-szdmossdgiak.

A tételnek megfelelGen egy egyenes pontjainak halmaza és a haromdimenzios eukli-
deszi tér pontjainak halmaza azonos szdmossagu.>

A fejezetben megmutattuk, hogy N < R. CANTOR vetette fel azt a kérdést, hogy
van-e valami a kettd kozott, azaz létezik-e olyan A halmaz, amelyre N < A < R. Az
az allitas, hogy ilyen halmaz nincs a kontinuumsejtés vagy kontinuumhipotézis.
Altalanosabban, mivel barmely A halmazra A < p(A), megkérdezhetjiik, hogy van-e
olyan B végtelen halmaz és A halmaz, hogy B < A < ¢(B). Az az allitas, hogy ilyen
halmazok nincsenek, az dltaldnositott kontinuumsejtés. 1963-ban COHEN bebi-
zonyitotta, hogy a valasz attol fiigg, milyen halmazelméletet valasztunk. A standard
valtozat, a ZERMELO-FRAENKEL—choice halmazelmélet (ZFC) ellentmondésmen-
tességet feltételezve (ezt reméljiik) a kontinuumhipotézist sem benne megcafolni,
sem bebizonyitani nem lehet.

A fejezet végén azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy milyen bizonyitasi modsze-
rek és konstrukciok lehetségesek a kiilonféle végtelen halmazokon. A 4. fejezetben
lattuk, hogy a természetes szamokon a teljes indukcié és a rekurziotétel nyujt kivalo
lehetGségeket. De mi a helyzet méas (végtelen) szamhalmazokon? Az alabbi, bizonyi-
tas nélkil kozolt tételek valaszt adnak erre a kérdésre. Az altalanositas alapjat a
jolrendezett halmazok képezik.

Legyen (W; <) egy jolrendezés. Adott t € W-re vezessiik be az alabbi jelolést:

segt={x e W|x <t}

A segt halmaz tehat egy jolrendezett halmaz t-nél kisebb elemeit tartalmazza (sze-
let).

2 Néha magat CANTOR-t is kétségek gyGtorték. Amikor harom évi ellenkezd irdnyt probalkozas
utan bebizonyitotta, hogy az n-dimenziés térnek pontosan ugyanannyi pontja van, mint az egydi-
menziosnak, ezt irta: ,Latom, de nem hiszem el.” REYMOND egyenesen ugy fogalmazott: ,A jozan
ész szaméara visszataszit6.” Am a CANTOR-i gondolat segitségével a matematikai analizis szdmos
problémajat sikeriilt a ,helyére tenni,” olyannyira, hogy koranak vezet6 matematikusa, HILBERT
1926-ban ezt irta: ,,Senki sem (izhet ki minket a CANTOR altal teremtett paradicsombol.”
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5.17. tétel (transzfinit indukcio). Legyen (W;<) egy jolrendezés. Tegyiik fel, hogy
a B C W halmaz minden t € W elemére

segt CB=1te€B.
FEkkor B = W.

A modszer a teljes indukcio (4.1. fejezet) dltalanositasa. Felhasznalhatosagat a jol-
rendezési tétel biztositja. A tételt altalaban arra hasznaljuk, hogy megmutassuk, egy
W jolrendezett halmaz minden elemére teljesiil valamilyen tulajdonsig. Elszor azon
elemeket gytjtjiik ossze egy B halmazba, amelyekre teljesiil a tulajdonsag, majd az
indukcids lépésben megmutatjuk, hogy ha minden x < t elemnek megvan az adott
tulajdonsaga, akkor t-nek is megvan. A teljes indukciéval ellentétben tehat itt nincs
kiilon alapeset.

Emlékezziink vissza a 4.4. rekurziétételre, miszerint egy sorozatot megadhatunk
ugy, hogy megadjuk a 0 helyen felvett értékét, és megadunk egy képzési szabdalyt,
amely alapjan a sorozat n helyen felvett értékébdl kiszamitjuk az n+41 helyen felvett
értékét. De mi van akkor, ha a sorozat egy tagja nemcsak az 6t kozvetlen megel5z6t61
fiigg? Ilyenkor a rekurziotétel nem hasznéalhato. A rekurziotétel alabbi altalanosabb
valtozata lehetGvé teszi, hogy egy sorozat egy tagjat az dsszes el6z6 tag fliggvénye-
ként adhassuk meg. A tételt altalaban N-re alkalmazzuk, de tetsz6leges jolrendezett
halmazra érvényes, innen ered a neve. A tételt bizonyitas nélkiil kozoljiik.

5.18. tétel (transzfinit rekurziotétel). Legyen (W;<) egy jolrendezés, és A egy tet-
széleges nem tires halmaz. Tegyiik fel, hogy minden x € (W) halmazhoz egyértel-
mien létezik olyan y € p(A) halmaz, amelyre a y(x,y) kijelentésformula 1GAZ. Ek-
kor egyértelmiien létezik olyan f: p(W) — p(A) figguény, amikor minden t € W-re
Y (flseg v, f(t)) 1GAZ.

A tétel jelentGsége a szamitastudomanyban ott van, hogy segitségével olyan f re-
kurziv fliggvények, eljarasok adhatok, amelyeknél minden f(t) fliggvényérték a mar
korabban kiszamolt f(x),x < t értékek fliggvénye. Méasszoval a rekurzidtétel és a
transzfinit rekurziotétel kovetkezményeként hasznalhatunk rekurziv eljarasokat és
fliggvényeket a szamitogépek programozasanal. A kiovetkezs fejezetben példat is 1a-
tunk a tétel alkalmazasara.

Gyakorlatok
5.3-1. Adjunk bijektiv leképezést
(a) két kiilonbozo hosszusagu szakasz pontjai kozott,
(b) a [0, 1] intervallum és az egységnyi oldalt négyzet pontjai kozott.
5.3-2. Tekintsiik az f: N x N — N,
k(k+1)

f(m,n) = — +m

fliggvényt, ahol k = m + n. Bizonyitsuk be, hogy f bijektiv. Ezzel az 5.9. tétel egy
alternativ bizonyitasat adtuk.

5.3-3. Bizonyitsuk be, hogy az algebrai szdmok halmazanak szdmossiga megszam-
lalhatdan végtelen. Ennek felhasznalasaval lassuk be azt is, hogy léteznek transz-
cendens szamok, rdadasul a szdmossaguk nagyobb az algebrai szdmok halmazinak
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szamossaganal.

5.3-4. A 4. fejezetben lattuk, hogy (Q; <) és (R; <) nem jolrendezettek, mert (Z; <)
sem az. Adjunk meg Q-ra egy jolrendezést. A modszer R esetében miért nem miiko-
dik? Megjegyezziik, hogy R-re nem ismeretes jolrendezés, holott a jolrendezési tétel
értelmében minden halmaz jolrendezhetd.

Megjegyzések a fejezethez
A szamossagokkal kapcsolatos legalapvetSbb ismeretek megtalalhatok DRINGO és

KATAI [6], valamint SZENDREI [39] konyvében. Axiomatikus targyalast olvashatunk
tovabba HAINAL és HAMBURGER [16] munkajaban.



6. Kombinatorika

A kombinatorika véges halmazok elemeinek elrendezéseivel, az elrendezések kiilon-
b6z lehetdségeinek megszamlalasaval foglalkozik. Ilyenek példdul emberek {ilés-
rendje egy teremben, figurdk elrendezése a sakktablan, betiik elrendezése egy szdban,
nyerési lehetGségek egy szerencsejatékban, stb. Szamos kérdés ered a valdszintség-
szamitasbol és a szorakoztaté matematikabol. A kombinatorikianak szoros kapcsolata
van a szamelmélettel, csoportelmélettel, geometriaval és a grafelmélettel is. A feje-
zet els6 részében megkiséreljiik a problémékat alapmintakra visszavezetni, és altala-
nos modszereket kifejleszteni. A fejezet masodik részében kombinatorikai problémék
megoldasa soran jol hasznalhato tételeket bizonyitunk, a binomidlis- és polinomialis
tételt, a skatulya-elvet és a logikai szita formulat. A fejezet végén specialis szamokkal
és kombinatorikai Osszefiiggésekkel foglalkozunk.

6.1. Permutacid, variacidé, kombinacié

6.1. definicid. Legyen A eqy tetszdleges n elemid halmaz. Az n elem valamely sor-

Keressiik az A halmaz 6sszes kiilonb6z6 permutaciéinak szaméat. Jeldljiik ezt a sza-
mot P, -el. A problémat mashogy megfogalmazva, ha S;, ={¢@ | ¢ : A — A, bijektiv},
akkor Py, = |Sy| keresett. Lathatjuk, hogy S,, az A halmazon értelmezett permutaci-
ofiiggvények szama. Bevezetjiik az n! (olvasd ,,n faktorialis”) jelolést az elsé n pozitiv
természetes szam szorzatara, tehat n! =1-2....-n. Megallapodunk abban, hogy
ol =1.

6.2. tétel. P, =nl.

Bizonyitas. Teljes indukciéval bizonyitunk. n = 1 esetén P; = 1 = 1!, tehat az
allitas igaz. Legyen n > 1 és tegyiik fel, hogy n — 1-ig igaz az allitas. Létesitsiink
relaciot az n elemd permutéiciok halmazan. Legyen két permutacié relacioban, ha
az elrendezésben az els6 elemiik megegyezik. Ez a relacié ekvivalenciarelacio, tehat
osztalyoz. Az osztalyok szama n, hiszen ennyi kiilénb6z6 elem allhat az els helyen.
Egy-egy osztalyba P, elem keriil, igy az Gsszes permutéacié szama P, =n - P,_1.
Az indukcios feltevés szerint P, =n-(n—1)! =nl. O
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n | 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n! | 1T 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800
6.1. abra. A faktorialis fiiggvény els6 néhany értéke.
6.1. példa. 10 ember 10 széken val6 kiilonb6z§ iilésrendjeinek a szama Pio = 10! =
3 628 800.
6.2. példa. A 3 elemi halmazon értelmezett permutaciofiiggvények szama 3! = 6, a

konkrét fiiggvényeket a 2.14. példa mutatja.

A 6.1. dbra a faktorialis fliggvény értékeit mutatja az elsé néhany helyen. Hasznos
megjegyezniink az elsG hat faktorialis értékét, valamint azt a tényt, hogy n! jegyeinek
a szama meghaladja n-et, ha n > 25. Nagy n értékekre n! kiszamitasa miiveletigé-
nyes (n — 1 szorzas), ilyenkor a STIRLING-formula ad jol hasznalhato becslést:

n! z%(%)n

Permutaciokkal kapcsolatban idénként felmeriil a ciklikus permutdlds fo-
galma. Egy adott permutaciéban 1évs elemeket ciklikusan permutalunk, ha minden
elem helyére a rakovetkezst, az utolsé elem helyére pedig az elsét irjuk. Hasonléan
lehet a ,,masik iranyba” ciklikusan permutalni. Nyilvanval6, hogy egy n elemi per-
mutaciot n-szer egymas utan ciklikusan permutalva visszakapjuk a kiindulasul vett
permutaciot.

A permutéaciok egy altalanosabb elrendezési probléma specialis esetét képezik.
Ahelyett, hogy n szamu elembdl n elemi sorozatokat képeznénk, tekinthetiink k
szamu elembdl allo sorozatokat, ahol k < n.

6.3. definicié. Fgy n elemid halmaz elemeibdl képezhetd k tagi (k < n), kilonbozd

mutécidk kozott relaciot az alabbi modon: két permutacié akkor legyen relacioban,
ha az els6 k elemiik megegyezik. Konnyt belatni, hogy ekvivalenciarelaciét kapunk.
Az 6sszes permutaciot megkapjuk, ha megnézziik, hogy egy osztalyban hany elem
talalhato, és hany osztaly van. Az egy osztélyba keriils elemek szama Py, vagyis
annyi, ahanyféleképpen a tobbi n—k elem felsorolhato. Kiilonb6zs osztalyokba pedig
akkor keriil két permutécio, ha az elsé k helyen valahol van koztiik eltérés. Igy tehat
annyi osztaly van, ahanyféleképpen n elembdl k tagu sorozatot képezhetiink, vagyis
VK. Ezek szerint P,, = VK - P,, 1, amibdl a tétel dllitdasa kovetkezik. 0
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6.3. példa. Arra, hogy 6 ember 10 széken foglaljon helyet, V& = 10!/4! = 151 200
lehetdség van (feltéve, hogy minden ember més-mas széken {il).

A legtobb kartyajatékban nincs jelentGsége annak, hogy a kartyakat a leosztasnal
milyen sorrendben kapjuk meg, mivel a nalunk lévs lapok tetszés szerint atrendez-
hetsk. Itt tehat az adott n elemii halmaz részhalmazai érdekelnek benniinket.

6.5. definicié. Egy n elemd halmaz k elemid részhalmazait a halmaz k-ad osztdlyi
(ismétlés nélkili) kombindcidinak nevezzik.

A kombinaciok szamat jeloljiik Ck-val. Vezessiik be az

ny n!
(k) T kl(n—k)!

jelolést (olvasd ,n alatta k7). Mivel 0! = 1, ezért () =1 és (1) =1, valamint, ha
n < k, akkor legyen (1) =0.

6.6. tétel. Ha n > k, akkor

Ckzv_h:L: n .
" Pr  kl(n—k)! k

Bizonyitas. n elem k-ad osztalyt varidcidinak szama VK. Ezeket a varidciokat tgy
is elGallithatjuk, hogy képezziik az n elemid halmaz k elemi részhalmazait, majd
a kapott k elemet az Gsszes lehetséges modon sorba rakjuk. Ez a sorbarakas Py-
féleképpen torténhet. Ily modon minden variaciot pontosan egyszer kapunk meg,
ezért VK = CKPy, amibél a tétel allitasa kivetkezik. a

6.4. példa. Ahhoz, hogy az 6t6s lotton biztos telitaldlatunk legyen, (950) = 43 949 268
darab szelvényt kell kitolteniink (természetesen kiilonboz6képpen).

Most azt az esetet vizsgaljuk, hogy egy n darab kartyat tartalmazé csomagbol
sorban k darabot hizunk, az eredményeket mindig feljegyezziik, és minden huzas
utan a kihtzottat visszatessziik a csomagba. Igy ugyanis fennall annak a lehetGsége,
hogy egy kartyat tobbszor is kihtzunk.

6.7. definicié. Egy n elemi halmaz elemeibdl készithetd olyan k tagi sorozatokat,
ahol eqy elem tdbbszor is eldfordulhat, a halmaz k-ad osztdlyi ismétléses varidci-
ojanak nevezzik.

Jeldlje az ilyen sorozatok szamat Vot
6.8. tétel. Vi =nk.

Bizonyitas. A bizonyitast rogzitett n-re k szerinti indukcioval végezziik. Legyen
k = 1. Ekkor V' = n, tehat az allitas igaz. Legyen k > 1, és tegyiik fel, hogy
k—1-ig igaz az allitas. k-ad osztalyu ismétléses varidciokat ugy is képezhetiink, hogy
sorban vessziik a k — 1 osztalynakat, és a k-adik helyre elhelyeziink még egy elemet.
Ezt n-féleképpen tehetjiik meg, igy V! = V=Tt . n =nk-T.n =nk 0
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6.5. példa. Egy totoszelvényt (13 helyre 1,X vagy 2 keriilhet) 3'% = 1 594 323-féleképpen
lehet kitolteni.

6.6. példa. Mennyi egy n elemt A halmaz Gsszes részhalmazai szama?

Megoldas: Mivel minden elem A valamely részhalmazahoz val6 tartozasa a karakterisz-
tikus fiiggvénnyel egyértelmiien jellemezhetd, igy az Osszes részhalmazok szama megegyezik
az n-tagi 0, 1 jegyekbol 4llo kiilonb6z6 sorozatok szamaval, ami V3 = 2™,

6.7. példa. Tegyiik fel, hogy egy érvényes szamitogépes azonosito hét karakterbdl all, az
els6 karakter az {A, B, C,D, E, F, G} bettik valamelyike, a tobbi hat karakter pedig a 26 betts
angol abécé vagy a 10 szamjegy koziil valo. A kis és nagybetiket kiilonb6zonek tekintjiik.

Megoldas: Az els6 betiit (?)-féleképpen valaszthatjuk, a tobbit pedig 62°-féleképpen
(62 =226+ 10). Ez mindésszesen 397 601 649 088 lehetGség.

6.9. definici6. Egy n-elemd halmazbol k elem oly mdédon térténd kivdlasztdsdt, hogy
eqy elem tébbszor is kivdlaszthatd, a sorrendre viszont nem vagyunk tekintettel, a

Az ismétléses kombinaciok szamat CXt-vel jeldljiik.

6.10. tétel. CKP =Ck | .

Bizonyitas. Valamely n-elemi halmaz k-ad osztalya ismétléses kombinécioja ugy is
megadhatd, hogy a k elemet tetszéleges sorrendben felsoroljuk, példaul névekvGen,
vagyis az ismétléses kombinécidk szama az n elembdl képezhets k-elemti monoton
novekvs sorozatok szamaval egyezik meg. Hasonlé gondolattal valamely n elemi
halmaz k-ad osztdlyd ismétlés nélkiili kombinaci6i szama az n elembdl képezhets
k elemi szigortian monoton sorozatok szamaval egyezik meg. Ennek megfelelGen
definialjunk két halmazt:

A = {(a1va2v'-'vak)|aj€N)]SG-]SaZS---SakSn}y

B = {(by,bz,...,b01) b5 eEN, T<bi<br<...<bx<n+k—1}L
Mivel |A| = Ck1' és [B] = C}iH{q, a tétel bizonyitasahoz elegends egy bijekciot
létesiteni a két halmaz kozott. Mas megfogalmazasban bijekciot keresiink egy fq :
[1,k] — [1,11] monoton novekeds és egy 2 : [1,k] — [1,n+k— 1] szigortian monoton

novekeds fliggveny kozott. A h(j) = f1(5) +j — 1 Osszefiiggéssel definialt fliggvény
pontosan megfelel a kdvetelményeknek. O

6.8. példa. 5 darab szabalyos dobokockaval C2't = (150) = 252 kiil6nb6z6 dobas lehetséges.

6.11. definicié. Ha egy n szami elembdl dllo sorozatban az elemek kézétt k szamai

eqymdstdl kilonbozd van (k < n), ezek rendre nq,ny, ..., Nk gyakorisiggal fordulnak
eld, ésm =ni+na+. . .4ny, akkor n-elemid permutdciorol beszélink ny,ny, ..., Ny

szdmi tsmétléssel.
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Jelolje ezen permutaciok szamat P12 oMk,

6.12. tétel.
pTH Y12, Mk n!
n

ool

Bizonyitas. A bizonyitast k szerinti indukcioval végezziik. k = 1 esetén Py = 1 =
n!/nl. Legyen k > 1 és tegylik fel, hogy k — 1 szamu kiilonb6z6 elem esetén igaz
az allitas. Legyen ezek utdn k kiillonbozs elem nq,ny, ..., ny el6fordulasi gyakorisa-
gokkal adott. Az ismétléses permutéciok kozott készitsiink relaciot: két permutécio
akkor legyen relacioban, ha elhagyva belSlik az ny-szor eléfordulé elemet, azonos
permutaciohoz jutunk. Konnyt belatni, hogy ez a relacié ekvivalenciarelacio, az osz-
talyok szama Py 2™ 1 Most szédmoljuk dssze az osztalyok elemszamat. A k—1
kiilénb6z6 elembdl all6 permutaciobol annyiféleképpen tudunk k elemiit késziteni,
ahanyféleképpen az n —ny + 1 lehetséges hely koziil (s darab sorbarakott targy ko-
z0tt s — 1 darab helyre, valamint az elsé elé és az utolé moge lehet rakni) ny darab
kivalaszthato, megengedve egy hely tobbszori kivalasztésat is. Egy osztélyban tehét
Chin. 11 = Ch elem lesz. Ezért az ismétléses permutaciok szama

(m—my)! nl nl

PRm2,. Mk :p“l»---,“k—lcﬂk — —
n nno!-ompec ! nd(n—ng)! ngna!-ony!

n—my n

d

6.9. példa. Két piros, négy fehér, egy zold, valamint egy sarga golyot 8!/(2!4!11!1!) = 840-
féleképpen lehet sorbarakni.

Jegyezziik meg, hogy az ismétléses permutacié fogalma kiilonbozik az ismétléses
variacié és kombinacié fogalmatol. Az ismétléses permutacio esetében rogzitjiik, hogy
melyik tipust elembdl hanyat valaszthatunk, mig az utébbiaknal barmelyik elemet
akarhanyszor felhasznalhatjuk.

A fejezetben latott alapesetek a gyakorlatban nem 6nélloan, hanem vegyesen
fordulnak elé.

6.10. példa. Egy trafikban kaphato k fajta képeslap koziil (%)" -feleképpen kiildhetiink n
baratunknak 2-2 kiilénb6z6t.

6.11. példa. 5 lapot htuzunk egy 52 lapos francia kartyacsomagbol. Az 6sszes lehetség
koziil hany esetben lesz a lapok kozott

a) legalabb egy asz;

b) pontosan egy ész;

c) legfeljebb egy asz?
Az a) esetben célszertd elGszor a ,rossz” eseteket Osszeszamlalni. A csomagban 4 4sz van,
ezért (458) esetben nincs a kihtzott lapok kozott asz. Az sszes lehetséges hizasok szama
(552), igy legalabb egy é4sz (552) — (458) esetben lesz. A b) kérdésnél az egyetlen szt négyfé-
leképpen valaszthatjuk, és barmely vélasztasnal a maradék 4 lapot (%)-féleképpen. Tehat
a valasz 4 - (1%). A c) esetben vagy egyetlen aszt hizunk vagy egyet sem, igy a korabbi

megfontolasok alapjan 4 - (4%) + (1°) esetben hizunk legfeljebb egy éaszt.
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Gyakorlatok

6.1-1. Hany csupa kiilonb6z6 jegybdl allo hatjegyid szam képezhet$? Ezen szamok
koziil hany olyan van, amelyikben pontosan 4 paratlan szamjegy szerepel?

6.1-2. Az n-elemii A halmazon hany homogén binér relacié van?

6.1-3. Hanyféleképpen iiltethet le Hofehérke egy hosszu asztal mellé a 7 torpe koziil
6tot, ha Tudor és Kuka nem iilhet egymas mellé?

6.1-4. Artur kirdly kerekasztala koriil 12 lovag iil. Mindegyikiik hadildbon &ll a
szomszédjaval (és csak veliik). Hanyféleképpen valaszthat a kiraly a hercegnd kisza-
baditasara 5 lovagot gy, hogy ne legyenek kozottiik ellenségek? Es n lovag koziil
k-t?

6.2. Binomialis és polinomialis tétel

Az alabbiakban két lényeges allitast vizsgalunk Osszegek hatvanyairol. Az allitasok
tetsz6leges egységelemes kommutativ gytriiben igazak, de mi az egyszertiség ked-
véért testben (R vagy C) mondjuk ki gket. Mindkét allitas bizonyitasakor messze-
menden kihasznaljuk az altalanos asszociativitas, kommutativitas és disztributivitas
tételét (4.13. tétel).

6.13. tétel (binomiilis tétel). Legyen x,y € R és legyen n € N*. Ekkor
= /n
(x+y)" = kZ_O (k)xky“k.

Bizonyitas. Az n tényezds (x+y)™ szorzatot kifejtve x*y™~* alaku tagokat kapunk
(0 < k < n). Egy ilyen tag ugy keletkezik, hogy az n tényez6 koziil k-bol az x-et,
n — k-bol az y-t valasztjuk. Rogzitett k-ra az x*y™ ¥ tag annyiszor fog el6allni,

ahanyszor az m tényez6bdl a k darab x-et kivalaszthatjuk, vagyis (E)—szor. k-ra
Osszegezve kapjuk a tétel allitasat. O
Az (}) alakt szamok innen kapték a binomidlis egyiitthato elnevezést.

6.14. kévetkezmény. Legyen n € NT, Ekkor, x =y = 1, illetve x = 1,y = —1
behelyettesitésével az elozd tételbe kapjuk, hogy

£(0)-

k=0

i (2) (—1)* =o.

k=0
O

Vajon mi a helyzet akkor, ha kett& helyett tobb tagi 6sszeg n-edik hatvanyat
szeretnénk kiszdmitani?
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6.15. tétel (polinomialis tétel). Legyen x1,x2,...,% € R és legyen r,n € N*. Ek-
kor

(X] —|—X2—|—...+Xr)n: § P_;],lzwuylrx?xy'”X;r.

11 +1i2+...F+ir=n

Bizonyitas. A bizonyitast r szerinti teljes indukcioval végezziik. Az r = 1 eset
nyilvanval6. Legyen v > 1 és tegyiik fel, hogy r — 1-ig igaz az allitas. Végezziik el az
X2 + ...+ %+ = u helyettesitést és tekintsiik a binomiélis tételt. Ekkor

n
(1) =l Wt = Y (G

o 11 !

1=

Az indukcids feltevést u™ 11 -re alkalmazva

n
1 12,13, ey 12,13 i
E ( >x1 E PTFi1 X' X3 X, =

11 L - .
ir+iz3+...+i,=n—1y

i1=0
— 2,13, 11 12 i
S LS

S . 1
itizt+...+iy=n

Felhasznalva, hogy

a bizonyitas kész. O

6.3. A skatulya-elv és a logikai szita-formula

Egyszert, de igen hasznos gondolatot fogalmazunk meg az alabbiakban.

6.16. tétel (skatulya-elv). Ha n + 1 darab dolgot n skatulydba kell elhelyezniink,
akkor legaldbb egy skatulydba legalabb két dolog keriil. |

Ez masrészt azt jelenti, hogy egy n-elemii halmaz n-elemd halmazra val6 leképezése
akkor és csak akkor injektiv, ha sziirjektiv.

6.12. példa. Megmutatjuk, hogy az A ={1,2,...,7,8} halmazbol barhogy is valasztunk
ki 6t6t, koziiliikk valamelyik kettének az Gsszege pontosan 9.

Konstrualjunk 4 halmazt az alabbi modon: Ay = {1,8}, A, = {2,7}, A5 = {3,6},
As = {4,5}. Az A halmazbdl kivilasztott 6t szam mindegyike benne lesz Ay, ..., Ay va-
lamelyikében. De mivel ez csak négy halmaz, valamelyik két szam ugyanabba a halmazba
fog tartozni. Marpedig a halmazokon beliili szamok 6sszege mindig 9.

6.17. tétel (Altalanos skatulya-elv). Ha n darab dolgot m darab skatulydba kell
elhelyezniink, akkor lesz olyan skatulya, ahol legaldbb [(n —1)/m| + 1 dolog keril.
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Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk. Ha a skatulyak legfeljebb |[(n — 1)/m]| elemet
tartalmaznanak, akkor osszesen legfeljebb m-[(n—1)/m| <m-(n—1)/m=n—1
elemiink lenne. O

6.13. példa. Megutatjuk, hogy 30 tetszélegesen vélasztott ember kozil mindig van 5
olyan, akik a hét ugyanazon napjan sziilettek.

A hét napjai lesznek a skatulyak, igy az iménti tételnek megfeleléen n =30 és m = 7.
Ekkor | (30—1)/7]|4+1 = 5 ember biztosan a hét ugyanazon napjan iinnepli a sziiletésnapjat.

Az alabbi médszer szamos kombinatorikai feladat megoldasanak kulcsa.

Legyen adott N objektum, amelyek koziil bizonyosak rendelkeznek az elére meg-
adott oy, 2, ..., s tulajdonsigok koziil egyesekkel. Az N objektum barmelyiké-
nek lehet t6bb tulajdonsaga is, vagy akar egy sem. Jelolje N(a, &, ..., o) azon
objektumok szamat, amelyek az o4, &, ..., axx tulajdonsdgok mindegyikével (eset-
leg tovabbiakkal is) rendelkeznek. Ha hangsulyozni akarjuk, hogy olyan objektumot
valasztunk ki, amelyik valamelyik tulajdonsidggal nem rendelkezik, akkor azt foliil-
vonassal jeloljitk. Példaul N(«g, o3, ®4) jelenti azon objektumok szaméat, amelyek
az o és oz tulajdonsagokkal rendelkeznek, az oy tulajdonsiggal azonban nem. Az

egyik tulajdonsiggal sem rendelkezs objektumok szamat igy N(o&q, X2, ..., %n) je-
16li. Vezessiik be az alabbi jelcléseket.

So = N,

S = N(o1)+ N(x2)+...4+N(on),

S; = N{ar,0)+N(o,a3) +...+N(or,on) + ...+ N(xn_1, &n),

Sz = N{oq,002,03)+ ...+ N(otn_2,xn_1, otn),

Sn = N{oq,02,...,0n).
Az Gsszegzés az «1, . .., an tulajdonsagok minden lehetséges kombinéciojara értendd

a sorrend figyelembevétele nélkiil.

6.18. tétel (logikai szita-formula). Az iménti jeldlésekkel
N(®,®2,..., %) =So—S1+S2—S3+...+(—=1)"S,.

Bizonyitas. Legyen P egy olyan objektum, amelyre az oy, ay, ..., &, tulajdon-
sagok koziil pontosan k darab teljesiil. Ekkor P k-szor fordul el§ a legalabb egy
tulajdonsaggal rendelkez objektumok szamanak felsorolaséban, (%)-szér a legalabb
két tulajdonsiggal rendelkezs objektumok szamanak felsorolésaban, (¥)-szor a leg-
alabb harom tulajdonsaggal rendelkezé objektumok szaméanak felsoroldséban, és igy
tovabb, (t)—s;or a legalabb k tulajdonsaggal rendelkezd objektumok szamanak fel-
sorolasaban. Igy, ha k > 1, akkor a 6.14. kdvetkezmény szerint a P objektum elGfor-
dulasainak szama az egyenlet jobb oldalan

)0

Ha k = 0, akkor P egy olyan objektum, amely az «1, «2, ..., &, tulajdonsagok koziil
egyikkel sem rendelkezik, igy pontosan egyszer fordul el6 az egyenlet jobb oldalan.
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Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

6.14. példa. Egy vallalatnal 67 ember dolgozik, koziiliik 47-en angolul, 35-en németiil,
20-an francidul, 23-an angolul és németiil is, 12-en angolul és francidul is, 11-en németiil és
franciaul is, végiil mindharom nyelven 5-en beszélnek, akkor hany munkatars nem beszéli a
felsorolt nyelvek egyikét sem? A szita formula szerint 67—(47+35+20)4(23+12+11)—5 = 6.

6.15. példa. Hany sziirjektiv leképezése létezik egy k-elemd X halmaznak egy n elemd Y
halmazra, ahol 1 <n < k?

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy X = {1,...,k} és Y = {1,...,n}.
Jelolje A; (1 <1 < n) azon X — Y leképezések halmazat, ahol 1 nem képelem. Ekkor
az X — Y sziirjektiv leképezések halmaza A7 U---UAn. Tetszbleges T < r < nés 1 <
11 < - < ir < moesetén Ay, N--- N Ai, pontosan azokbol a leképezésekbdl all, ahol
i1,...,1r elemek egyike sem képelem. Ezek szama (n — r)*. Ilyen r-es kivalasztasa pedig
()-féleképpen lehetséges. Igy a szita-formula alapjan

AT U---UAn| =n*+ Z(—]]T (2) (n—1)k= Z(—]]T (:) (n—m)~.
r=1 =0

Gyakorlatok

6.3-1. Bizonyitsuk be, hogy minden n € N*-hoz létezik olyan k € N*, hogy az nk
szorzat tizes szdmrendszerbeli alakja csupa 1 és 0 jegyekbdl all.

6.3-2. Egy ismerdsiinknek el akarunk kiildeni 8 kiilonb6z6 fényképet. Hanyfélekép-
pen tehetjiik meg, ha 5 kiilonboz6 boritékot akarunk felhasznalni? (Egy boritékon
beliil nem szamit a képek sorrendje, és minden boritékba keriil kép.)

6.3-3. Egy toronyhaz legfels6 emeletére 10 ember megy fel a rendelkezésre allo négy
lift valamelyikével. Hanyféleképpen torténhet ez, ha egyik lift sem {ires?

6.4. Specialis szamok és sorozatok

A transzfinit rekurziotétel szerint, ha egy rekurziv sorozat valamelyik elemére va-
gyunk kivancsiak, akkor kiszamitdsdhoz az azt megel6z6 elemeket is ismerniink kell.
A gyakorlatban valamilyen ,,explicit formulat”, in. zdrt alakot probalunk adni a so-
rozat tagjainak kiszamitasara. A generdtorfiiggvények modszerének segitségével
szamos rekurzi6 zart alakja (altalanos megoldéasa) szamithat6 ki. Ambéar a modszer
részletes targyaldsa tulmutat jegyzetiink keretein, szerencsére léteznek olyan soro-
zatok, ahol a zart alak konnyen kiszamithato. Ezek koziil bizonyos sorozatok olyan
stirtin fordulnak el6 a matematikaban, hogy kiilon nevet is adtak nekik. Ebben a
fejezetben ilyen speciélis sorozatokrol lesz szo.



78 6. Kombinatorika
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6.2. abra. A himnemti méhek csaladfajanak elsé négy szintje.

6.4.1. Fibonacci-szamok

A FiBoNAccI-szamokat az aldbbi rekurzidval definialjuk:

FO = Ov
Fr = 1,
Fo = Faog+Fa2 (n>1).

Ez a legegyszeriibb olyan rekurziés szabaly, amelyben a kovetkezs tag mindig az
el6z6 kett6tol fligg. Jegyezziik meg, hogy egy rekurziot a kezdeti értékek és a képzési
szabéaly egyitt hatarozza meg. A FIBONACCI-rekurzionél a kezdeti értékek a lehetd
legegyszertibbek: a FIBONACCI-szamok a legvaltozatosabb koriillmények kdzott buk-
kanak fel.

A |, méhek csaladfaja” jo példa arra, hogyan lehet a FIBONACCI-szamokat ter-
mészetes modon bevezetni. Vizsgaljuk meg egy himnemt méh (here) csaladfajat.
Egy herének egy sziilGje van, a kirdlyng, mivel a herék a kirdlynd megtermékenyitet-
len petéibdl kelnek ki. Minden nénemiti méhnek (dolgozo vagy kirdlynd) azonban két
sziilGje van, egy him és egy nénem (kiralyng). A 6.2. dbra a csaladfa els6 négy szint-
jét mutatja be. Egy herének tehat egy nagyapja és egy nagyanyja, egy dédapja és
két dedanyja, két iikapja és harom iikanyja van. Altalanosan, egy herének pontosan
Frni1 ,n-edrendii nagyapja’ és F,42 ,,n-edrendd nagyanyja” van, ahol a nagysziil6k
esetén n = 0, a dédsziil6knél n =1, stb.

A FiBoNAccI-szamok gyakran fordulnak el§ a természetben: egy tipikus nap-
raforgd tanyérjan példaul a szorosan egymas mellett levs kis viragok spiralisokban
rendezddnek el, amelyek altaldban 34 teljes korbél allnak az egyik, 55-bél pedig a
maésik forgési iranyban. Kisebb tanyérok esetén ez a szam 21 és 34, vagy 13 és 21.
Hasonl6 elrendezés figyelhetd meg a fenyGtobozokon is. A FIBONACCI-szamok a szé-
mitastudoméanyban is sokszor bukkannak el6. A 6.3. 4bra a FIBONACCI-sorozat elsé
néhany tagjiat mutatja.
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n|012 4 56 7 & 9 10 11 12 13 14
1 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

3
2

6.3. abra. A FiBoNaccr-sorozat elsé néhany tagja.

6.19. tétel. A FIBONACCI-sorozat n-edik tagja

Fn_is<d)n_&)n> n=1,2,3,...), (6.1)
ahol NG NG
¢:1+2 5, és &):1—2 5‘

Bizonyitas. n szerinti teljes indukciéval bizonyitunk. n = 1-re az allitas nyilvanvalo.
Tegyiik fel, hogy n = k — 1-ig igaz az allitas. Megvizsgéljuk az n = k esetet.

1
)+ —=(

V5
— _(d)k71 _’_(bkfz_(cbkf] _’_Cbku)):

Fro = Froq4Feo—=—(df 1 — gk OF 2 — pk2) =

d
Béarmilyen meglepd, a (6.1) egyenletben F,, minden n-re egész szam. A ¢ ~
1.61803 szam nagyon fontos a matematika szdmos teriiletén, de nemcsak ott, hanem
a képzémiivészetben is, ahol aranymetszés néven ismert. A gorog ¢ bettd PHEIDIAS
tiszteletére utal, aki allitolag tudatosan hasznélta ezt a szdmot a szobréaszatban.
(Tapasztalati tény, hogy az emberek koldokmagassaganak és teljes magassaganak
aranya kb. 1.618.) A tételben szerepld allitast elGszor EULER bizonyitotta 1765-ben.
Az alabbi egyenlGségek bizonyitésat az Olvaséra bizzuk:

P> = ¢+1
¢* = ¢+1
b = —1/0.

6.4.2. A szubfaktorialis

Vajon hanyféle moédon lehet egy n szamu kiilonb6zs elembdl all6 sorzatot ugy at-
rendezni, hogy egyik elem se maradjon a helyén (n > 2)? Jeloljiik ezeknek az un.
fixpont néliili permutdcioknak a szimat D -el. Ezt az értéket az n elem szub-
faktoridlisinak nevezziik. A probléma elemzését nézziik egy konkrét példan.

Tegyiik fel, hogy n ember 6romében feldobja a kalapjat. Hany esetben torténik
meg, hogy mindenki pontosan egy kalapot kap el, de senki sem a sajatjat? Az,
hogy az A; személy a j sorszamu kalapot kapja el (i # j) Dn_1 + Dn_2 esetben
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n |O 12 3 4 5 6 7 8 9 10
Dno|1 0 1 2 9 44 265 1854 14833 13349 1334 96l

6.4. abra. A szubfaktorialis-sorozat els6 néhany tagja.

lehetséges, ugyanis A; vagy az i sorszamu kalapot kapja el (D, szdmu lehetGség),
vagy nem (D;,_; szamu lehetSség). Mivel A; egy i-t6l kiilonb6z6 sorszamu kalapot
n — 1 féleképpen kaphat el, az alabbi rekurziv képlet adodik:

Dn,:(nf_1)ujn71+'Dn72y

A szubfaktorialis elnevezés a faktorialisokkal vett hasonlosagbol ered. Kénnyen iga-
zolhat6 ugyanis, hogy

n=mn-1)(n-1+n-2)).

A rekurziora vonatkozo zart alak meghatarozasa helyett az eredeti problémat oldjuk
meg a szita-formula segitségével.

Jeloljiik Sy-val azon permutaciok szamat, ahol valamelyik k darab személy biz-
tosan a sajat kalapjat kapja el. Ezt a k személyt (}) féleképpen lehet kivalasztani.
A t6bbi n — k személy barmelyik kalapot kaphatja, ez (n — k)! lehetGség. Osszesen
tehét Sy = (E) (n—Xk)!. A szita-formula szerint a minket érdekl6 permutéiciok szama

Dn—Z(—Uk(D(n—kJ! | L I D)

k=0 k=0

(Az analizisben jaratosak észrevehetik, hogy D, éppen e~ sorfejtésének kezdete.)

A formulabol kovetkezik, hogy célszeri a Do = 1T megallapodas. Ekkor Dy =
0,D, = 1,D3 = 2, stb. A 6.4. abran a szubfaktorialisok sorozaténak elsé néhany
tagjat lathatjuk.

6.4.3. Binomialis egyiitthatok

Vizsgaljuk meg a kordbban latott binomialis egyiitthatok néhany tulajdonsagat. Ir-
juk fel az (}) értékeket kis n esetén. Ezt a tablazatot PASCAL-hdromszdgnek ne-
vezziik (6.5. abra). Ha a tablazatot alaposan szemiigyre vessziik, szdmtalan érdekes

Osszefliggés tarul elénk. Az elss a tablazat sorainak szimmetridja. Az

(1)= ()

Osszefiiggés kovetkezik a definiciobol, de abbdl is, hogy n elembdl pontosan annyi-
feleképpen valaszthatunk ki k darabot, ahanyféleképpen a fennmaradé n—k darabot.
Tovabbi észrevétel, hogy a tablazat n-edik soranak (n > 0) k-adik eleme a fol6tte
lévé és a folotte 1évs bal oldali szomszédja Gsszege, vagyis

0=+ ()
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n (]3) D G 6@ @ 6 @ @ @& 6 @
11

201 2

3013 3

a1 4 6 4

501 5 10 10 5 1

6|1 6 15 20 15 6 1

717 7 o 3 3k 71

8/ 1 8 28 56 70 56 28 8 1

9ol 1 9 36 84 126 126 8 36 9 1
1001 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

6.5. abra. A PascarL-haromszog elsé néhany sora.

Az &llitas bizonyitasa minden n-re és k-ra elemi feladat (a definiciobol kovetkezik),
amit gyakorlasképpen az Olvasora bizunk. Ha a fenti egyenlet jobb oldalan a masodik
tagra ismételten alkalmazzuk ezt a gondolatot, azt kapjuk, hogy (%) = (32]) +
(R=%) + (™.?). Tovabb folytatva a felbontast, és figyelembe véve a () = (5]
azonossagot azt kapjuk, hogy

ny (n-—1 n n—2 T k n k—1
k) \k—-1 k—1 k—1 k—1)°
Ez azt jelenti, hogy a tablazatban egy elem a téle balra 16vé oszlopban a f6lotte 16vé

elemek Gsszege.

Néha a binomialis egyiitthatok becslésére van sziikségiink. 1 < k < n esetén az
alabbi als6 korlatot kapjuk:

ny nm—-1---(n—k+1)
<k> k(k—1)---1

B (E ) n—1 n—k+1
\k/ \k—1 1
n k
> | = .
= (%)
A STIRLING-formulébol szarmazo k! > (k/e)* egyenlStlenség segitségével az alabbi
fels6 korlatot kapjuk:

ny nmn-1)---(n—k+1)
(k) k(k—1)---1

IA

IN
/N
<3
SN—

. =

Gyakorlatok
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6.4-1. Hatarozzuk meg azon csupa 1-bél és 0-bol allé6 n-esek szamat, amelyek nem
tartalmaznak két szomszédos 1-est.

6.4-2. Helyezziink két livegtablat egymasra. Hanyféle médon haladhat at vagy ve-
rédhet vissza egy fénysugar, ha kézben pontosan n-szer valtoztatott iranyt?

6.4-3. 15 hazaspar hanyféleképpen téancolhat tgy, hogy egyik férj sem tancol a sajat
feleségével?

6.4-4. Mennyi 110 értéke? Miért konnyd kiszdmitani, ha ismerjiik a binomidlis
egyttthatokat?

6.4-5. Bizonyitsuk be a hexagon-tulajdonségot (a PASCAL-haromszog valamely ele-
mét ,,szimmetrikusan koriilfogd” szamok egy hexagont képeznek, példaul 21 esetén
a hexagon elemei 15, 6,7, 28,56, 35):

n—1 n n+1\ /Mm—T1\/n+1 n
k—1/\k+1 k B k k+1)\k—1)"
6.4-6.% Igazoljuk, hogy

i k(;:) =n2" ",

k=1

6.4-7.% Bizonyitsuk be az

n - n"
(&) < o

egyenl6tlenséget.

Megjegyzések a fejezethez

A PAscaL-haromszog szamos tovabbi érdekes tulajdonsiggal is rendelkezik, az ér-
deklsds Olvasonak javasoljuk a Konkrét Matematika cimd tankonyv [15] 5. fejezetét.
Tovabbi ajanlott irodalom: HAINAL [17], KNUTH [22], SZENDREI [39], valamint VI-
LENKIN [42].



7. Elemi szamelmélet

A szamelmélet eredeti targya az egész szamok 7Z gytirtje, amelyben az Osszeadast,
a kivonast és a szorzést korlatozas nélkiil el lehet végezni, ezzel szemben az osztast
nem. A szdmelmélet nagy része lényegében az oszthatosagi viszonyokat vizsgalja. A
fejezetben a legéaltalanosabb oszthatdsagi vonatkozasokra épitiink, elsGsorban azért,
mert a definiciok tobbsége nemcsak Z-re, hanem tetszéleges egységelemes integri-
tasi tartomanyra vonatkozik. Az elemi szamelmélethez tartozik még Z, Q, R elemei
kiilénb6z6 abrazolasi lehetdségeinek vizsgalata is.

7.1. Altalanos alapfogalmak

A fejezetben a definiciokat, tételeket az (R;+, ) egységelemes integritéasi tartomany-
ban értelmezziik.

7.1. definicié. Az a € R szamot a b € R szam osztojanak neveziink, ha létezik
olyan q € R szam, amelyre b = aq.

Jelolése: a | b. Az a = b = 0 esetet kivéve egyetlen ilyen ¢ létezik, mert hab = aq’ is
teljesiilne, akkor 0 = a(q — q’) miatt a nulloszt6 lenne. Ugyanezt a kapcsolatot agy
is kifejezhetjiik, hogy b oszthaté a-val, illetve hogy b tobbszdrdse vagy tobbese
a-nak. Ha nem létezik olyan q € R, amelyre b = aq, akkor az a nem oszt6ja b-nek,
amit a t b-vel jeloliink.

A 0 minden szammal oszthato (a 0-val is!), hiszen minden a-ra 0 = a-0. Méasrészt
az 1 minden szam osztoja.

7.1. példa. Z-ben 2|10, mert 2-5 =10, de 4t 6.

Az aldbbiakban az oszthatosag fontosabb tulajdonsagait lathatjuk. A bizonyitast az
Olvasora bizzuk.

7.2. tétel (az oszthatosag tulajdonségai).
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ala minden a € R-re,

alb és blc = alc,

ar|by és a2 by = ajaz|biby,

alb = ac|bc minden c € R-re,

ac|bc és ¢c#0 = alb,

alby és cieR(i=1,2,...,k) = aIZ]f:1bici.

U= W N
DO —

6

N N AN N S N

Az (1)—(3) tulajdonsagok azt fejezik ki, hogy az oszthatosag reflexiv, tranzitiv, de
nem szimmetrikus relacio. (6)-ot linearis kombinacios tulajdonsagnak nevezziik.

7.2. példa. Erdemes megjegyezni az alabbi, oszthatosaggal kapcsolatos Gsszefiiggéseket:
1) a—b|a™—Db", mert

a—b"=(a—b)(a" " +a b+ +b" ).

2) a+bla?™ +b*" ! mert
a2n+1 +b2n+] :(a+b)(a2n7a2n71b+.”7ab2n71 +b2n)‘
3) a+b|a’™—b2", mert

aZn o bZn _ (an)z o (bn)z‘

7.3. definicié. Azt a szdmot, ami minden szdimnak osztdja egységnek nevezzik.

Az egységek R azon elemei, amelyeknek a szorzasra nézve létezik inverziik. Meg-
jegyezziik, hogy az egységek halmaza valtozatos képet mutat. Tekintsiik példaul a
({a+bVv2| a,be Zk+,-) egységelemes integritasi tartomanyt. Ebben a struktira-
ban, amint azt kés6bb latni fogjuk, végtelen sok egység van.

7.4. tétel. Ha a|b és €,d eqységek, akkor ca | db is teljesiil.

Bizonyitas. Mivel ¢ | 1, ezért alkalmas r-rel 1 = er. Ha b = aq, akkor db =
d(er)(aq) = (ea)(dqr), tehat valoban ea | db. O

A tétel azt fejezi ki, hogy egy szam és egységszerese oszthatosagi szempontbol
teljesen azonosan viselkednek. Igy az egész szamok oszthatosagi vizsgalatat lesatikit-
hetjiik majd a nemnegativ egészekre, s6t, a 0 specialis szerepének tisztazasa utan a
pozitiv egészekre.

7.5. definicié. Azt mondjuk, hogy a € R és b € R asszocidltak, ha létezik olyan
€ € R egység, amellyel b = ea.

Az asszocialtsag reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacio, tehat osztalyoz. A nulla-
nak 6nmagén kiviil nincs mas asszocialtja. Az a € R szam asszociéltjai az ea alaka
szamok, ahol ¢ egység.

7.3. példa. Tekintsiik a G ={a+bi| a,b € Z} halmazt, az tin. Gauss-egészeket. A hal-
maz elemei a komplex sik egész racspontjai. Belathato, hogy (G;+, ) struktira a komplex
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miiveletekkel egységelemes integritasi tartoméany. Keressiik meg a struktira egységeit. Ha
¢ egység, akkor ¢ | 1. A konjugaltakat tekintve ekkor € | 1 is teljesiil, amib6l e - € 1-T =1
kévetkezik, vagyis |e|* | 1. Ha ¢ = a + bi (a,b € Z), akkor tehat a4+ b? | 1, ami csak az
a?+4b? =1 esetben lehetséges. Ekkor a = +1,b = 0, illetve a = 0, b = +1 a megoldasok. A
Gauss-egészek gytrtjében tehat négy egység van, igy az associdltak osztalya négy elemd.

A 7.4. tétel szerint barmely 0 # a € R nem egység és barmely € egység esetén
€] aéseal ateljesil. Ezeket az a trividlis osztoinak nevezziik. Lényeges szerepet
jatszanak azok a szdmok, amelyeknek csak trivialis osztéi vannak:

7.6. definicié. Legyen 0 # a € R nem egység. Az a szamot felbonthatatlannak
vagy trreducibilisnek nevezzik, ha a = bc = b vagy c egység.

Az a = bc szorzatban nem lehet b is és c is egység, mert akkor a is az lenne. Eszerint
a definicioban ,kizar6 vagy” szerepel. Masrészt a 7.6. definicié miatt a felbonthatat-
lan szamoknak csak trivialis oszt6i vannak. Ha egy nemnulla és nem egység szamnak
a trivialistol kiilonb6z6 osztdja is van, akkor dsszetett szamnak nevezziik.

7.7. definicié. Legyen O # p € R nem egység. A p szamot primnek nevezzik, ha
plbc=plbuvagyplc.

A definicioban most ,,megengeds vagy” szerepel, hiszen el6fordulhat, hogy p a bc
szorzat mindkét tényezGjét osztja.

7.4. példa. Az egész szamok korében a 7 és a 11 felbonthatatlanok és egyben primek is.
A 4 nem prim, mert példaul 4 [12=2-6,de 412 és 4 t6.

7.8. tétel. Minden primelem felbonthatatlan.

Bizonyitas. Legyen p prim és p = xy. Mivel egységelemes integritasi tartomanyban
dolgozunk, ezért p | xy. A 7.7. definicio szerint ekkor p | x vagy p | y. Feltehets, hogy
p | x. Igy x = pz = x(yz) miatt yz = 1, amibsl kivetkezik, hogy y és z egységek, x
és p pedig asszocialtak. O

Vajon teljesiil-e a tétel allitisanak megforditasa, vagyis hogy minden felbontha-
tatlan elem prim? A késGbbiekben latni fogjuk, hogy a vélasz nemleges.

7.9. definicié. Legyenek aj,az,...,an az R egységelemes integritdsi tartomdny tet-
szdleges elemei. Legyen L C R egy olyan részhalmaz, melynek minden | elemére 1| a;
i=1,2,...,n), valamint ha 1’ | a; (1 =1,2,...,n), akkor 1’ | L. L elemeit legna-

gyobb kozos osztoknak nevezziik.

Ez a legnagyobb kozos osztd fogalom latszolag eltér a kézépfoka oktatasban Z-ben
latott legnagyobb k6zos osztd fogalomtol, de elénye, hogy tetszéleges egységelemes
integritasi tartomanyban érvényes. Latni fogjuk, hogy Z-re a két megkdzelités ugyan-
azt szolgaltatja.

L az aj,ay,...,a, elemek kozos osztoinak osztilyai kozott maximélis az oszt-
hatosagra nézve, és ha L nem iires, akkor elemei egymaés asszocialtjai.

7.5. példa. Z-ben a 6 és 8 elemekre L = {—2,2}.
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7.10. definicié. Ha L elemei az egységek, akkor azt azt mondjuk, hogy ai,az, ..., an
relativ primek.

7.11. definicié. Az ay,ay,...,an € R elemek pdaronként relativ primek, ha ko-
ziilik semelyik kettonek sincs az eqységtdl killonbozd osztoja.

Megjegyezziik, hogy az ay, ay,...,an € R elemekre sokkal ,,erGsebb” feltételt jelent,
hogy paronként relativ primek, mintha ,,csak” relativ primek lennének. Amennyiben
az adott n elem paronként relativ prim, akkor ebbdl kévetkezik, hogy relativ primek,
mig megforditva ez nem igaz.

7.6. példa. Z-ben a 6, 9,16 szamok relativ primek, de nem paronként relativ primek, mert
316és3|9, tovabba 2|6 és 2| 16.

7.12. definicié. Legyenek aq,ay,...,an az R egységelemes integritdsi tartomdny
tetszdleges elemei. Legyen T C R egy olyan részhalmaz, melynek minden t elemére
ai |t (1=1,2,...,n), valamint ha a; | t" (1 =1,2,...,n), akkor t | t’. T elemeit

legkisebb koz0s tobbszoroséknek nevezziik.

T az a1, ay,...,an elemek kozos tobbszordseinek osztalyai kozott minimalis az oszt-
hatosagra nézve, valamint ha T nem iires, akkor elemei egymas asszocialtjai.

7.7. példa. Z-ben a 6 és 8 elemekre T = {—24,24}.

Gyakorlatok

7.1-1. Bizonyitsuk be, hogy ha a és b asszociéltak, akkor a|b és b | a.

7.1-2.x Bizonyitsuk be, hogy egységelemes integritasi tartomanyban az egységek a
szorzasra nézve Abel-csoportot alkotnak.

7.2. Oszthatésag az egész szamok korében

7.13. tétel. Az egész szamok korében két eqység van, € = +1.

Bizonyitas. Nyilvan minden a € Z-re +1 | a, hiszen a = (£1)(£a). Masrészt ha ¢
egység, akkor ¢ | 1, azaz alkalmas g-val 1 = eq. Ekkor |1| = |eq| = [e]|q|. Mivel [e] > 1
és |q| > 1, ezért |e] =1, azaz csak € = +1 lehetséges. O

7.14. kévetkezmény. Ha a|b és b | a, akkor |a| =1|b|.

Bizonyitas. Ha a vagy b valamelyike 0, akkor a sziikségszertien a masik is, igy
feltehets, hogy a,b # 0. A feltétel szerint ekkor léteznek olyan a’ és b’ egészek,
amelyekkel aa’ = b és bb’ = a. Ekkor a bb’a’ = b 0sszefliggést kapjuk, amibdl
b # 0 miatt b’a’ =1, vagyis a = +1 és b = 1. A bizonyitas kész. O

7.15. tétel. Legyenek a,b € Z, a|b és b # 0. Ekkor |a|] < 1b.
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Bizonyitas. Mivel a | b, ezért 3q € Z, amelyre aq = b, igy |laq| = |a| - |q| = [b].
[q] < 1 esetén b = 0 lenne, ezért |q| > 1. Ebb6l |b| = |al - |q| > |a| kovetkezik. O
A tétel kovetkezménye, hogy 0 £ b € Z esetén b-nek véges sok osztoja van.

7.2.1. Maradékos osztas

7.16. tétel (maradékos osztas tétele). Tetszdleges a és b # 0 egész szdmokhoz
eqyértelmien léteznek olyan q és v egész szamok, melyekre a =bq+71 és 0 <1 < |b|.

Bizonyitas. Legyen elGszor b > 0. A 0 < r = a — bg < b feltétel pontosan akkor
teljesiil, ha bqg < a < b(q+ 1), azaz q < a/b < q + 1. Ilyen q egész szam pedig
pontosan egy létezik, ¢ = |a/b]. Ha b < 0, akkor a 0 < r =a—bq < [b| = =)
feltétel @ > a/b > q — 1 teljesiilésével ekvivalens, ami pontosan egy q egészre all
fenn, amikor q = [a/b]. |
A maradékos osztasnal kapott q szamot hanyadosnak, r-et pedig (legkisebb nem-
negativ) maradéknak nevezzik.

7.8. példa. Most délutan 1 o6ra van. Mennyi id6 lesz 101 6ra milva?
Megoldés: Legyen b = 24 és a = 13+ 101 = 114. Ekkor 114 = 4 - 24 + 18. Vagyis 101
ora miulva 18 6ra (délutan 6 ora) lesz.

A maradékos osztas tétele felhasznalhato a pozitiv egészek szdmrendszeres abra-
zolaséhoz.

7.17. tétel (szamrendszerek). Legyen q > 1 rdgzitett egész. Ekkor barmely N pozitiv
egész szam egyértelmiien irhato fel

n
N = Z anq™
i=0

alakban, ahol 0 < a; < q €s a,, # 0.

Bizonyitas. A 0 < ap < q és q| N— qap feltétel miatt ap az N-nek a g-val torténd
maradékos osztasakor keletkezs legkisebb nemnegativ maradéka, tehat pontosan egy
megfelel§ ap létezik. Ezt N-bdl kivonva és g-val osztva jeldljiik a hanyadost Nop-al.
Ekkor az

N — o

q

felirasbol az el6z6 eljarast folytatva kapjuk a megfelels ai-k létezését és egyértelmii-
ségeét. O

Ny = =anq" T4 an1q" 2+ Fag+

Az iménti elGallitasban g-t a szdmrendszer alapszdmdnak nevezzilk, az a; sza-
mok pedig a q alapt szamrendszer szamgjegyet. Legismertebb ilyen dbrézolas q = 10
esetén a tizes alapt és g = 2 esetén a binaris (2-es alapi) szdmrendszerek. Az iménti
szamot

N = (anan_1...a1a0)q

alakban jeloljiik. A g = 10 esetén a zarojelet és az alapszam feltiintetését altalaban
elhagyjuk.
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mennyiség | elnevezés | rovidités

10'8 exa E
101° peta P
1012 tera T
107 giga G
10° mega M
103 kilo K
103 milli m
107¢ mikro i
1077 nano n
1012 pico p
10°1° femto f
1018 atto a

7.1. abra. A tizes szamrendszerbeli mennyiségek szokasos jelolése.

7.9. példa. 21 = (21)10 = (10101);, hiszen 21 =1-2*40-234+1-2240-2+1.

7.10. példa. Az informatikdban gyakran nagyon kicsi (példaul processzor tervezés), mas-
kor nagyon nagy (példaul tarolokapacitas) mennyiségeket kell felirnunk a 10-es szamrend-
szerben. Ezekben az esetekben a 7.1. abran lathato jelolések hasznalhatok. Példaul 3 GHz,
8 TByte, stb.

7.2.2. Legnagyobb kdz0s oszto

Ha létezik az a1, az,...,an € Z szamok legnagyobb kozos osztdja, akkor a legna-
gyobb kozos osztok kozil az egyik nemnegativ, ezt Inko(aq, az, ..., an)-nel jeldljik.
(A ged(ar,az,...,an) és az (a1,az,...,an) jelolés is elterjedt; ha nem okoz félre-
értést, akkor ez utobbit fogjuk hasznalni). Nyilvan (0, ...,0)= 0, egyébként pedig a
0-kat elhagyva a koz0s osztok nem valtoznak. Az, hogy aj, az, ..., a, relativ primek,
azt jelenti, hogy (a1, az,...,an)= 1. Hasonléan, ha létezik az ay,az,...,an € Z
szamok legkisebb kozos tobbszordse, akkor a legkisebb k6zos t6bbszorosok koziil az
egyik nemnegativ, ezt lkkt(ay, az, ..., an)-nel jeloljik. (A lem(aq, az,...,an) és az
[a1,az,...,an] jelolés is gyakori, a rovidség kedvéért mi ez utobbit hasznéaljuk). Ha
valamelyik a; nulla, akkor az egyetlen kozos tobbszoros a 0.

Egyaltalain nem magatol értet6d6 azonban, hogy béarmely két egész szamnak
létezik legnagyobb k6zos osztdja.

7.18. tétel (két egész szam legnagyobb kozos osztodja létezése). Barmely két egész
szamnak létezik legnagyobb kézds osztdja.

Bizonyitas. A legnagyobb kozos oszté 1étezését a matematika egyik legdsibb eljara-
saval, az euklideszi algoritmussal bizonyitjuk (EUKLIDESZ i.e. 300 koriil élt gorog
matematikus). Az algoritmus alapgondolata az, hogy az egyik szamot maradékosan
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elosztjuk a mésikkal, majd a masik szamot a maradékkal, és igy tovabb mindaddig,
amig 0 maradékhoz nem jutunk. Megmutatjuk, hogy az eljaras véges és az utolsé
nem nulla maradék lesz a két szam (egyik) legnagyobb kozos osztoja.

Tegyiik fel, hogy a,b € Z, b # 0. Ha b | a, akkor b nyilvan legnagyobb ko-
z0s osztd. Ha b 1 a, akkor a maradékos osztéas tételét alkalmazva alkalmas qi,1q
egészekkel

a = bqj+m, ahol 0 <1y <|b|,

b = r11g2+712, ahol 0< 1Ty <1y,

T = T2q93 + T3, ahol 0< 13 <7y,
Th-2 = Tn_1qdn +7Tn, ahol O0<r1, <Th_7,
Th—1 = Tndn+1, (rnJr] = O)

Az eljaras véges sok lépésben befejezddik, hiszen a maradékok nemnegativ egészek
szigortian monoton csokkend sorozatat alkotjak. Be kell még latnunk, hogy r,, valo-
ban az a és b szamok (egyik) legnagyobb kozos osztoja.

Az algoritmus soran visszafelé haladva elGszor azt igazoljuk, hogy 1, koz0s osz-
t0ja a-nak és b-nek. Az utolso egyenlGséghdl vy | 1. Az utolsé el6tti egyenlGségbdl
a 7.2. tétel linearis kombinacidés tulajdonsiga miatt

Tn | Tno1 ésTn | Th = Th | Th—1dn +Th =Th_2.

Az eljarast folytatva végil r,, | b, majd (az els6 egyenlSségbdl) 1, | a adodik. A
legnagyobb kozos osztd tulajdonsag bizonyitdsahoz feldlrdl lefelé haladunk. Legyen
¢ € Z olyan, hogy c | a és c | b. Ekkor az els§ egyenléséghdl ¢ | a — bgq = 1, majd
a masodikbol c | bAc| T = c|b—r1qz = r2. Ugyanigy folytatva végiil az utolso
el6tti egyenlGséghdl azt kapjuk, hogy ¢ | . O

7.19. kévetkezmény. Barmely ai,az,...,an € 7Z szamoknak létezik legnagyobb
kézos osztdja és

(ar,az2,...,an) = ((...((a1,0az2),a3),...,an-1),an).

Bizonyitas. Két szam kozos osztéinak halmaza megegyezik a két szam legnagyobb
k6z6s osztdja osztoinak halmazaval. A tobbit indukcioval kapjuk. O

7.20. kévetkezmény. Ha ¢ > 0, akkor (ca,cb) =c(a,b).

Bizonyitas. Tekintsiik az (a,b) elGallitasara szolgalo euklideszi algoritmust, legyen
az utols6 nemnulla maradék r,, = (a, b). Ha minden egyenl&séget megszorzunk c-vel,
akkor éppen a (ca,cb)-t elGallito euklideszi algoritmushoz jutunk. Ebben az utolso
nemnulla maradék (ca,cb) =crn =c(a,b). O

7.21. tétel. Az a és b egész szimok legnagyobb kiézds osztdja alkalmas w és v
egészekkel kifejezhetd (a,b) = aw+ bv alakban.

Bizonyitas. Az euklideszi algoritmus els6 egyenlGségébdl r1-et kifejezve r1 = a—bq;
adodik. Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve

T2=b—-71q2 =b—(a—bqgr)g2 = a(—qz) +b(1 +q19z2),
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azaz 17 felirhaté aU+bV alakban. Ezzel a modszerrel tovabbhaladva az utolso el6tti
egyenlGséghdl azt kapjuk, hogy (a,b) = ry, is kifejezhetd au + bv alakban. O

7.11. példa. Keressiik meg 2004 és 56 legnagyobb k6z6s osztojat.

2004 = 35-56+44
56 = 1-44+12
44 = 3-12+38
12 = 1-8+4
8§ = 2-4.

Vagyis (2004,56) = 4. Most fejezziik ki a legnagyobb kozos osztot a 2004 és a 56 lineéris
kombinéci6jaként.

44 = 12004 —35-56

12 = 56—44 =56— (2004 —35-56) = —2004 + 56 - 36

8 = 44—-3-12=2004 —35-56—3(—2004 + 56 -36) =4 -2004 — 143 - 56
4 = 12—-8=-2004+56-36—(4-2004 — 143 -56) = —5-2004 + 56 - 179.

Ugyanehhez az eredményhez juthatunk, ha a linearis kombinaciét az euklideszi algoritmus
maradéksorozata végérdl indulva irjuk fel.

4 = 12-8=12—(44—3-12) = —44+4-12 = —44 + 4(56 —44) = —5 - 44 + 4 - 56
—5(2004 — 35 - 56) + 4 - 56 = —5 - 2004 + 179 - 56.

A 7.21. tétel szerint az euklideszi algoritmus segitségével tetsz6leges a,b egészek
esetén talalhatéak olyan u,v egészek, amelyekkel (a,b) = au 4 bv. De nem csak
egy ilyen szampar létezik. Ha ugyanis up,vo megfelelGek, akkor u; = up + bt és
vi =vo — at is azok minden t € Z esetén:

awy + bvy = a(ug + bt) + b(vo — at) = aug + bvy = (a, b).

A 7.21. tétel fontos kivetkezménye a kétismeretlenes linedris diofantikus
egyenlet megoldhatosdgira vonatkozo alabbi tétel. Diofantikus egyenletnek olyan
egész egylitthatos algebrai egyenletet neveziink, melynek a megoldasait is az egész
szamok korében keressiik. Az ax 4+ by = ¢ egyenletben tehat a,b,c rogzitett egész
szamok és megoldason az egyenletet kielégitG x,y egész szampért értjik.

7.22. tétel. Rdgzitett a,b,c egész szamok esetén az ax+by = c diofantikus egyen-
letnek akkor és csak akkor létezik megolddsa, ha (a,b) | c.

Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy létezik egy xo,yo megoldas. Ekkor (a,b) | a
és (a,b) | b alapjan (a,b) | axo + byo = c. Megfordita, tegyiik fel, hogy (a,b) | c,
vagyis valamilyen t-re ¢ = (a, b)t. Ekkor a 7.21. tétel miatt alkalmas u,v egészekkel
(a,b) = au+ bv. Az egyenletet t-vel szorozva azt kapjuk, hogy ¢ = a(ut) + b(vt),
azaz x = ut és y = vt megoldasa az ax + by = c diofantikus egyenletnek. O
Megoldhatosag esetén az euklideszi algoritmus egytuttal eljarast is szolgaltat a lineéris
diofantikus egyenlet (egyik) megoldasanak megkereséséhez.

Az alabbi tétel fontos szerepet jatszik a szamelmélet alaptételének bizonyitasa-
nal.



7.2. Oszthatdsdg az egész szamok kiérében 91

7.23. tétel. Hac|(a,b) és(c,a) =1, akkor c|b.

Bizonyitas. Elegendd azt az esetet vizsgalni, amikor a,b és c is pozitivak. Ekkor
c|ab, c|cb ésa 7.20. kovetkezmény alapjan c | (ab,cb) = (a,c)b = b. O

7.2.3. Primek és felbonthatatlanok

7.24. tétel. Az egész szamok kdrében p akkor és csak akkor prim, ha felbonthatatlan.

Bizonyitas. Nyilvan feltehets, hogy p # 0 és p # £1. Azt kell csak belatni, hogy
ha p felbonthatatlan, akkor prim is. Legyen p | bc. Ha p | b, akkor készen vagyunk.
Ha p t b, akkor p felbonthatatlansaga és (p,b) | p miatt (p,b) = 1. A p | bc és
(p,b) =1 feltételekbsl a 7.23. tétel alapjan p | ¢ kovetkezik. O

Belattuk tehat, hogy az egészek korében a primek és a felbonthatatlan szamok egybe-
esnek. Ezért tehetd meg, hogy az egész szamokra a kozépiskolaban a felbonthatatlan
szamnak megfelel§ tulajdonsaggal értelmezik a primszamokat, melyeket ezen eset-
ben térzsszdmoknak is szokas nevezni. A két fogalom azonban méas szamkorben
nem feltétleniil ekvivalens. Ilyen példaul az ({a + bv/=5 | a,b € Z};+,-) egysége-
lemes integritdsi tartomany, ahol a 3,2 & v/5 elemek irreducibilis elemek, de nem
primelemek. Ezekben a szamkorokben az elemeknek tobbféle, lényegesen kiilonbozd
felbontasuk is lehetséges. Az iménti szamkorben 9 =3 -3 = (2 4+ v/=5)(2 — V=5).

7.2.4. A szamelmélet alaptétele

7.25. tétel (a szamelmélet alaptétele). Minden, a 0-tol és egységektdl kilonbozd
egész szdam véges sok felbonthatatlan szam szorzatdra bonthatd, és ez a felbontds a
tényezok sorrendjétdl és eqységszeresektdl eltekintve egyértelmii.

Az egyértelmtiség azt jelenti, hogy ha a = p1p2...pr = q192...4qs, ahol p; és gj
szamok felbonthatatlanok, akkor r = s és és a p; és ¢; szamok valamilyen sorrendben
egymas egységszeresei.

7.12. példa. 20=2-2-5=(-2)-2-(-5)=5-(-2)-(-2).

Bizonyitas. A felbonthatésag bizonyitésa: legyen a € Z nem nulla és nem egység.
Ha a felbonthatatlan, akkor készen vagyunk. Ha a nem felbonthatatlan, akkor létezik
nemtrivialis osztoja. Ezek koziil a legkisebb pozitiv sziikségképpen felbonthatatlan.
Ekkor a = pjaj, ahol p; felbonthatatlan és a; nem egység. Ha a; felbonthatat-
lan, akkor készen vagyunk; ha nem, akkor létezik olyan p, felbonthatatlan, hogy
a; = pa2az, ahol a; nem egység. Hasonléan jarunk el a,-vel, stb. Eljarasunk véges
sok lépésben véget ér, mert az |ai| szamok pozitiv egészek szigortan monoton csok-
kend sorozatat alkotjak. Igy eljutunk egy olyan ay-hoz, amely mar felbonthatatlan.
Ekkor az a = p1p2 ... pk elGallitast nyerjiik.

Az egyértelmiség bizonyitasa: tegyiik fel indirekt, hogy a-nak (legalabb) két lénye-
gesen kiilonb6z6 felbontasa létezik, vagyis

a=pip2...Pr =9q1492...qs (7.1)
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Ha itt valamelyik p; egységszerese valamelyik q;-nek, példaul p1 = eqq, akkor gi-el

egyszerisitve
/

a :qi] = Ep2pP3...Pr = (293 ...(s,

vagyis a’-nek két lényegesen kiilonbozs felbontasat kapjuk. Az eljarast folytatva
végiil egy olyan szamhoz jutunk, amelynek kétféle felbontdsaban mar nincsenek egy-
ségszeres tényezGk. Feltehets, hogy az indirekt feltevésben szerepls (7.1) elallitéas
ilyen. Ekkor p1 | q192...qs. Mivel p; felbonthatatlan, ezért prim is, vagyis pj
sziikségképpen osztja legalabb az egyik qj tényez6t. Ha azonban pq | qj, akkor g;
felbonthatatlansdga miatt p; vagy egység vagy q; egységszerese, de mindketts el-
lentmondas. O

Figyeljiik meg, hogy az egyértelmiiség bizonyitasa lényegében a maradékos osztas
elvégezhetdségére épiilt. Altalaban is igaz, hogy ha egy egységelemes integritasi tar-
tomanyban létezik a maradékos osztas megfelelGje, akkor ott érvényes a szamelmélet
alaptétele. Viszont az allitas megforditasa nem igaz: 1éteznek olyan szamkorok, ame-
lyekben érvényes a szamelmélet alaptétele, noha semmilyen értelemben nem létezik
benniik maradékos osztas.

A kovetkezdSkben pozitiv szamok pozitiv osztéival foglalkozunk és primszamon
is pozitiv primszamot fogunk érteni. Ekkor a szdmelmélet alaptételében szerepls
primtényezés felbontas az alabbiakat jelenti:

7.26. tétel. Minden n > 1 egész szdm

N

oo o o

n:p11p22.“prr :Hpil
i=1

alakban irhatd, ahol p1,pa,...,pr kilonbiozé (pozitiv) primek és oy > 0 egészek. Ez
a felirds a primhatvinytényezék sorrendjétdl eltekintve egyértelmi. Az eldallitist az
n szam kanonikus alakjinak nevezzik. |

7.13. példa. 123456 kanonikus alakja 2°-3-643, de nem kanonikus alakja példaul 2°-6-643.

Az n szam mddositott kanonikus alakjdhoz jutunk, ha a fenti elGallitasban az
o = 0 esetet is megengedjiik. Természetesen az egyértelmiség ekkor a felléps feles-
leges tényezsktol eltekintve értendd.

7.14. példa. 123456 modositott kanonikus alakja 2° - 3-5° - 643 és 2% - 3-7° - 643 is.

A porzitiv egészek osztoi és azok szama a kanonikus alak segitségével konnyen atte-
kinthetd.

7.27. tétel. Az
n=pyp3...py

kanonikus alakd szdm

a) pozitiv 0sztdi pontosan a

B

d=7p} Br

pgz...pr



7.2. Oszthatdsdg az egész szamok kiérében 93

alaki szdmok, ahol 0 < By < xi,i=1,2,...,T1,
b) pozitiv 0sztdi szama

Tm) = (o1 + D2 +1) ... (¢ + 1).

Az osztok esetén a modositott kanonikus alakot hasznéltuk. A trividlis osztokat a
Bi =0és a Bi = «; (minden i-re) speciélis esetekben kapjuk. A t(n) figgvény az n
pozitiv oszt6i szamanak szokisos jelolése.

Bizonyitas. a) Ha n = cd, akkor ¢ és d primtényezGs felbontasanak szorzata n
primtényezds felbontasa kell legyen. b) Az dsszes pozitiv osztot agy kapjuk, hogy a
Bi kitevék minden i-re egyméstol fliggetleniil végigfutnak a 0,1,... o« értékeken, a
kitevSk egymaéstol fiiggetlen megvalasztasaraigy (o1 +1)(x2+1) ... (or+1) lehetSség
van. A pozitiv osztok elGallitdsanak egyértelmiiségét felhasznélva a tétel bizonyitasa
kész. O

7.15. példa. Han =273%7, akkor t(n) =8-5-2 =80 és d = 2° - 7 osztoja n-nek.

Vajon a legkisebb kozos tobbszoros is minden egész szampér esetén létezik?

7.28. tétel. Tetszdleges a,b egész szammnak létezik asszocidltsag erejéig egyértelmi
legkisebb kozds tobbszorose.

Bizonyitas. Ha a = 0 vagy b = 0, akkor [a,b] = 0. Tegyiik fel, hogy a,b > 0.
Belatjuk, hogy a és b legkisebb kozos tobbszorose t = ab/(a,b). Nyilvan t tobbszo-
rose a-nak is és b-nek is, hiszen a/(a,b), illetve b/(a, b) is egészek. Masrészt t az a
és b tetszoleges T kozos tobbesének osztoja, hiszen (T/a, T/b) = (Ta/ab, Tb/ab) =
T(a,b)/ab = T/t egész szam, vagyis t | T. Ha a és b valamelyike (vagy mindketts)
negativ, akkor hasonl6 megfontolassal t = [a,b] = |ab|/(a,b). O

7.29. kévetkezmény. Legyen a,b,c € Z. Ekkor (a,b)[a,b] = |ab|.

7.30. kovetkezmény. Legyen a,b,c € Z, (a,b) = 1. Ekkor |ab| = [a, b].

7.31. tétel. Ha a,b,c € Z, akkor alc ésb|c & [a,b] ] c.

Bizonyitas. Az a és b egészek Osszes pozitiv k6zOs tObbszorose kanonikus alak-
jaban a pi-k kitqvéje legalabb akkora, mint [a,b]-ben, és emellett més primek is
eléfordulhatnak. Igy a kozos tobbszorosok éppen [a, b] tobbszorosei. |

7.32. tétel. (1) Ha az a és b pozitiv egészek mddositott kanonikus alakja

a=py'py*...py és bzp?‘pgz...pfﬂ ahol oy >0, B5 >0,

akkor . .
(a,b) = _pr]nm(om B )_prznm(cxz,ﬁz) - -Df‘m(““ﬁr),
[a,b] = _pr]nax(ou B )prznax(az,ﬁz) - ._prrnax(ocr,[sr).

(2) (ab,c)=1& (a,c) =1 és (b,c)=1.
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A fenti kifejezésben min(o, i) és max(xy, Bi) az «q, Bi szamok koziil a kisebbiket,
illetve a nagyobbikat jelenti, ha oy # 1, illetve a kozos értékiiket, ha oy = 5.

Bizonyitas. (1) Egy d pozitiv egész pontosan akkor k6zos osztoja a-nak és b-nek, ha
d|aés d|b. Ez azt jelenti, hogy d méodositott kanonikus alakjaban minden p; prim
vi kitevGjére vi < oy és vi < Bi, ez pedig azzal ekvivalens, hogy vi < min(oy, Bi)-
A legnagyobb ko6zos osztot akkor kapjuk, ha a y; kitevSket a legnagyobbra valaszt-
juk. A legkisebb k6z0s tobbszorosre vonatkozo egyenlGség bizonyitasa analog modon
torténik. (2) Két szam pontosan akkor relativ prim, ha nincs kéz6s primosztojuk. O

7.16. példa. Az a =23 .37 .72 ésb = 2-3%.5.7% esetén (a,b) = 2-37 - 7% és
la,b] =23.3%.5.73,

A legnagyobb kozos oszto, illetve a legkisebb kozos tobbszords iménti modon vald
meghatarozasa kényelmesnek tiinik, azonban nem tul hatékony eljaras. Nagy szamok
esetén nem ismeriink gyors algoritmust a kanonikus alak meghatarozasara. Ugyanak-
kor két egész szam legnagyobb kozos osztéjat az euklideszi algoritmus nagy szadmok
esetén is gyorsan megadja. Megjegyezziik tovabba, hogy természetes szdmok prim
mivoltanak ellendrzésére ismeretesek hatékony algoritmusok. Egy nagy egész szdm
primsége tehat algoritmikusan eldonthets, mig faktorizdlasara nem ismeriink gyors
modszert. Ez a tény titkosirasok konstrukciojara hasznélato, amit az XX fejezetben
vizsgalunk meg részletesen.

7.2.5. A primszamok problémakére

A természetes szamok primjeinek vilaga olyan, mint a szerelem: titokzatos, tiine-
meényes, érdekes és élvezetes. Mar EUKLIDESZ Elemek cimii munkéijaban szerepel az
alabbi tétel:

7.33. tétel. A primszamok szama végtelen.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy csak véges sok primszam van, py,p2,..., Pk,
és legyen n = H;(:1 pj. Ekkor n + 1 nyilvan p1 = 2,p3,...pk egyikével sem oszt-
hato, ugyanakkor a szamelmélet alaptétele miatt bizonyosan 1étezik primosztoja. FEz
ellentmond az indirekt feltevésnek. O

A kovetkezs tételbdl az deriil ki, hogy a primek kozott tetszélegesen nagy hézagok
talalhatok.

7.34. tétel. Tetszdleges pozitiv egész N szdmhoz megadhato eqy legaldbb N hosszu
csupa 0sszetett szamot tartalmazo intervallum.

Bizonyitas. Az el6z6 bizonyitdshoz hasonloan okoskodunk. Jelolje ny az Gsszes, a
Pk primnél nem nagyobb primek szorzatat. Ekkor ny +2,ng + 3, nx +4, ..., Nk +pk
mind Osszetettek. Talaltunk tehat N = py — 1 egymaés utani 6sszetett szdmot. O

A 2 és a 3 kivételével szomszédos természetes szamok nem lehetnek egyidejiileg
primek, mert egyikiik mindig paros. Ugyanakkor idénként el6fordulhatnak egymés-
hoz igen kozeli primek, ugynevezett ikerprimek, amikor p és p + 2 is prim. Az
a probléma, hogy létezik-e végtelen sok ikerprimpér, maig megoldatlan. Az ikerp-
rimprobléma &altalanosabban is megfogalmazhaté: a szomszédos primek kiilonbsége
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vajon végtelen sokszor lesz-e ,nagyon kicsi”. A CSEBISEV-tétel szerint barmely n > 1
egész esetén létezik olyan p prim, amelyre n < p < 2n, vagyis a szomszédos primek
kiilonbsége nem néhet ,tul gyorsan”. Bebizonyithato, hogy ha py jeldli a k-adik pri-
met, akkor pry1 — px < (logpi)®/? végtelen sok k esetén teljesiil. Az ikerprimek
mindenképpen ,nagyon ritkdn” helyezkednek el a primek kozott, az ikerprimek re-
ciprokoOsszege ugyanis konvergens (BRUN), mig a primeké divergens. Ez utobbi tény
azt is mutatja, hogy ,elég sok” primszam van. Ha 7t(x) jeloli az x-nél nem nagyobb
primek szamét, akkor a primszamtétel szerint

y 7t(x)
hee x/In(x)

A tételt mar GAUSS és LEGENDRE is sejtette, de HADAMARD és DE LA VALLEE-
PoussIN bizonyitotta be az analizis segédeszkozeivel. Ha adott n-ig nemcsak a pri-
mek szamara keresiink jo becslést, hanem egy primtablazatban fel is akarjuk sorolni
6ket, az alabbi algoritmus hasznalhato.

7.35. tétel (ERATHOSZTENESZI-szita). Irjuk fel a szdmokat 2-t6ln-ig. Az elsd szdm,
a 2 prim, aminek osszes tobbszorose dsszetett, ezeket hizzuk ki. A megmaradt szamok
kézil az elsd, a 3 prim, ennek tobbszordsei dsszetettek, ezeket huzzuk ki, stb. Ismé-
teljiik az eljdrdst /n-ig. A nem kihizott szamok egyiitt éppen az n-nél nem nagyobb
primszamokat adjak.

A szita algoritmusban azért elég a primosztokat /n-ig vizsgalni, mert az n dsszetett
szém legkisebb primoszt6ja nem lehet nagyobb /n-nél. Ha ugyanis p az n dsszetett
szam legkisebb primosztoja, akkor nyilvan n = pk és p < k. De ekkor p? < pk =n,
amibsl p < /1.

Erdekes kérdés, hogy bizonyos tulajdonsagu sorozatokban van-e végtelen sok
prim. Az alabbi tételt bizonyitas nélkiil kozoljiik.

7.36. tétel (DIRICHLET-tétel). Ha a,d € Z, d > 0 és (a,d) = 1, akkor az a +
kd, k=0,1,2,... szamtani sorozat végtelen sok primet tartalmaz. O

A primszamok elméletében szamos nevezetes sejtés létezik, az alabbiakban kett&t
sorolunk fel:

o Két egymast kovets négyzetszam kozott mindig talalhatd primszam.

e Minden 3-nal nagyobb paros szam felirhaté két prim Osszegeként (paros
GOLDBACH-sejtés).

A speciélis alakt primek koziil a 2% + 1 és a 2F — 1 alaka primeket emlitjiik meg,
az el6bbieket FERMAT-primeknek, az utobbiakat MERSENNE-primeknek nevezziik.
Megmutathaté, hogy ha 2% + 1 prim, akkor k sziikségképpen kettShatvany, ha pedig
2%—1 prim, akkor k maga is prim. Igy a FERMAT-primek F,, = 22" 41, a MERSENNE-
primek pedig M, = 2P — 1 (p prim) alaktak. Ismert, hogy Fn a 0 < n < 4 esetén
prim, mig 5 < n < 23 esetén Osszetett. A FERMAT-primek a szabalyos sokszogek
szerkesztésénél jatszanak szerepet: GAUSS bebizonyitotta, hogy egy szabalyos n-szog
pontosan akkor szerkeszthetd euklideszi szerkesztéssel (vagyis korzével és vonalzo-
val), ha n = 2%py...py, ahol & > 0,1 > 0 és a p; szamok kiilonb6z6 FERMAT-
primek. Az els6 néhany érték: 3,4,5,6,8,10,12,15, sth.
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A MERSENNE-féle szamokhoz a tokéletes szdamok keresése soran jutunk. Ezek
olyan n természetes szamok, amelyek n-t6l kiilénb6z6 osztoik Ssszegével egyenlsk.
Példaul 6 = 1+ 2 + 3. Patatlan tokéletes szamok 10%° alatt bizonyosan nincse-
nek, feltehetGen egyaltalan nincsenek. A péaros szamok pontosan akkor tokéletesek,
ha n = M2*" alakiak. 2005. majus végéig 42 MERSENNE-prim volt ismeretes
(2,3,5,7,13,17,19,31,61, stb.). A 42. MERSENNE-prim 225764951 1 ami 7 816 230
decimalis jegyet tartalmaz. Maig megoldatlan az a kérdés, hogy a tokéletes szamok
(MERSENNE-primek) sorozata véges, vagy végtelen.

7.2.6. Kongruenciak

Oszthatosagi kérdések vizsgalatanal gyakran fordul els, hogy maradékos osztast vé-
gezve a hanyados értéke nem lényeges, valojaban csak a maradékra van sziikségiink.
Ez indokolja az alabbi relacié bevezetését.

7.37. definicié. Ha a,bm € Z és m | a — b, akkor azt mondjuk, hogy a és b
kongruensek modulo m. Ezt a tényt a = b (mod m)-el jeloljik. Ha a és b nem
kongruensek modulo m, akkor azt mondjuk, hogy inkongruensek modulo m, és azt
irjuk, hogy a b (mod m).

Szokasos még a tomorebb a =b (m) illetve a Z b (m) jelolés is.
7.17. példa. 16 =4 (mod 3), mert 3|16 —4 = 12.

Kongruenciak vizsgélatanal elegend6 az m > 1 esetre szoritkozni, hiszen m | a—b &
—m | a—b. Az m =0 esetben 0| a — b pontosan akkor teljesiil, ha a = b, mig az
m =1 esetben 1| a— b, ami minden a,b € Z-re teljesiil, igy ezek az esetek kevésbé
érdekesek.

7.38. tétel (a kongruencia tulajdonsagai).
(1) a=a (mod m) minden a-ra,
(2) a=b (mod m) = b=a (mod m),
(3) a=b (modm) és b=c (mod m) = a=c (mod m),
(4) a=b (modm)és c=d (modm) = a+c=b+d (mod m),
(5) a=b (modm) és ¢c=d (mod m) = ac=Dbd (mod m),
(6) f(x)€Zlx] A a=b (mod m) = f(a)=f(b) (mod m).

daként elészor a (4) tulajdonsagot igazoljuk. A feltétel szerint m |a—b és m|c—d,
amibdl az oszthatosag linearis kombinacios tulajdonsaga alapjan m | (a+c¢)—(b+d),
vagyis a+c¢ = b+ d (mod m). A (4) és (5) tulajdonsagok ¢ = d esetére a = b
(modm) = a+c=b+c (modm)ésa=D>b (modm) = ac = bc (mod m),
tovabba az (5) tulajdonsag ¢ = a, d = b esetének tobbszori alkalmazasira a = b
(mod m) = a™ =b" (mod m) adodik. Mindezek ismételt alkalmazéasaval jutunk
el (6)-hoz. O

A tétel els6 harom éallitasa azt fejezi ki, hogy a kongruencia reflexiv, szimmetrikus és
tranzitiv relacio, azaz ekvivalenciarelacio. A (4)—(5) tulajdonsagok alapjan az azonos
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modulus szerinti kongruenciak ,,6sszeadhatok és Gsszeszorozhatok.” A tétel semmit
sem allit az ,,osztasrol.” Az alabbi tétel szerint az egyszertsités csak tgy végezhetd
el, ha kézben a modulust is megvéltoztatjuk.

7.39. tétel. Ha d = (¢, m), akkor

ac=bc (modm)& a=b (mod %).

Bizonyitas. A definici6 alapjan m | (a — b)c, vagyis

m c
— —b)-.
dl(a )d
Mivel m e
— y=1
(.9 =1,
ezért m
Ela_by
azaz

Megforditva, a kongruencia definicidja alapjan lézetik olyan q € Z, amelyre
m

—q=a—b.

a q

Az egyenletet c-vel szorozva kapjuk, hogy

mqc

4 = cla—D),
és mivel c/d is egész, ezért m | ac — be, vagyis ac = bc (mod m). |
Nagyon lényeges az aldbbi
7.40. kévetkezmény. (c,m)=1 és ac =bc (mod m) = a=Db (mod m). O

A 7.38. tétel szerint az egészeket ekvivalenciaosztalyokba sorolhatjuk. De vajon mely
szamok keriilnek egy osztalyba?

7.41. tétel. Az a =b (mod m) kongruencia pontosan akkor teljesil, ha az a és b
szamok m-mel vett osztdsi maradéka azonos.

Bizonyitas. Osszuk el a-t és b-t maradékosan m-mel. Ekkor egyértelmiien léteznek
olyan qq,Tq és dp,Tv egészek, amelyekkel a = mqq + 14 és b = mqyp + 11, ahol
0 <71q,mp, < m. Ha a = b (mod m), akkor m | m(qq — qp) + (ra — Tp), amibél
m | rq — Tp kOvetkezik. De |[rq — 1, < m miatt T4 — 1, = 0, vagyis rq = Tp.
Megforditva, ha vy = 1p, akkor m | (a —b), ezért a =b (mod m) teljesiil. |
Igy tehat azok az egészek keriilnek egy osztalyba, amelyek m-mel osztva ugyanazt a
maradékot szolgaltatjak.

7.42. definicid. Rdgzitett m modulus mellett az a-val kongruens elemek halmazat
az a dltal reprezentdlt maradékosztdilynak nevezzik és [aln, -el jeloljiik.
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A definici6 szerint [a],, = {a+km : k € Z}, valamint a = b (mod m) & [a]l;n = [blm.
7.18. példa. (31, =1{...,—11,-4,3,10,17,...} = [80].

Az Gsszes maradékosztalyt tartalmazo halmaz jelolése:

7.43. definicié. Ha az m szerinti maradékosztdilyok mindeqyikébdl kiemelink pon-
tosan eqy reprezentdns elemet, akkor ezen elemek halmazat teljes maradékrend-
szernek nevezziik modulo m.

Teljes maradékrendszer a modulo m vett legkisebb nemnegativ maradékok
{aeZ|0<a<m-—1}
halmaza. Gyakran a legkisebb abszolut értékii maradékokat hasznaljuk, mint teljes

maradékrendszert.

7.19. példa. Teljes maradékrendszerek példaul a {13,—10,31,—31,—8}, a {0,1,2,3,4} és
a{—2,—1,0,1,2} halmazok modulo 5.

A kovetkezdkben vizsgaljuk meg, hogy a modulushoz relativ prim egészek hogyan
helyezkednek el a maradékosztalyokban.

7.44. tétel. a=b (mod m) = (a,m) = (b, m).

Bizonyitas. A feltétel szerint b = a + mc alkalmas ¢ egésszel. Mivel (a,m) | a és
(a,m) | m ezért (a,m) | b, igy (a,m) | (b, m). Hasonléan adodik az (b, m) | (a, m)
oszthatosag is, ezért (a, m) = (b, m). O
7.45. definicié. Az [a].n maradékosztdlyt redukdlt maradékosztdalynak nevezziik,
ha (a,m) =1.

A 7.44. tétel miatt ha egy maradékosztaly egy eleme relativ prim a modulushoz,
akkor a maradékosztaly Osszes eleme ilyen.

7.46. definicié. Ha minden m szerinti redukdlt maradékosztalybol pontosan egy
reprezentdns elemet vdlasztunk, akkor redukdlt maradékrendszert kapunk.

7.20. példa. A {—7,7,11,—11} halmaz redukalt maradékrendszer modulo 12.

7.47. definicié (EULER-féle ¢ fliggvény). Tetszdleges m pozitiv egész esetén je-
lentse @(m) az m-nél nem nagyobb, m-hez relativ prim természetes szamok szamdt.

7.21. példa. ¢(1)=1, @(7) =6, @(8) =4, ¢(10) =4.

Eszrevehetjiik, hogy @(m) = m—1 & m prim, valamint hogy ¢(m) éppen a modulo
m redukalt maradékosztalyok szama. Az alabbi tétel a fenti definiciokbol kovetkezik,
bizonyitasat a 7.2-3. gyakorlatra hagyjuk.
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7.48. tétel. FEgész szamok eqy tetszdleges halmaza pontosan akkor alkot

(1) teljes maradékrendszert modulo m, ha a halmaz elemszima m és elemei pdron-
ként inkongruensek modulo m,

(2) redukdlt maradékrendszert modulo m, ha a halmaz elemszdma @ (m), elemei pd-
ronként inkongruensek modulo m és valamennyien relativ primek m-hez.

Az alabbi tétel szerint teljes maradékrendszer, illetve redukalt maradékrendszer bi-
zonyos tulajdonsagu linearis transzforméciok utén is teljes, illetve redukilt mara-
dékrendszer marad.

7.49. tétel (maradékrendszerek linearis transzformacioi). Legyen {ai,az,...,am}
teljes maradékrendszer, {b1,b2,...,b¢(m)} redukdlt maradékrendszer modulo m, és
c,de€Z,(c,m)=1. Ekkor

(1) {cai + d: 1 < i< m} teljes maradékrendszer modulo m,

(2) {cbi : 1 <1< @(m)} redukdlt maradékrendszer modulo m.

Bizonyitas. (1) igazolasa: mivel az Gj halmaz elemszama is m, ezért a 7.48. tétel
szerint mar csak azt kell igazolni, hogy elemei paronként inkongruensek modulo m.
Tegyiik fel, hogy cai; + d = caj + d (mod m), megmutatjuk, hogy i = j. Mindkét
oldalbol d-t kivonva cai = caj (mod m) adodik. Mivel (c,m) = 1, ezért a 7.40.
kovetkezmény miatt c-vel egyszertsithetiink, igy a; = a; (mod m), vagyis i = j,
hiszen az a;-k teljes maradékrendszert alkotnak. (2) igazolasa hasonld: az 0j halmaz
elemszama is @(m), tovabba cb; = cbj (mod m) és (c,m) = 1 miatt by = b;
(mod m), vagyis i = j. Még azt kell igazolni, hogy az 0j halmaz elemei is relativ
primek m-hez. Ez abbol adodik, hogy (bi,m) =1, (c,m) = 1 és a 7.32. tétel (3)
allitdsa miatt ekkor (cby, m) =1 is teljesiil. O

A tétel egy nagyon fontos alkalmazasa a kovetkezs.

7.50. tétel (EULER-tétel). Legyen m € N, a € Z, (a,m) = 1. Ekkor a®™) =1
(mod m).

Bizonyitas. Legyen 11,72, ...T¢(m) egy redukalt maradékrendszer modulo m. Mivel
(a,m) = 1, ezért ary, ary,.. ar(p( ) is redukalt maradékrendszert alkot modulo
m. A két redukalt maradékrendszerben a megfelels reprezentansok parba allithatok
aszerint, hogy modulo m azonos osztalyba esnek, vagyis ri = arj (mod m) alkalmas
1 <1i,j < @(m) esetén. Ezeket a kongruencidkat 0sszeszorozva kapjuk, hogy

@(m

) (m)
a®(m H H (mod m).

]:

(ri,m) = 1 miatt az Osszes ri-vel egyszeriisithetiink, igy a®(™ =1 (mod m) adédik.
O

A tételben szerepls (a, m) = 1 feltétel nemcsak elégséges, hanem sziikséges is abban
az értelemben, hogy csak akkor létezik olyan k > 0 kitevs, amelyre a® = 1 (mod m),
ha a és m relativ primek. A tétel konkrétan megad egy ilyen k-t. Abban a specialis
esetben, ha a modulus egy p primszam, @(p) = p — 1, igy az alabbi Osszefiiggést
kapjuk.
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7.51. kovetkezmény (FERMAT-tétel egyik alakja). Hap primszim, a € Z ésp Ja,
akkor a?~' =1 (mod p).

7.52. kovetkezmény (FERMAT-tétel masik alakja). Ha p primszdm és a € Z, ak-
kor a? = a (mod p).

Bizonyitas. Ha p | a, akkor mindkét oldal oszthato p-vel. Ha p t a, akkor az el6z6
kovetkezmény miatt lesz igaz. O

Felhivjuk a figyelmet, hogy a FERMAT-tétel elsé alakja csak p 1 a esetén, mig masodik
alakja az a egészre vonatkozo megkotés nélkiil is teljesiil.

7.2.7. Miiveletek maradékosztalyokkal

A modulo m maradékosztalyok kozott miiveleteket értelmezhetiink.

[a]m@ [b]m = [a'i'b]m»

El6szor is megmutatjuk, hogy a miiveletek nem fiiggnek attél, hogy az egyes ma-
radékosztalyokban melyik reprezentanst valasztottuk. Ha ugyanis [ajlm = [azlm,
akkor a; = a (mod m) és ha [bi];, = [b2lm, akkor by = by (mod m), amibdl
a; +by = az + by (mod m), vagy masképp [a; + byl = [az + bzl kovetkezik.
Hasonléan jarhatunk el a szorzas esetében is.

7.53. tétel. A modulo m vett maradékosztdalyok az iménti dsszeaddsra €s szorzdsra
nézve eqységelemes kommutativ gyirit alkotnak.

Peéldaképpen megmutatjuk, hogy a @& miivelet kommutativitdsa és asszociativitasa
a + kommutativitdsabol és asszociativitasabol adodik.

[alm @ [blm = [a+Dblm
= [b+am
= [blm @ lalm ,

O

Megjegyezziik, hogy a maradékosztalyok kozott a kivonas is elvégezhets, vagyis bar-

mely [a]ym, [bl esetén pontosan egy olyan [c],, létezik, amelyre [aly, = [blm P [clim.
A [c]yn maradékosztalyt [al, @ [—bly, alakban kaphatjuk meg.

Vizsgéaljuk meg, hogy mely maradékosztalyoknak létezik multiplikativ in-

verze, vagyis mely [a],, esetén létezik olyan [c]y, amelyre [a]lm ® [clm = [clm ®
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[al;mn = [M]m. A feltétel pontosan azt jelenti, hogy [aclm = [y, azaz ac = 1
(mod m). A késsbbiekben bebizonyitjuk, hogy ezen kongruencia megoldhatosagé-
nak sziikséges és elégséges feltétele, hogy (a, m) = 1 teljesiiljon, vagyis [a]y, redukalt
maradékosztaly legyen. Az alabbi tételt kaptuk:

7.54. tétel. A modulo m maradékosztilyok kiézdtt pontosan a redukdlt maradékosz-
talyoknak létezik multiplikativ inverzik.

7.55. kévetkezmény. A modulo m maradékosztalyok akkor és csak akkor alkotnak
testet, ha m prim.

7.2.8. Linearis kongruenciak

Legyen m > 1 egész szam, valamint a,b € Z adottak. Keressiik az ax =b (mod m)
linearis kongruencia megoldésait. Nyilvan, ha x; megoldasa a kongruencianak, akkor
minden x; = x7 (mod m) is az, hiszen ekkor ax; = ax; = b (mod m). Vagyis ha
x1 megoldas, akkor az [x;] maradékosztaly Osszes eleme az. A megoldasok meg-
kereséséhez igy elegend§ egy teljes maradékrendszer elemeit végigprobalni.

7.56. definicié. Linedris kongruencia megolddsszdmdn a pdronként inkongruens
megoldasokat értjik.

7.57. tétel. Az ax =b (mod m) kongruenciinak pontosan akkor létezik megolddisa,
ha (a,m) | b. Ha létezik megoldds, akkor a megolddsszam (a, m).

Bizonyitas. Az ax = b (mod m) kongruencia megoldhatosédga azt jelenti, hogy
létezik olyan xq egész, amelyre ax; = b (mod m). A kongruencia definici6ja miatt ez
azt jelenti, hogy létezik olyan x, egész, amelyre mx, = b —axy, vagyis ax; +mx;, =
b. Igy az ax = b (mod m) kongruencia akkor és csak akkor oldhaté meg, ha az
ax; + mx; = b diofantikus egyenlet megoldhaté, aminek a sziikséges és elégséges
feltétele az, hogy (a, m) | b teljesiiljon (7.22. tétel).

Most vizsgaljuk meg a megoldésszadmot, amennyiben létezik megoldas. Legyen
d = (a,m), my = m/d, a1 = a/d, by = b/d. Ha d = 1, akkor amennyiben
{c1,c2,...,cm} teljes maradékrendszer, akkor a 7.49. tétel miatt {c1a,cz2q,...,cmal
is teljes maradékrendszer modulo m, igy pontosan egy elem van koztiik, amelyik b-
vel kongruens. Ezen elem &ltal reprezentalt maradékosztaly az egyetlen megoldas. Ha
d > 1, akkor mivel az ax = b (mod m) és az a;x = by (mod m;) kongruencidkat
ugyanazok az egész szamok elégitik ki, igy elég azt megvizsgalni, hogy a modulo
m; egyetlen maradékosztalyt alkoté megoldasok hany inkongruens maradékosztalyt
jelentenek modulo m. Ha xo megoldasa az a;x = b; (mod my) kongruencianak,
akkor pontosan az

X0, X0 + M1, X0 + 2my,...xo + (d — 1)my

elemek esnek kiilonb6z6 maradékosztalyokba modulo m. Ez pedig d darab inkong-
ruens megoldast jelent. Vagyis a teljes megoldést a

[xol, [xo +mul, [xo +2mu],...[xo + (d — 1)my]
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maradékosztalyok elemei alkotjak. O

A bizonyitasbol kideriilt, hogy az ax = b (mod m) linearis kongruencia és az ax +
my = b lineéris diofantikus egyenlet kolcsonosen visszavezethetSk egymaésra.

7.58. tétel. Legyen (a,m) = 1. Ekkor az ax = b (mod m) kongruencia egyetlen
megolddsa az xo = a® ™~ 1b (mod m) szdmnak megfeleld osztdly.

Bizonyitas. Az el6z6 tétel miatt a kongruencianak létezik megoldasa, legyen ez xo.
Az axo = b (mod m) kongruenciat a®(™)~'-gyel szorozva az a®(™xy = a®(™~1b
(mod m) egyenletet kapjuk. Mivel (a,m) = 1, ezért az EULER-tételbdl az allitas
kovetkezik. O

A b =1 eset kiilonleges, mivel a keresett x éppen az a multiplikativ inverze modulo
m.

Osszefoglalva, az ax = b (mod m) kongruencia megoldasat (amennyiben meg-
oldhato) tgy is megkereshetjiik, hogy (a, m)-mel osztva (természetesen a modulussal
is osztunk) megoldjuk a kapott kongruenciat, majd ennek az xo megoldasabol

Xk = %o +k

(a,m)
segitségeével elgallitjuk a tobbit, ahol 0 < k < (a, m).

7.22. példa. Oldjuk meg a 12x = 34 (mod 1234) kongruenciat. Mivel (12,1234) = 2
és 2 | 34, ezért a kongruencia megoldhato. A kongruenciat 2-vel osztva azt kapjuk, hogy
6x = 17 (mod 617). A jobb oldalbdl 617-et kivonva 6x = —600 (mod 617) adodik, majd
6-tal osztva kapjuk, hogy x = —100 (mod 617). Igy a megoldasok x = 517 (mod 1234) és
x = 1134 (mod 1234).

7.2.9. Szimultan kongruenciak

Linearis kongruencidk utdn most linearis kongruenciarendszerek k6zos megoldasait
keressiik.
Legyen k € N) my,my,...mg €N, ai,bi €Z (1 <i<Kk). Az

aix = by (mod my)
ax = by (mod my)
agx = bk (mod mk)

kongruenciarendszer szimultan megolddsa xo, ha egyszerre elégiti ki az Gsszes
kongruenciat. Ha valamelyik kongruencidra nem teljesiil a megoldhatosag feltétele,
akkor nyilvan a kongruenciarendszernek sincs megoldasa. Masrészt, ha kiilon-kiilon
létezik is az iménti kongruencidknak megoldasa, ez nem feltétleniil jar azzal, hogy
létezik szimultan megoldas. A kérdésnek csak egy specidlis esetét targyaljuk, amely
a kinat maradéktétel néven ismert.

Id@szamitasunk szerint 100 koril Sun-Tsu kinai matematikus oldotta meg azt
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a problémat, hogy hogyan lehet olyan x egészeket talalni, amelyek 3-mal, 5-tel és
7-tel osztva rendre 2, 3, illetve 2 maradékot adnak. Egy ilyen megoldéas az x = 23,
az Osszes megoldas pedig a 23 + 105k alaka szamok halmaza, ahol k tetszéleges
egész szamot jelol. A kinai maradéktétel egy megfeleltetést 1étesit paronként relativ
prim modulust kongruenciak rendszere (példaul 3, 5 és 7) és egy olyan kongruencia
k6zott, amelynek modulusa az iménti modulusok szorzata (az el6bbi példa szerint
105).

7.59. tétel (kinai maradéktétel). Ha my,..., my pdronként relativ prim modulu-
sok, akkor a

= 0 (mod m1)

az (mod mzj (7.2)
X = ax (mod my),
kongruenciarendszernek barmely aq,...,ax egészek esetén wvan megolddsa, s ez a

megolddas modulo M = my --- my egyértelmien meghatdrozott.

Bizonyitas. Legyen
Mi =M/my (1<i<Kk),

vagyis My = mimaz ... mi_1mMi41 ... M. Tekintsiik az

Miy = 1 (modmy)
My = 1 (mod m»)
My = 1 (mod my)

kongruencidkat. Ezek kiilon-kiilon mind egyértelmiien megoldhatok, mert M; és
my relativ primek minden 1 < i < k esetén. Jeloljik megoldasaikat sorban
Y1,Y2,...,Yyk-val és legyenek

ci = Myyi (1 <i<Kk). (7.3)

Legyen
xo = (ajc1 +azcx +...+axcx) (mod M). (7.4)

Megmutatjuk, hogy ebbdl az egyenletbdl xo = a; (mod my) (1 <1i < k) kovetkezik.
Ha i #j, akkor Mj = 0 (mod my), amibdl (7.3) miatt ¢; = My =0 (mod my). Azt
is észrevehetjiik, hogy ¢i =1 (mod m;) minden 1 <1 < k esetén, igy

X0 = QiCi (mod mi)

aiMiyi (mod my)
a; (mod my)

minden {i-re teljesiil. A (7.4) szerint kiszamolt x¢ tehéat valoban megoldés.
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Tegyiik fel, hogy a (7.2) kongruenciarendszernek tobb inkongruens megoldasa is
van modulo M, vagyis tegyiik fel, hogy xo Z x; (mod M) a kongruenciarendszer
megoldésai. Mivel xg = x7 (mod m;) minden 1 < 1i < k esetén, ezért m; | a—b. De
(mi, my) =1 (i#7j), ezért M | xo —x1, s igy xo = x1 (mod M), ami ellentmondas.

Megmutatjuk még, hogy a (7.2) kongruenciarendszer 6sszes megoldasat az [xolm
maradékosztaly elemei szolgaltatjak. Legyen x1 € [xolm, vagyis xo = x1 (mod M).
Ekkor M | xo — x1, igy my | xo — x1 minden 1 < 1i < k esetén. Ez azt jelenti, hogy
xo = x1 (mod my), vagyis x1 is kielégiti (7.2) minden egyenletét. O

A bizonyitas modszert is ad a szoban forgd kongruenciarendszer megoldasara.

7.60. kovetkezmény. Ha mq,..., my pdronként relativ prim pozitiv egészek, to-
vabbd M =my --- My, akkor az x és a egészekre az

x=a (mod my) i=1,2,...,k)
egyenletek akkor és csak akkor teljesiilnek egyidejileg, ha
x=a (mod M).
d

7.61. tétel. Legyenek my,...,my pdronként relativ prim pozitiv egészek, M =
my---my €s legyen a € Zm. Legyenek tovabbd ai € Zm, olyanok, hogy

a; = a mod my (1 <i<Kk).

Tekintsik a
G Zm = Zmy X Ly X - X Loy,
¢(a) =(ar,az,...,ax)

megfeleltetést. Ekkor & bijektiv homomorfizmus (mds széval izomorfizmus), vagyis
Zn elemeivel végzett miveletek ekvivalensek a megfeleld szdm k-asok minden egyes
koordindtdjdval fiiggetlenil végrehajtott ugyanolyan tipusi miveletekkel: ha

aH(QI)GZ)'-'yak))

b (b1)b2v"'vbk)v

akkor
(a+b) < ((a; +b7) mod mq,...,(ax + byx) mod my),
(Cl—b) — (((11 —b1)modm1,...,(ak—bk) modmk),
(ab) < (a;by mod mq,...,axbx mod my).

Bizonyitas. A ¢ fiiggvény bijektivitdasa a kinai maradéktételbdl kovetkezik. A mi-
velettartas (homomorfia) a gytrtdelmélet homomorfiatétele miatt teljesiil, amit a
késébbiekben algebrabol bizonyitunk. O

A tételt gyakran alkalmazzuk gyors algoritmusok készitésekor, mivel az egyes Zm,
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halmazokban hatékonyabban lehet miiveleteket végezni (bitmtveletekben szamolva),
mint Znq-ben.

7.23. példa. Tegyiik fel, hogy olyan szamitégép architektirank van, ahol a gépi sz6 4 bites,
vagyis idealizalt szamitogeépiink az I; = [0,2* —1] = [0, 15] intervallum egészeivel képes egész
aritmetikat végezni. Erre az aritmetikara épitve valésitsunk meg az architektirankon olyan
egész aritmetikat (Osszeadas, kivonds, szorzas), amellyel az [, = [0,2000] intervallumban is
szamolni tudunk.

Valasszunk paronként relativ prim szamokat az I intervallumbol dgy, hogy szorzatuk
nagyobb legyen 2000-nél. Legyenek példaul m; = 14, m, = 13;m3 = 11. Ekkor M =
my - my - m3 = 2002. Egy I, intervallumbeli egészet tehat egy I; intervallumbol vett
szamhéarmassal abrazolunk. Legyen példaul a = 100. Ekkor 100 = 2 (mod 14),100 = 9
(mod 13) és 100 =1 (mod 11), igy

100 & (2,9,1).

Hasonloan, ha mondjuk b = 150, akkor 150 = 10 (mod 14),150 = 7 (mod 13) és 150 =7
(mod 11), vagyis

150 « (10,7,7).

Ekkor a kinai maradéktétel 7.61. kdvetkezménye szerint
a+b« (24 10mod 14,9+ 7 mod 13,1 + 7 mod 11) = (12, 3,8).
Az ellendrzéshez meg kell oldani a

x =12 (mod 14)
x=3 (mod 13)
=8 (mod 11)

kongruenciarendszert. A tétel jeloléseivel
M; =13-11=143, M, =14-11 =154, M3 =14-13 =182.

A kovetkezokben megoldjuk az alabbi egyenleteket:

(1) 143x =1 (mod 14) & 3x =1 (mod 14) & 3x =15 (mod 14) & x =5 (mod 14),

(2) 154x =1 (mod 13) & 11x =1 (mod 13) & —2x = —12 (mod 13) & x = 6 (mod 13),
(3) 182x =1 (mod 11) & 6x =1 (mod 11) & 6x =12 (mod 11) & x =2 (mod 11).
Kapjuk tehat, hogy

x=12-5-143+3-6-154+8-2-182 =8580 + 2772 +2912 = 250 (mod 2002).
Valéban, a +b = 100 4+ 150 = 250 (mod 2002).
7.24. példa. Oldjuk meg az §si indidn problémat: ha kettesével, harmasaval, négyesével,
Otosével vagy hatosaval vesziink ki tojasokat egy kosarbol, a végén az iménti sorrendnek

megfelelGen 1,2, 3,4, illetve 5 tojas marad. De ha hetesével emeljiik ki Sket, a végén nem
marad egy sem. Minimalisan hény tojas lehetett a kosarban?
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A kongruenciarendszer:

1 (mod 2)

=2 (mod 3)
=3 (mod4)
= (mod 5)
= (mod 6)
x=0 (mod7).

Mivel a modulusok paronként nem relativ primek, ezért a kinai maradéktétel egybsl nem
alkalmazhato. ElGszor sszevonasokat végziink. Az x = 1 (mod 2) & 2x = 2 (mod 4)
kongruenciat hozzaadva az x = 3 (mod 4) kongruencidhoz kajuk, hogy

3x=5 (mod4)&3x=9 (mod4) & x=3 (mod4).

Persze ezt rogton észrevehettiik volna, hiszen ha egy szam 4-gyel osztva 3 maradékot ad,
akkor sziikségképpen 2-vel osztva 1-et. A technikat most harom egyenletre alkalmazzuk:

x=2 (mod3)&4x =8 (mod 12),
x=3 (mod4) & 3x=9 (mod 12),
x=5 (mod6) & 2x=10 (mod 12).

A kongruencidkat 6sszeadva kapjuk, hogy
I9x =27 (mod12) & 3x=9 (mod4) & x=3 (mod4).

Vagyis a megoldandé egyenletrendszer:

x =3 (mod4)
x =4 (mod5)
x=0 (mod7).

Most mar alkalmazhato a kinai maradéktétel. Jeloléseinkkel my =4, my; =5 m3 =7, M =
3.5.7=140,M; = 140/4 =35, M, = 140/5 = 28, M3 = 140/7 = 20, tovabba a1 = 3,a; =
4, a3 = 0. Most megoldjuk az alabbi egyenleteket:

(1)35x=1 (mod4) & 3x=1 (mod 4) & 3x=-3 (mod4) & x=—-1 (mod 4) & x =3
(mod 4),

(2)28x =1 (mod 5) & 3x =1 (mod 5) & 3x =6 (mod 5) & x =2 (mod 5).

A megoldas igy

x=3-3-35+4-2-2840 (mod 140) & x =539 (mod 140) & x =119 (mod 140).

A megoldas ellendrzését az Olvasora bizzuk.

7.2.10. Szamelméleti fiiggvények

7.62. definicié. A szimelméletben az Nt — C leképezéseket szamelméleti fiigg-
vényeknek nevezzik.

Tlyenek példaul a korabban definidlt EULER-féle ¢ fiiggvény, vagy a pozitiv osztok
szamat jelols T fiiggvény.
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7.63. definicio. Eqgy f szamelméleti fiigguényt additivnak neveziink, ha relativ prim
m,n € NT szdmok esetén f(mn) = f(m)+1(n) teljesiil, és teljesen (vagy totdlisan)
additivnak neveziink, ha ez tetszéleges m,n € Nt esetén fenndll.

Jelolje v(n) az 1 < n € NT kiilonb6z6 primosztoi szamat és legyen v(1) = 0.
Ha n = py'py?...p¥ az n kanonikus alakja, akkor v(n) = r. Kénnyen lathato,
hogy a v fliggvény additiv, de nem teljesen additiv szamelméleti fliggvény. Példaul
1=v(4)#2v(2) =2

Legyen 1 < a € N és minden n € N*-ra tekintsiik az n — log, n fliggvényt. Mi-
vel log,(mn) = log, m+log, n minden m,n € N esetén, ezért az log, n fiiggvény

teljesen additiv.

7.64. definici6. Eqgy f szdmelméleti fiiggvényt multiplikativnak nevezink, ha re-
lativ prim m,n € N szdmok esetén f(mn) = f(m)f(n) teljesiil, és teljesen (vagy
totdlisan) multiplikativnak neveziink, ha ez tetszéleges m,n € NT esetén fenndll.

Az E(1) =1, E(n) =0, ha n > 1 6sszefiiggeéssel definiélt fiiggvény teljesen multip-
likativ. Az f(n) = n* (k € N) fiiggvény teljesen multiplikativ, hiszen f(mn) =
(mn)* = m*nk = f(m)f(n) minden m,n € NT esetén teljesiil. Definidljuk a

w: Nt — {=1,0,1} MOBIUS-fiiggvényt:

1 han=1,
umn) =< (=1)" han=pip2---pr (pi-k paronként kiilonb6zs primek),
0 kiilénben.

Konnyen ellendrizhets, hogy a MOBIUS-fliiggvény multiplikativ, de nem teljesen mul-
tiplikativ, hiszen peldaul 0 = u(4) # u(2)? =1.

A definiciokban az m = 1 helyetesitéssel azt kapjuk, hogy egy additiv szamelmé-
leti fiiggvény 1 helyen felvett értéke mindig nulla, valamint egy nem azonosan nulla
multiplikativ szamelméleti fliggvény 1 helyen felvett értéke mindig 1.

7.65. tétel. Az EULER-féle ¢ fiigguény multiplikativ, és ha n =p{ ' p3?...pp~ az
n > 1 természetes szam kanonikus alakja, akkor

k
o =n]T (1) =TT5" ~vi "

j=1 j=1

Bizonyitas. Elgszor ¢ multiplikativitasat latjuk be. Erre két kiillonb6z6 bizonyitast
is adunk.
(1). Legyenek m,n € Nt (m,n) = 1. Készitsiik el az alabbi tablazatot:

1 2 3 e m
m+1 m+2 m+3 e 2m
2m+1 2m+2 2m+3 <o-3m

Mm—Im+1 m—-1)m+2 Mm—1)m+3 -~ nm.

A tablazatban @(mn) olyan szam van, amelyik mn-hez relativ prim, tovabba a 7.32.
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tétel miatt ezek mindegyike relativ prim m-hez és n-hez is. Keressiik meg a tabla-
zatban azon elemek szaméat, amelyek m-hez és n-hez is relativ primek. Mivel egy-egy
oszlop elemei ugyanabba a maradékosztalyba tartoznak, és minden sorban egy teljes
maradékrendszer van modulo m, igy ¢@(m) olyan oszlop van, amelyek elemei relativ
primek m-hez. A 7.49. tétel miatt minden ilyen oszlop teljes maradékrendszert alkot
modulo n, igy ezen oszlopok mindegyike pontosan @(n) olyan elemet tartalmaz,
amelyik n-hez relativ prim. Igy az m-hez és n-hez egyszerre relativ primek szama
e(m)e(n).

(2). Legyenek m,n € N* olyanok, hogy (m,n) = 1. Tudjuk, hogy ¢(1) = 1, ezért
ha m =1 vagy n = 1, akkor az allitas nyilvanval6. Feltehet6 tehat, hogy m,n > 2.
Legyenek {r1,...,To(m)} és {s1,...,S¢(n)} redukalt maradékrendszerek modulo m,
illetve n. Rogzitett (i,j) indexparra (1 <1< @(m), 1 <j < @(n)) tekintsiik az

x=71; (mod m) (7.5)
x=5sj (modmn).

kongruenciarendszert. A kinai maradéktétel miatt ennek pontosan egy megoldéasa
van modulo mn, legyen ez a megoldas ti;. Mivel tetszdleges (i,j) indexpar (1 <
i< @(m), 17 < o) esetén (ty,m) = (r,m) =1 ¢ (ty,n) = (s,n) = 1,
ezért (tij, mn) = 1. Kilonbozs (1,j), (1/,j’) indexparokra (1 < 1,1’ < @(m), 1 <
3" < @(n)) ha i # i/, akkor ty; = 1y # riv = ti/j (mod n), ha j # j’, akkor
ty = 55 e Sjr =ty (mod m), igy tij e tisy (mod mn). A kinai maradéktétel
miatt tetszéleges tij-hez (1 < ti; < mn) van olyan (i,j) par (1 <i<e@(m), 1<j<
@(n)), hogy a (7.5) kongruenciarendszernek pontosan a ti; a megoldéasa. Azt kaptuk,
hogy a tij szamok (1 < ti; < mn) redukalt maradékrendszert alkotnak modulo mn,
s igy @(m)e(n) = @(mn).

Eszerint ¢ multiplikativ, vagyis @(n) = @(p{")--- @(py*). Elég tehat azt be-
latni, hogy @(p*) = p*(1 —1/p) = p* —p*~ ', ha p prim és « > 0. Ez viszont
kovetkezik abbol, hogy 0 < x < p* pontosan akkor nem relativ prim p*-hoz, ha
tObbszordse p-nek. O

7.25. példa. Hatarozzuk meg a 2003%°°% utolsé két szamjegyét a tizes szamrendszerben.
A feladat szerint meg kell oldani a

2003%°% = x  (mod 100)

kongruenciat. Az egyenletben hatvanyozas szerepel, ezért az EULER-tételt probaljuk alkal-
mazni. Mivel

©(100) = @(2%-5%) = @(4) - ¢(25) = (2> — 2)(5% —5) = 2- 20 = 40,
valamint (3,100) = 1, ezért 3°('° =1 (mod 100), igy

x = 20032003 = 32003 = 3405043 — (390950 33 =33 = 27 (mod 100).

Gyakorlatok
7.2-1. Bizonyitsuk be, hogy a,b € Z esetén a|b és b | a = |a] = |b|.
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7.2-2. Bizonyitsuk be a LEGENDRE-formulét: az n! kanonikus alakja

nl = Hp“", ahol o, :i L%J

p<n k=1

7.2-3. Hogyan olvashato le egy szam kanonikus alakjabol, hogy négyzetszam, kob-
szam, illretve altalaban k-adik hatvany?
7.2-4. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

7.2-5. Bizonyitsuk be a 7.48. tételt.
7.2-6. A kegyetlen varur pincebortone 666 sziik celldjanak mindegyikében egy-egy
rab sinylédik. A varur sziiletésnapja alkalmabol sorban lekiildi egy-egy emberét. Az
i.-nek lekiildott ember minden 1i. cella zarjan allit egyet, vagyis, ha nyitva volt, be-
zarja, ha zarva volt, kinyitja. Azok a rabok, akiknek a legvégén nyitva marad a
cellaja, szabadon elmehetnek. Hanyan és mely cellak lakoi szabadulnak?
7.2-7. Lassuk be kongruencidk segitségével a természetes szamok 9-cel, illetve 11-
gyel val6 oszthatésidgéara vonatkozd szabélyokat.
7.2-8. Oldjuk meg az alabbi kongruenciak koziil a megoldhatokat:

a) 3x =5 (mod 7),

b) 123x =456 (mod 78),

c) Mx = 1111 (mod 11).
7.2-9. Siisiinek csupa 7 és tizfejii unokatestvérei vannak, akiknek 6sszesen 116 fejiik
van. Hany unokatestvére van a sarkanygyereknek?
7.2-10. Oldjuk meg az x = 2 (mod 3), x =3 (mod 4), x =1 (mod 5) kongruenci-
arendszert.
7.2-11. Bizonyitsuk be a 7.65. tételt a logikai szita formula segitségével.
7.2-12. Mi a 3939”7 szam utolsé két szamjegye?

7.3. LAnctortek

A fejezetben mér megvizsgaltuk a természetes szamok helyiértékes abrazolasat (7.17.
tétel). Az egész szamok is leirhatok ily modon, sziikség szerint elGjellel egészitve ki
Gket. A raciondlis szamok egyrészt két egész szam hanyadosaként, masrészt helyi-
értékesen abrazolva, véges vagy végtelen szakaszos tizedes tortként is megadhatok
(4.37. tétel). Az irracionalis szamokat végtelen nem szakaszos tizedes tortekkel irhat-
juk le. A kovetkezSkben a valos szamok masfajta elGallitasat vizsgéljuk. Fel fogjuk
hasznalni a 4.35.-ben és 4.36.-ban definialt egészrész és tortrész fliggvényeket.
Tetszbleges o valos szam esetén tekintsiik az alabbi algoritmust. Legyen

a1 = |, o ={al.
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Ekkor o« = q1 + o1. Ha oy # 0, akkor legyen

o-[2] (3}

Ekkor
x=q1+oa =q1 +—.
a1 1= R
Ha oy # 0, akkor 1/a; egész és tortrészét képezziik, stb. Altaldban, ha a
q1,d2,-.-,0dn €s &1,x2,..., 0, értékeket mar meghataroztuk, és o, # 0, akkor
legyen
) e {a
On+1 = | — |, Xn+1 =9 (-
Kn Kn
Ekkor :
x=dq1 + ]
qz2 + ]
qs +
1
dn +

dn+1 + Xn41.
Eljarasunk akkor ér véget, ha valamilyen m-re ;, = 0.

Az iménti kifejezést ldnctértnek nevezziik és az egyszeriibb irasmod kedvé-
ért, bevezetjiik rd a //q1,d2,...,dn, dn+1 + Xn+1// jelolést. Az ily moédon kapott
q1,42,. .. egész szamokat a lanctort elGallitas jegyeinek nevezziik. A konstrukcio
alapjan vilagos, hogy a lanctortjegyek egyértelmiien meghatarozott egész szamok
és qi > 0, ha i > 1. (Lanctortek felirasara szokiasos még a (q1,qz,...), illetve a

[d1,42,...] jelolés is.)

7.26. példa. Legyen o = 355/113 = 3.14159292035398230088. Ekkor
355 16

I 3+m, qir =3,
113 1

16 7+ﬁ' q =7,
16

s = 1640, as=16.

Azt kaptuk tehat, hogy o« = //3,7,16//.
7.27. példa. Legyen « = v/2. Ekkor

V2 = 1+ (WV2-1), qi=1,
! V24+1=2+(V2-1), q2=2,

;

1
V2+41=2+(V2-1), q3=2,

P
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Vagyis v2 = //1,2,2,...//.

7.66. tétel. Az o valds szdm ldnctirtjeqyeinek sorozata pontosan akkor véges, ha
« raciondlis.

Bizonyitas. Ha a lanctortjegyek sorozata véges, mondjuk //q1,4qz2,...,dn//, akkor
az emeletes torteket lebontva x végiil két egész szam hanyadosaként irhato fel, vagyis
« racionalis.

Megforditva, legyen o« = a/b, ahol b > 0 és a egész szamok, (a,b) = 1. Megmu-
tatjuk, hogy ekkor a lanctortjegyeket megadé algoritmus lépései pontosan az a-ra és
b-re vonatkoz6 euklideszi algoritmus lépéseinek felelnek meg, igy a lanctortjegyeket
elgallito algoritmus véges sok 1épésben befejezddik.

Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust az a, b szamokon.

a = bqy+r1, 0<r1 <b,

b = r11q2+712, O<ry <y,

TNy = T2q3 + T3, 0<r3 <y,
Th—2 = Tn-1dn +Tn, 0< Th <Tn-1,
Th—1 = Tndn+1.

Osszuk el az euklideszi algoritmus egyenlGségeit rendre b-vel, ri-gyel, ra-vel, ...,
Trh-nel.

o g+t

b = M b/T] )

b = +

o a2 T /12’

1

L + ,

T2 a3 T2/73
Tho - 1
Nz dn + ———,
Th—1 T‘1171/1‘71
Tho
ol = qn+1-
Th

Lépésrol lépésre elvégezve a behelyettesitéseket (a masodik egyenl&séghdl az azt
megel6z6 egyenletbe b/ry-et, a harmadikbol 1 /r2-t, és igy tovabb) pontosan az
a/b szam //q1,d2,...,dne+1// lanctort elGallitasat kapjuk. O

A tovabbiakban feltessziik, hogy o valds, és megmutatjuk, hogy a lanctortek
segitségével o-t jOl kozelitG racionélis szamokat tudunk elGallitni. Ezek o lanctorta-
lakjanak ,,szeletei” lesznek.

7.67. definicio. Az « valds szam //q1,d2,...,qn,...// ldnctort alakjinak n-edik
szeletén a 6, = //q1,42,...,Aqn// ldnctortet értjiik.

A 7.66. tétel szerint ha o megegyezik lanctort alakjanak valamely szeletével, akkor
racionalis.
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7.68. tétel. Legyen az o valds szdm ldnctort alakja //q1,d2,...,dn,...//.
(1) Ekkor a

Po = 1 Qo = 0
Pi = Q1 =1
P = qPr1+Pr2 Qrx = aqrQr 1+ Qx 2

rekurzio a ldnctort szeleteit dllitja eld, vagyis ha 1 < k < n, akkor &, = Py/Qx, ahol
a Py és Qy egészek relativ primek.
(2) Minden 1 <k <mn esetén

(=1

ok — Ok—1 = 00
(3) Minden 1 <k <mn esetén
loo — dk—1] < ;,
QkQx—1

és egyenldség csak b6, = « esetén dll.

Bizonyitas. Az (1) allitast indukcidval bizonyitjuk. k = 1-re Py = ¢, Q1 =1, és
81 =q1 =P1/Q1. k=2esetén P, = q1q2 +1, Q2 = q2, s &2 = (q192 + 1)/q2 =
P2/Q2. Tegyiik fel, hogy 2 < k — 1-ig az allitas igaz. Vegyiik észre, hogy &y-t ugy
kapjuk 8x—1 = //q1,4d2,...,dx—1//-b6l, hogy di—1 helyébe qi—1 + 1/qx-t irunk.

Igy
P11 quiPrx2+Prs

Q-1 dr-1Qx—2+ Qx—3

dx—1 =

felhasznéalaséaval

(dk—1+1/dx)Px—2+Px-3  drldqr—1Px—2+Px—3) +Px2
(k-1 +1/41)Qr—2+ Q=3 di(dr—1Qx—2 + Qi—3) + Qx—2
qPe—1+Pr2 P
qxQk-1+Qx—2 Qx’

Most indukciéval megmutatjuk, hogy minden 1 < k < n esetén PxQy_1—QxPx_1 =
(=1)*. k = 1 esetén P1Qo — Q1Py = —1, vagyis az allitas igaz. k = 2-re P,Qq —
P1Q2 = (q1q2+1)—q1qz = 1 = (—1)2. Tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil 2 < k—1-
re. Ekkor

S =

PrQr-1—QiPr1 = (qrPrx—1 +Pr2)Qx-1 — (qxQr—1 + Qx—2)Pr 1
= QotPe2 —Pro1Qra=(—1)- (=D T =(=1k
Ebbdl egyrészt kovetkezik (2), masrészt hogy Py és Qy legnagyobb kozos osztdja
osztoja (—1)%-nak is, azaz hogy Py és Qy relativ primek. Az « — 8,1 kiilonbség
(2 <k <n) becsléséhez a (2) allitast és az « = //q1,d2, ..., dk, Xx+1// Osszefiiggést
hasznéljuk fel. Ekkor ugyanis
(—1)*
Qr—1((gx + oxx+1)Qx + Qx—1)’

o —Oy_1 =
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ahol a nevez6 qi > 0 miatt mindig pozitiv. Ez azt is jelenti, hogy ha k paros, akkor
o —dx—1 mindig pozitiv, ha k paratlan, akkor oc— &1 mindig negativ, tovibba a (2)
allitds miatt a paratlan indext kozelité tortek novekvd, a paros indextek csokkend
sorozatot alkotnak. Azt kaptuk tehat, hogy

P - P3 <. <a<.. < Py - P2

— < =<...<a<... < —<=—,

Q1 Qs - Qs Q2
amibdl a (3) allitas kovetkezik. Egyenlség nyilvan csak az o = &y, esetben allhat
fenn. O

Torténeti érdekesség, hogy a gorogok lanctorteket hasznéltak az irraciondlis szé-
mok leirasara. Megmutathatd, hogy egy  irracionéalis szam lanctort kifejtése pon-
tosan akkor periodikus valahonnan kezdve, ha 3 gyoke valamilyen racionélis egytitt-
hatos mésodfoki egyenletnek.

A 7.68. tétel szerint ha « irracionélis, akkor végtelen sok olyan p,q € Z, q # 0

par létezik, amelyre :
o—21<—,
q q
nevezetesen barmely Py, Qy par ilyen. Az is megmutathato, hogy két egymés utani

lanctort kozelités koziil az egyik eleget tesz a

P 1

a— =<

| ql PR
egyenlSltenségnek, s6t, harom egymaés utani lanctort kozelités koziil az egyikre tel-
jesiil az

1
v5q?
egyenlStlenség. Az o = (1+1/5)/2 esetén tovabbi élesités mar nem tehetd ugy, hogy
még mindig végtelen sok p, q parra alljon fenn az egyenlGtlenség.

Még fonosabb tény, hogy az adott korlatnal nem nagyobb nevezgji tortek koziil
a lanctort kifejtések adjak a legjobb kozelitéseket.

-2 <
q

7.69. tétel. Legyen o eqy irraciondlis szdm. Az el6zd tétel jeldléseivel, ha p € Z,
qeNT és

lc —p/ql <o — Pi/Qxl
valamely k > T-re, akkor q > Qy. S6t, ha

leg —pl < Q. — Py
valamely k > 0-ra, akkor ¢ > Qy41. O

Gyakorlatok
7.3-1. Hatérozzuk meg az alabbi valés szdmok lanctortjegyeit:
a) 123/21,  b) V3, ¢) (1+5)/2.
7.3-2. Igaz-e, hogy //q1,d2,...,4n// = //d1,4d2,-..,qn —1,1//7
7.3-3. Keressiink olyan 100-nal kisebb nevezgji tortet, amelynek az eltérése v/2-t61
kisebb, mint 0, 00T.
7.3-4. Bizonyitsuk be, hogy Q. > F, minden (n € N) esetén, ahol F,, az n-edik
FIBONACCI-szadm.
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Megjegyzések a fejezethez

A tokéletes szamok problémajat az okori gorogok vetették fel. Kiilonos jelentGséget
tulajdonitottak azoknak a szdmoknak, amelyek , részeikbdl visszanyerhet6k”, azaz
részeinek Osszege éppen az eredeti szaimmal egyenls. Ezen harmoniat testesitik meg
a tokéletes szamok, melyek koziil négyet a régi gorégok is ismertek: 6, 28,496, 8128.
EUKLIDESZ igy ir az ELEMEK IX. kényvének 36. tételében': ,, Ha az egységtdl kezdve
kétszeres aranyban képeziink egy mértani sorozatot, amig a sorésszeg prim nem lesz,
és az Osszeggel megszorozzuk az utolsod tagot, akkor a szorzat tokéletes szam lesz.”

Ebben az all, hogy ha 142422 4 - + 2™ primszam, akkor ezt 2™-nel szorozva
tokeéletes szamot kapunk. J6 kétezer évvel kés6bb EULER, majd MERSENNE ennél az
allitasnal lényegesen tobbet bizonyitottak. A témakorben rajtuk kiviil Lucas, majd
LeHMER alkottak jelentGset:

7.70. tétel (Lucas). Tekintsik az alabbi sorozatot: v1 = 3, majd n > 1 esetén
Th = r1214 — 2. Ha a p prim 4k + 3 alakd, akkor M, pontosan akkor prim, ha M,
osztdja Tp_1-nek.

7.71. tétel (LEHMER). A Lucas-tételben lévé sorozat elsé elemét vdltoztassuk 4-
re, €s a képzési szabdly maradjon vdltozatlan. Ekkor M, pontosan akkor prim, ha
M,, osztdja T, _1-nek.

Ezek a tesztek egyszertségiik miatt konnyen alkalmazhatok primszamkeresésre, igy
a legnagyobb ismert primek tovabbra is vairhatéan MERSENNE-primek lesznek.

Ha a természetes szamok kiilonb6z6 felbontésait vizsgaljuk, a legismertebb prob-
lema az x> +y? = z? egyenlet pozitiv egész megoldasainak vizsgalata. Nem nehéz
meggondolni, hogy elegendd olyan megoldasokat keresni, amikor (x,y,z) = 1. Ezeket
primitiv megoldasoknak nevezziik.

7.72. tétel. Az x? +y? = z? egyenlet primitiv megolddsai

= 2mn

= TTIZ—TLZ

z = m?+n?
alakiak, ahol (m,m) =1, kilonbozd paritisiak, és m >mn > 0.

Az altaldnos eset FERMAT nevéhez fiizédik, aki 1637 koril azt allitotta, hogy az
x" +y™ = z" egyenletnek, amelynek egész megoldasait keressiik, n > 2 esetén
csak trividlis megoldasai vannak. A tételt csak nemrég sikeriilt bizonyitani, ami az
elliptikus gorbék és modularis formak elméletének mély meggondolasain alapszik.

A kinai csillagasz Tsu CSUNG-CHIH (430-501) méar ismerte a 7t 6 tizedes jegyre
pontos 355/113 kozelitését. A 7 irracionalitasat LAMBERT bizonyitotta 1761-ben,
transzcendens mivoltat LINDEMANN 1882-ben . Megoldatlan probléma, hogy a 7
decimalis jegyeinek eloszlasa egyenletes-e. Még azt sem tudjuk, hogy példaul az 1
jegy végtelen sokszor fordul-e el§ benne.

IMayer Gyula forditasa
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